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VIBRAÇÕES MECÂNICAS - CAPÍTULO 3 – VIBRAÇÃO FORÇADA 28
 3. VIBRAÇÃO FORÇADA - FORÇA HARMÔNICA
 No capítulo anterior estudou-se a vibração livre de sistemas com um grau de
 liberdade. A vibração livre é obtida através da solução homogênea da equação diferencial
 do modelo matemático, equação (2.1). Esta solução foi obtida fazendo-se a força externa f
 igual a zero. O estudo da vibração forçada corresponde à resolução da equação não
 homogênea. Há vários modelos matemáticos para esta força, como por exemplo: forças
 periódicas, forças impulsivas ou forças aleatórias. Entre os vários modelos de forças
 destacam-se as forças harmônicas. Este caso será visto neste capítulo por se tratar de um
 modelo que representa uma grande quantidade de situações reais nas quais a força de
 excitação é periódica. Toda força periódica pode ser decomposta segundo a série de
 Fourier. Nesta série, a força periódica é representada por uma soma de forças componentes
 harmônicas, cada uma com frequência múltipla da frequência fundamental - frequência da
 força periódica. Adotando-se um modelo linear para os sistemas físicos de um grau de
 liberdade, vale o princípio da superposição. Desta forma, basta estudar o caso da força de
 excitação harmônica, para que o caso geral de força periódica possa ser considerado como
 uma simples extensão.
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 3.1 – RESPOSTA DE REGIME PERMANENTE
 O modelo apresentado na equação (2.1), com a força de excitação f = f(t) de forma
 harmônica, é dado por
 tsenFxkxcxm (3.1)
 onde
 F é amplitude da força de excitação e
 é a frequência de excitação.
 Figura 3.1 - Modelo com um grau de liberdade.
 A solução desta equação diferencial pode ser escrita como a soma de duas parcelas:
 ph xxx (3.2)
 onde
 xh é a solução homogênea e
 xp é a solução particular.
 A solução homogênea é obtida tornando nula a força externa aplicada, isto é,
 fazendo f(t) = 0. Esta parcela já foi, portanto, obtida no capítulo anterior, apresentando-se
 em três formas, equações (2.30), (2.35) e (2.39), dependendo do fator de amortecimento.
 Em qualquer um destes três casos, a solução homogênea tende a zero com t crescente. Por
 isso, a solução particular é identificada como resposta de regime permanente. Para uma
 excitação harmônica conforme (3.1), a solução particular é dada por
 tBtAx p cossen (3.3)
 c
 k
 m f
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 ou
 tXx p sen (3.4)
 onde
 22 BAX (3.5)
 e
 A
 B1 tan (3.6)
 A equação diferencial (3.1) deve ser satisfeita pela solução particular. As derivadas
 da solução particular (3.3) são dadas por
 tBtAx p sencos (3.7)
 e
 tBtAx 22
 p cossen (3.8)
 Substituindo (3.3), (3.7) e (3.8) em (3.1), obtém-se
 tsenFtBtsenAk
 tsenBtActBtsenAm 22
 cos
 coscos (3.9)
 Igualando-se os coeficientes em seno e cosseno de ambos os lados, obtém-se o sistema
 0BmkAc
 FBcAmk
 2
 2
 (3.10)
 cuja solução para A e B é dada por
 F
 cmk
 mkA
 222
 2
 (3.11)
 e
 F
 cmk
 cB
 222
 (3.12)
 Portanto, a solução particular (3.3) é igual a
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 tF
 cmk
 ctsenF
 cmk
 mkx
 222222
 2
 p
 cos
 (3.13)
 Entretanto esta forma é pouco usada. A solução particular na forma (3.4) é mais
 conveniente por explicitar a amplitude e a fase da solução particular em relação à excitação.
 Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.5) e (3.6), obtêm-se
 222 cmk
 FX
 (3.14)
 e
 2
 1
 mk
 c
 tan (3.15)
 A amplitude (3.14) e a fase (3.15) podem também serem obtidas em função dos
 parâmetros: frequência natural n e fator de amortecimento . Divide-se o numerador e o
 denominador destas expressões por k, obtendo-se
 22
 2
 k
 c
 k
 m1
 1
 k
 FX
 (3.16)
 e
 k
 m1
 k
 c
 2
 1
 tan (3.17)
 Aplicando a definição da frequência natural, dada por (2.15), e do fator de amortecimento,
 dada por (2.11), em (3.16) e (3.17) obtêm-se
 222 r2r1
 1a
 (3.18)
 e
 2
 1
 r1
 r2
 tan (3.19)
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 onde
 eX
 Xa é o fator de amplificação dinâmica senoidal;
 k
 FX e é a amplitude “estática” e
 n
 r
 é um parâmetro de frequência adimensional ou de sintonia.
 Portanto, a solução particular (3.4) fica igual a
 tsenXax ep (3.20)
 com a e dados por (3.18) e (3.19), respectivamente. As figuras 3.2 e 3.3 ilustram o fator
 de amplificação a e a fase em função da frequência de excitação ou do parâmetro de
 sintonia r. Cada curva corresponde a um fator de amortecimento. Observa-se que para
 amortecimentos baixos há uma faixa de frequência em torno da frequência natural na qual
 os fatores de amplificação dinâmica são altos. Portanto nesta região podem ocorrer
 vibrações com grandes amplitudes, mesmo quando as amplitudes das forças excitadoras são
 pequenas. Para frequências próximas de zero, o comportamento do sistema é do tipo
 estático. Para frequências muito acima da freqüência natural há grande redução na
 amplitude de vibração. Esta faixa de frequências de excitação (por ex. para frequências
 acima de duas vezes a frequência natural) pode ser indicada em muitas aplicações. O
 amortecimento é muito importante quando se trabalha com frequências de excitação
 próximas da frequência natural. Na ausência de amortecimento (o que não ocorre em
 sistemas reais) há o fenômeno de ressonância que pode ser mostrado através da solução da
 equação (3.1) fazendo c = 0 e ω = ωn .
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 Figura 3.2 - Fator de amplificação dinâmica a.
 Figura 3.3 - Fase da resposta de regime permanente.
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 3.2 – RESSONÂNCIA
 O conceito de ressonância está associado ao conceito de instabilidade. Do ponto de
 vista matemático uma solução instável de uma equação diferencial tem seus valores não
 limitados.
 Vamos inicialmente determinar a solução da equação diferencial do modelo
 matemático de 1 gl quando o amortecimento é nulo, ou seja, vamos fazer c = 0 e para uma
 força excitadora dada por tsenF)t(f com n .
 Figura 3.4 - Modelo com um grau de liberdade com amortecimento nulo.
 Se tivermos amortecimento nulo, a solução homogênea não pode ser desprezada,
 pois representa uma vibração na frequência natural que se mantém assim como a solução
 particular representa uma oscilação na frequência de excitação, ou seja:
 tcosBtsenAtcosDtsenCx nn (3.21)
 onde A e B são dadas a partir de (3.11) e (3.12), fazendo c = 0, por
 Fmk
 1A
 2 (3.22)
 e
 0B (3.23)
 k
 m f
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 As constantes C e D são determinadas a partir das condições iniciais e resultam
 Fmk
 10xC
 n
 2
 n
 )( (3.24)
 e
 )(0xD (3.25)
 Assim a solução (3.21) é dada por
 tsenFmk
 1t0xtsenF
 mk
 10xx
 2nn
 2
 2
 n
 cos)(
 )( (3.26)
 Sem perda de generalidade na análise do comportamento dinâmico do sistema, podemos
 fazer as condições iniciais nulas e obteremos
 tsentsen
 mk
 Fx n
 n
 2
 (3.27)
 Este é um movimento composto por dois movimentos harmônicos simples que pode ser
 periódico ou não, mas sua amplitude se mantém ao longo do tempo. Quando as frequências
 são próximas, isto é n , temos o fenômeno do batimento.
 Observemos que quando a frequência de excitação é igual à natural, isto é n ,
 esta solução está indeterminada. De fato neste caso, a solução (3.21) não está correta e a
 solução geral para quaisquer condições iniciais é dada pela seguinte forma
 tBttsenAttDtsenCx nnnn coscos (3.28)
 As constantes A e B da solução particular são dadas por
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 0A (3.29)
 e
 k2
 FB n (3.30)
 As constantes C e D dependem das condições iniciais e são dadas por
 k2
 F0xC
 n
 )( (3.31)
 e
 )(0xD (3.32)
 Logo, a solução (3.28) fica igual a
 ttk2
 Ft0xtsen
 k2
 F0xx nnnn
 n
 coscos)()(
 (3.33)
 Com as condições iniciais nulas,
 tcosttsenk2
 Fx nnn (3.34)
 Observando o comportamento de (3.24) verificamos que o deslocamento x(t)
 representa oscilações crescentes e que tendem ao infinito, quando o tempo cresce. Esta é a
 condição de instabilidade correspondente à ressonância de sistemas de 1 gl.
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 3.3 – ISOLAÇÃO DE VIBRAÇÃO DE REGIME PERMANENTE
 O conceito de isolação de vibração aplicado a modelos com um grau de liberdade
 pode ser definido de duas formas: através dos conceitos de transmissibilidade de força e de
 transmissibilidade de deslocamento. O primeiro está relacionado à força transmitida para o
 suporte, considerado rígido, enquanto que o segundo ao deslocamento imposto à massa m
 dado um deslocamento no suporte, considerado móvel.
 Em primeiro lugar, utiliza-se o modelo de um grau de liberdade mostrado na figura
 3.4, considerando o suporte rígido, e uma força aplicada tsenFtf )( .
 Figura 3.5 - Modelo com um grau de liberdade: suporte S rígido.
 Define-se a transmissibilidade de força como o quociente entre a amplitude da força
 no suporte FS e a amplitude da força aplicada F, ou seja,
 F
 FT S (3.35)
 A força aplicada no suporte é dada pela soma da força de mola e do amortecedor,
 xcxkfS (3.36)
 Dado o deslocamento de regime permanente
 tXx p sen (3.37)
 c
 k
 m f S
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 e a velocidade correspondente
 tXx p cos (3.38)
 obtêm-se
 tXctXkfS cossen (3.39)
 ou
 tsenFf SS (3.40)
 onde
 222
 S ckXF
 e
 k
 c1 tan
 Portanto a transmissibilidade de força definida em (3.21) é dada por
 F
 ckX
 F
 FT
 222
 S (3.41)
 Lembrando que k
 FaXaX e , ver definições após (3.19), e substituindo em (3.41)
 2
 222
 S r21ak
 cka
 F
 FT )(
 (3.42)
 ou
 222
 2
 S
 r2r1
 r21
 F
 FT
 )()(
 )(
 (3.43)
 A figura 3.6 mostra gráficos da equação (3.42) para diferentes fatores de amortecimento.
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 Figura 3.6 – Transmissibilidade de força T.
 Todas estas curvas, para diferentes fatores de amortecimento, têm transmissibidade
 igual a 1 para 0r e 2r . É possível dividir o gráfico da figura (3.6) em duas regiões:
 na primeira região, onde 2r0 , quanto maior o amortecimento menor será a
 transmissibilidade; na segunda, onde 2r , quanto menor o amortecimento menor será a
 transmissibilidade. Pode-se observar também que há redução na força transmitida apenas
 para 2r . Desta forma, os isoladores de vibração devem ser escolhidos de maneira tal
 que as frequências de trabalho seja maiores que a 2 vezes a frequência natural do sistema.
 Em geral, escolhe-se o isolador procurando uma baixa transmissibilidade, o que ocorre em
 duas possibilidades: (i) baixo fator de amortecimento e frequência natural em torno de 50%
 da menor frequência de trabalho e (ii) fatores de amortecimentos um pouco maiores (0,5 a
 0,7) e frequência natural em torno de 20% da menor frequência de trabalho.
 0 1 2 3
 r
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 T
 amortecimento
 0.0
 0.1
 0.2
 0.5
 1.0
 2.0
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 A segunda definição de transmissibilidade está relacionada ao deslocamento imposto
 à massa m dado um deslocamento no suporte, considerado móvel.
 Considera-se o modelo de um grau de liberdade mostrado na figura 3.7,
 considerando agora o suporte S móvel com deslocamento tsenXtx SS )( .
 Figura 3.7 - Modelo com um grau de liberdade: suporte S móvel.
 Define-se a transmissibilidade de deslocamento como o quociente entre a amplitude
 X do deslocamento da massa m e a amplitude XS do deslocamento do suporte, ou seja:
 SX
 XT (3.44)
 A equação do modelo mostrado na figura 3.7 é dada por
 xm)xx(c)xx(k SS (3.45)
 ou
 SS xcxkxkxcxm (3.46)
 Substituindo em (3.46) o deslocamento dado do suporte tXtx 0SS sen)( e a velocidade
 correspondente, obtêm-se
 tXctsenXkxkxcxm SS cos (3.47)
 O lado direito de (3.47) corresponde a uma força de excitação dada por
 tsenFtf ee )( (3.48)
 onde
 c
 k
 m xS(t)
 S
 x(t)
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 222
 Se ckXF (3.49)
 e
 k
 c1 tan (3.50)
 Lembrando que a amplitude de deslocamento da massa m é dada por
 k
 FaXaX e
 e (3.51)
 substitui-se a amplitude da força definida em (3.49) em (3.51) para se obter
 k
 ckXaX
 222
 S (3.52)
 ou
 2
 S r21XaX )( (3.53)
 Logo a transmissibilidade definida em (3.44) é dada por
 222
 22
 S r2r1
 r21r21a
 X
 XT
 )()(
 )()(
 (3.54)
 que é igual a (3.43), sendo representada portanto pelos gráficos da figura 3.6. Assim os dois
 conceitos são representados pela mesma equação.
 Por outro lado, algumas vezes é necessário se conhecer o comportamento do
 isolador e, nestes casos, define-se a transmissibilidade relativa como o quociente entre a
 amplitude XR do deslocamento da massa m em relação ao suporte e a amplitude do
 deslocamento do suporte XS, ou seja:
 S
 R
 X
 XTR (3.55)
 Da equação (3.45), definindo SR xxx , obtêm-se:
 )xx(mxcxk SRRR (3.56)
 ou
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 SRRR xmxkxcxm (3.57)
 Substituindo em (3.57) a aceleração correspondente ao deslocamento dado do suporte
 tsenXtx SS )( , obtêm-se
 tsenXmxkxcxm S
 2
 RRR (3.58)
 cuja solução é dada por
 )( tsenXx RR (3.59)
 onde
 S
 2S
 2
 R Xrak
 Xma
 k
 FaX
 Logo a transmissibilidade relativa como definida em (3.55) é dada por
 222
 22
 S
 R
 r2r1
 rra
 X
 XTR
 )()( (3. 60)
 Figura 3.8 - Transmissibilidade relativa TR.
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