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6. Trigonometrie
 Trigonometrie bedeutet dem Wortsinn nach”Dreiecksmessung“. Mit Hilfe von trigo-
 nometrischen Funktionen lassen sich alle Probleme, die man im Prinzip zeichnerischlosen kann, auch rechnerisch bewaltigen.
 6.1 Rechtwinklige Dreiecke
 In der Schule werden die trigonometrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieckeingefuhrt. Die Standardbezeichnungen, die wir hier verwenden werden, sind so ge-macht, dass c die Hypotenuse bezeichnet, der rechte Winkel also in C liegt. DieKathete b nennt man weiter die Ankathete von α, weil sie zusammen mit der Hypo-tenuse den Winkel α bildet; b ist die Gegenkathete von α, und von β aus gesehen istes umgekehrt: die Ankathete von β ist a, deren Gegenkathete b.
 sinα =b
 c
 cosα =a
 c
 tanα =b
 a
 Abb. 6.1. Rechtwinklige Dreiecke
 In rechtwinkligen Dreiecken hangt das Verhaltnis bc
 nur vom Winkel ab, aber nichtvon der Große des Dreiecks: alle rechtwinkligen Dreiecke mit demselben Winkel αsind ahnlich, und nach dem Strahlensatz sind somit die Verhaltnisse b
 cin allen recht-
 winkligen Dreiecken mit dem Winkel α gleich. Also setzen wir
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132 6. Trigonometrie
 sinα =Gegenkathete
 Hypotenuse=b
 c, cosα =
 Ankathete
 Hypotenuse=a
 c,
 tanα =Gegenkathete
 Ankathete=b
 a, cotα =
 Ankathete
 Gegenkathete=a
 b,
 und entsprechend fur β.Um diese Funktionen anwenden zu konnen, muss man die Werte von sinα und cosα
 erst einmal berechnen; dies ist nicht ganz leicht. Fur ganz bestimmte Winkel ist diesaber mit einfachen geometrischen Mitteln moglich. So liefert die Quadratverdopplungdie Werte dieser Funktionen fur den Winkel α = 45◦. Ein rechtwinkliges Dreieck mitα = 45◦ ist namlich notwendig gleichschenklig, also ein halbes Quadrat, und aus derDefinition folgt
 sin 45◦ = cos 45◦ =a
 c=
 a
 a√
 2=
 1√2
 =
 √2
 2,
 wobei wir in der letzten Gleichung den Nenner rational gemacht haben. Weiter giltnaturlich tan 45◦ = a
 a= 1.
 Abb. 6.2. Trigonometrische Funktionen fur α = 45◦ und α = 30◦.
 Aufgaben zu rechtwinkligen Dreiecken mit einem Winkel von α = 30◦ vereinfachensich oft drastisch, wenn man das Dreieck zu einem gleichseitigen Dreieck erganzt:wegen β = 90◦ − α = 60◦ sind namlich in der Tat alle Winkel im verdoppeltenDreieck gleich, das Dreieck also gleichseitig. Daraus folgt insbesondere c = 2a, undsomit haben wir
 sin 30◦ = cos 60◦ =a
 c=
 1
 2.
 Direkt aus der Definition folgt
 sinα =b
 c= cos β,
 was wegen β = 90◦ − α bedeutet, dass
 sinα = cos(90◦ − α)
 ist. Ebenso leicht folgt aus der Definition, dass
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6.1 Rechtwinklige Dreiecke 133
 sinα
 cosα=
 bcac
 =b
 c· ca
 =b
 a= tanα
 gilt, und entsprechend ist naturlich
 cotα =1
 tanα=
 cosα
 sinα.
 Da in einem rechtwinkligen Dreieck immer 0 < α, β < 90◦ ist, sind die trigonome-trischen Funktionen durch die obigen Gleichungen auch nur fur Winkel zwischen 0◦
 und 90◦ definiert.Der Satz des Pythagoras a2+b2 = c2 liefert nach Division durch c2 die fundamentale
 Beziehung
 sin2 α + cos2 α =(ac
 )2+(bc
 )2= 1,
 wobei sin2 α eine gelaufige Abkurzung fur (sinα)2 ist. Dies bedeutet, dass die Punkte(cosα| sinα) Punkte auf dem Einheitskreis x2 + y2 = 1 sind. Diesen Zusammenhangwerden wir weiter unten benutzen, um die trigonometrischen Funktionen auf Winkel> 90◦ auszudehnen.
 Mit den oben berechneten Werten der Sinus- und Kosinusfunktionen fur α = 30◦
 und α = 45◦ folgt damit
 sin 60◦ =√
 1− cos2 30◦ =
 √1− 1
 4=
 √3
 4=
 √3
 2.
 Damit haben wir folgende kleine Tabelle mit den Werten der trigonometrischenFunktionen fur α = 30◦, 45◦ und 60◦:
 α sinα cosα tanα
 30◦√12
 √32
 1√3
 45◦√22
 √22
 1
 60◦√32
 √12
 √3
 Naturlich ist√
 1 = 1; wir haben sie stehenlassen, weil sich die Tabelle so leichtermerken lasst.
 Umkehrfunktionen
 Ist sinα gegeben und der Winkel gesucht, kann man durch Probieren eine Naherungfur α finden. So ist sin 40◦ ≈ 0,64 und sin 50◦ ≈ 0,77; der gesuchte Winkel liegt alsozwischen 40◦ und 50◦. Weiteres Probieren liefert sin 44◦ ≈ 0,695 und sin 45◦ ≈ 0,707,folglich liegt der gesuchte Winkel zwischen 44◦ und 45◦.
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134 6. Trigonometrie
 Der Taschenrechner kann die dazugehorigen Winkel allerdings auf Knopfdruckfinden: Ist etwa sinα = 0,7, so liefert der Befehl sin−1(0,7) die Antwort α ≈ 44,3◦.Entsprechend folgt aus cosα = 0,7, dass α = cos−1(0,7) ≈ 45,6◦, und aus tanα = 0,7,dass α = tan−1(0,7) ≈ 35◦ ist.
 Der Befehl sin−1 entspricht der Funktion arcsinα (Arcus-Sinus); die negative Hoch-zahl hat nichts mit unserem a−1 = 1
 azu tun, sondern ist eine Abkurzung fur arcsin,
 die man unter anderem aus Platzmangel auf den Taschenrechnertasten eingefuhrthat. Die Funktion f(x) = arcsinx ist die Umkehrfunktion von g(x) = sinx, sowie f(x) =
 √x die Umkehrfunktion von g(x) = x2 ist. Ebenso wie (fur positive x)√
 x2 = x gilt (Quadrieren und Wurzelziehen hebt sich auf), gilt auch sin−1(sinα) = α.
 Ubungen
 6.1.1 Vervollstandige die folgende Tabelle (mit Taschenrechner).
 α sinα cosα tanα
 10◦
 20◦
 30◦
 40◦
 45◦
 50◦
 60◦
 70◦
 80◦
 Was geschieht mit den Werten von sinα, wenn sich α den Winkeln 0◦ bzw.90◦ nahert?
 Wie hangen die Werte von sinα und cosα mit denjenigen von tanα zusam-men?
 6.1.2 Vervollstandige die folgenden Tabellen (mit Taschenrechner).
 sinα α
 0,10,20,30,40,50,60,70,80,9
 cosα α
 0,10,20,30,40,50,60,70,80,9
 tanα α
 0,10,20,50,71,01,52,02,53,0
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6.1 Rechtwinklige Dreiecke 135
 6.1.3 Berechne die Werte von sinα+ cosα fur verschiedene Winkel zwischen 0◦ und90◦. Fur welchen Winkel ist der Wert am großten?
 6.1.4 In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit Katheten a = BC und b = AC, derHypotenuse c = AB und den Winkeln α = ^BAC, β = ^ABC und γ = 90◦
 sind in der folgenden Tabelle die fehlenden Großen zu bestimmen.
 a b c α β
 3 412 136 25◦
 12 45◦
 2,5 37◦
 40 40◦
 11 89◦
 6.1.5 Unter welchem Winkel schneiden sich die Diagonalen eines Quadrats?
 Unter welchem Winkel schneiden sich die Diagonalen eines Rechtecks mit denSeiten a = 6 und b = 8?
 6.1.6 Die Diagonalen eines Rechtecks schneiden sich unter einem Winkel von 30◦;eine Seite ist 12 cm lang. Wie lang ist die andere? Ist dies die einzig moglicheLosung?
 6.1.7 Unter welchem Winkel schneiden sich die Raumdiagonalen eines Wurfels?
 Unter welchem Winkel schneiden sich die Raumdiagonalen eines Quaders mitden Kantenlangen a = 5, b = 12 und c = 15?
 6.1.8 In einem gleichschenkligen Dreieck mit den Schenkeln a = b und der Grund-seite c = AB muss man, um die trigonometrischen Funktionen anwenden zukonnen, die Hohe h auf c einzeichnen. Diese ist (im Falle gleichschenkligerDreiecke) gleich der Seitenhalbierenden von c. Berechne die fehlenden Großenin folgender Tabelle.
 a c h α γ8 52◦
 6 23◦
 12 60◦
 5 32◦
 10 44◦
 10 813 12
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136 6. Trigonometrie
 6.1.9 Ein Baum wirft einen Schatten von 24 m Lange, wahrend die Sonnenstrahlenin einem Winkel von 32◦ einfallen. Wie hoch ist der Baum?
 6.1.10 Der schiefe Turm von Pisa ist 55 m hoch und ragt oben 4,1 m uber seineGrundflache hinaus. Um welchen Winkel gegenuber der Vertikalen ist er ge-neigt?
 6.1.11 Eine 4 m lange Leiter wird in einem Winkel von 15◦ gegenuber der Wandaufgestellt. In welcher Hohe beruhrt sie die Wand, und wie groß ist ihr Abstandvon der Wand am Boden?
 6.1.12 Zeige, dass tan(90◦ − α) = 1tanα
 gilt.
 6.1.13 Gegeben sei ein Dreieck ABC in einem Halbkreis uber einem Durchmesser derLange 1. Zeige:
 1. Die Seiten des Dreiecks haben die Langen sinα bzw. cosα.
 2. Es ist sin2 α + cos2 α = 1.
 3. Fur alle Winkel 0 < α < 90◦ gilt 0 < sinα < 1 und 0 < cosα < 1.
 4. Fur α = 45◦ ist sinα = cosα.
 6.1.14 Zeige mit dem Satz von Umfangs- und Zentrumswinkel, dass der Winkel deslinken Dreiecks gleich α/2 ist.
 Zeige mit dem Satz von Pythagoras, dass
 c2 = (1 + cosα)2 + sin2 α
 gilt, und bestimme daraus
 c =√
 2 + 2 cosα.
 Zeige schließlich, dass
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6.2 Sinus- und Kosinussatz 137
 sinα
 2=
 sinα
 c=
 sinα√2 + 2 cosα
 und
 cosα
 2=
 1 + cosα√2 + 2 cosα
 =
 √1 + cosα
 2
 gilt.
 6.1.15 Benutze die Ergebnisse der letzten Ubung, um
 cos 22,5◦ =2 +√
 2
 2und sin 22,5◦ =
 2−√
 2
 2
 zu zeigen. Leite daraus her, dass
 tan 22,5◦ =√
 2− 1
 ist.
 6.2 Sinus- und Kosinussatz
 Die trigonometrischen Funktionen sinα, cosα und tanα werden ursprunglich amrechtwinkligen Dreieck definiert. Naturlich kann man diese Funktionen auf beliebigeDreiecke loslassen, wenn man eine Hohe einzeichnet. Dabei ergeben sich zwei einfacheSatze, die bei der Berechnung beliebiger Dreiecke hilfreich sind: der Sinussatz und derKosinussatz.
 Der Sinussatz
 Betrachten wir das nebenstehende Drei-eck. Sein Flacheninhalt ist A = 1
 2c·hc. Fur
 die Hohe hc gilt sinα = hc/b, also hc =b sinα, und entsprechend hc = a sin β. Al-so ist
 A =1
 2bc sinα =
 1
 2ac sin β.
 Division durch abc und Multiplikation mit 2 ergeben den
 Satz 6.1 (Sinussatz). In einem Dreieck ABC gilt
 sinα
 a=
 sin β
 b=
 sin γ
 c. (6.1)
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138 6. Trigonometrie
 Die letzte Gleichung in (6.1) haben wir zwar nicht direkt bewiesen, sie gilt aberschon deswegen, weil sich am Beweis nichts andert, wenn man a mit b, b mit c und cmit a vertauscht.
 Der Sinussatz in seiner jetzigen Form wurde erstmals von dem arabischen Ma-thematiker Abu Nasr um 1000 n.Chr. bewiesen, der Kosinussatz (sh. unten) vompersischen Astronomen Al Biruni.
 Im Falle eines rechtwinkligen Dreiecks ist der Sinussatz wegen sin 90◦ = 1 nichtsanderes als die Definition des Sinus: sinα
 a= 1
 cbedeutet ja gerade sinα = a
 c.
 Naturlich kann man (6.1) auch in der Form
 a
 sinα=
 b
 sin β=
 c
 sin γ(6.2)
 schreiben. Diese Formulierung ist etwas gefalliger, weil Ausdrucke wie asin a ”
 Langen“sind. In der Tat kann man sich fragen, welche Lange die drei Ausdrucke in (6.2) dennreprasentieren. Naturliche Langen, die man einem Dreieck zuordnen kann (und dienicht von der Wahl der Seiten abhangen), sind z.B. der Umfang, sowie der Um- undder Inkreisradius.
 Beim Herumspielen mit dem Umkreis wird man dann auch fundig: ist R der Um-kreisradius (dessen Mittelpunkt bekanntlich der Schnittpunkt der drei Mittelsenk-rechten ist), dann kann man an der Skizze folgendes ablesen:
 In der Tat ist der Umfangswinkel^ACB gleich dem halben Zentrumswin-kel ^AMB; da das Dreieck AMB gleich-schenklig ist (denn AM = MB = R istder Umkreisradius), mussen die Basiswin-kel ^AMS = ^SMB gleich sein, und wirfinden γ = ^SMB. Da das Dreieck SMBrechtwinklig ist, gilt
 sin γ =SB
 MB=
 R
 c/2=
 2R
 c,
 woraus sin γc
 = 2R folgt.
 Damit haben wir den Sinussatz verscharft:
 Satz 6.2. In einem Dreieck mit Seitenlangen a, b, c, Winkeln α, β, γ, und Umkreis-radius R gilt
 a
 sinα=
 b
 sin β=
 c
 sin γ= 2R. (6.3)
 Wir haben oben bereits die Bestimmung des Flacheninhalts des Dreiecks mit denSeiten (13,14,15) besprochen. Wir wollen jetzt dieselbe Rechnung am allgemeinen
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6.2 Sinus- und Kosinussatz 139
 Dreieck mit den Seiten (a, b, c) vorfuhren. Bezeichnet h die Hohe auf die Grundseitec, und bezeichnet man die Abschnitte von c durch p und q, so gilt nach Pythagoras
 p2 + h2 = a2, und q2 + h2 = b2.
 Subtrahiert man diese Gleichungen voneinander, erhalt man
 p2 − q2 = a2 − b2.
 Die linke Seite ist nach der binomischen Formel gleich p2−q2 = (p−q)(p+q) = (p−q)·cwegen p + q = c. Also ist p− q = a2−b2
 cund p + q = c, woraus durch Addition folgt,
 dass
 2p =a2 − b2
 c+ c =
 a2 − b2 + c2
 c.
 Umformen liefertb2 = a2 + c2 − 2pc.
 Wegen cos β = pa
 ist p = a cos β; Einsetzen ergibt
 b2 = a2 + c2 − 2ac cos β.
 Der Kosinus-Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras mit ein-gebauter Umkehrung. Rechnerisch ist der Kosinussatz leicht zu beweisen. Dazu be-trachten wir das Dreieck, das wir schon zum Beweis des Sinussatzes benutzt haben.Dort ist (bei β < 90◦)
 b2 = p2 + h2c = p2 + a2 − q2.Mit p = c− q wird daraus
 b2 = (c− q)2 + a2 − qr = a2 + c2 − 2cq.
 Wegen cos β = qa
 ist q = a cos β, also
 b2 = a2 + c2 − 2ac cos β.
 Vertauscht man die Buchstaben zyklisch (a → b, b → c, c → a und damit β → γ),erhalt man den
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140 6. Trigonometrie
 Satz 6.3 (Kosinus-Satz). In einem Dreieck mit den Seiten a = BC, b = AC undc = AB gilt
 c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ,
 wo γ = ^ACB.
 Ist γ = 90◦, so ist cos γ = 0, und wir erhalten den Satz des Pythagoras zuruck.Im Spezialfall β = 0 wird aus dem Kosinussatz ubrigens eine binomische Formel –welche?
 Zweiter Beweis. Der Ausdruck 2ab cos γ reprasentiert eine Flache; der obige rech-nerische Beweis sagt uns allerdings nicht, um welche Flache es sich handelt. Dernachste Beweis, der dem Euklidischen Beweis des Satzes von Pythagoras nachgebautist, erklart in dieser Hinsicht mehr.
 Wie bei Euklids Beweis zeigt man (im Fal-le γ < 90◦), dass die Rechtecke ADEFund AHIJ, sowie die Rechtecke EFBGund BKLM denselben Flacheninhalt be-sitzen (die drei Linien im Dreieck sinddie Hohen, die sich bekanntlich in einemPunkt schneiden). Damit ist bereits klar,dass in diesem Fall a2 + b2 > c2 sein muss.Die Differenz beider Seiten ist die Sum-me der Flachen von CC’IJ und BCC”K,die, wie Euklids Beweis zeigt, beide gleichgroß sind. Wegen cos γ = AM/a istAM = a cos γ, also der Flacheninhalt vonBCC”K gleich ab cos γ.
 So wie wir im Falle des Sinussatzes den Ausdruck asinα
 als Lange interpretiert ha-ben (im Zusammenhang mit dem Umkreis des Dreiecks), ist der Term 2ab cos γ eineFlache. Bei unserem zweiten Beweis haben wir diesen Term tatsachlich als Flacheinterpretiert; in dieser Hinsicht ist also der zweite Beweis befriedigender als der ein-fachere erste Beweis.
 Dritter Beweis. Der nachste Beweis des Kosinussatzes stammt aus dem Buch Trigo-nometriae sive de triangulorum libri quinque von Bartholomaus Pitiscus (1561–1613).Ist ein Dreieck ABC gegeben und ist c die langste Seite, dann schneidet der Kreis mitMittelpunkt C durch B die Seite AB in einem dritten Punkt F , wahrend die GeradeAC den Kreis in den Punkten D und E schneidet. Weiter sei L der Lotfußpunkt vonC auf AB und z = BF . Nach dem Sekantensatz gilt nun
 AD · AE = AF · AB,
 also (b−a)(b+a) = c(c−2z). Daraus ergibt sich durch Umformen b2 = a2 + c2−2cz,und wegen cos β = z
 afolgt daraus der Kosinussatz.
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6.2 Sinus- und Kosinussatz 141
 Abb. 6.3. Beweis des Kosinussatzes von Pitiscus.
 Gleichschenklige Dreiecke Wir betrachten nun ein gleichschenkliges Dreieck wie inAbb. 6.4. Die Hohe h teilt das Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke mit Grundseiteb+d2
 und Hypotenuse c; nach dem Satz des Pythagoras gilt daher
 c2 =(d+ b
 2
 )2+ h2 und a2 =
 (d− b2
 )2+ h2.
 Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
 c2 − a2 =(d+ b
 2
 )2−(d− b
 2
 )2= bd.
 Abb. 6.4. Stumpfwinklige Dreiecke
 Satz 6.4. In einem gleichschenkligen Dreieck wie in Abb. 6.4 gilt
 c2 = a2 + bd. (6.4)
 In dem aus der Hypotenuse a und den Katheten h und d−b2
 gebildeten Dreieck giltoffenbar cos γ′ = d−b
 2a. Also ist
 a2 + b2 + 2ab cos γ′ = a2 + b2 + 2ab · d− b2a
 = a2 + b2 + bd− b2 = a2 + bd,
 und wegen cos γ′ = cos(180◦ − γ′) = cos γ erhalten wir daraus einmal mehr denKosinussatz
 c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
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142 6. Trigonometrie
 Ubungen
 6.2.1 (Aufnahmeprufung ETH Zurich, 1980) Vom Quadrat ABCD, das im Gegen-uhrzeigersinn orientiert ist, liegt die Seite AB auf der x-Achse, die Ecke C aufder Geraden 3x+y = 28 und die Ecke D auf der Geraden x−2y = 0. Berechnedie Koordinaten der Ecken dieses Quadrats.
 6.2.2 Zeige, dass das Dreieck mit den Seiten a = 4, b = 5 und c = 6 zwei Winkelenthalt, von denen einer das Doppelte des andern ist.
 Zeige allgemeiner, dass dies in allen Dreiecken der Fall ist, deren Seiten durcha = m2, b = mn und c = m2 − n2 gegeben sind.
 6.2.3 Das folgende Problem geht auf eine Aufgabe auf S. 151 des Buchs Plane andSolid Geometry von H.E. Slaught und N.J. Lennes zuruck.
 Gegeben sei ein Viertelkreis mit Radius R, in den zwei kleinerere Halbkreisemit und ein Kreis wie angegeben einbeschrieben sind. Bestimme die Radiender Kreise, sowie den Flacheninhalt des grau schraffierten Bereichs.
 Hinweis: Zwischen den Radien r1, r2 und r3 gibt es einige Beziehungen; manversuche etwa r1+r2+r3 zu bestimmen. Die Hauptschwierigkeit besteht jedochin dem Nachweis, dass die vier Mittelpunkte ein Rechteck bilden.
 6.3 Ptolemaios
 6.4 Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
 Euler hat die trigonometrischen Funktionen erstmals am Einheitskreis definiert unddiese Funktionen damit “zu Funktionen gemacht”; davor war sinα in erster Linie einVerhaltnis von Seitenlangen in einem rechtwinkligen Dreieck.
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6.4 Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis 143
 Die Koordinaten eines Punktes P auf dem Einheitskreis, fur den OP mit der x-Achse einen Winkel α bildet, sind gegeben durch (cosα, sinα). Der Tangens ist dieLange der Strecke von (1|0) bis zum Schnittpunkt der Geraden OP und der Tangentein (1|0) an den Kreis.
 An diesen Skizzen kann man sofort ablesen, dass fur Winkel zwischen 0◦ und 90◦
 alle drei Funktionen sinα, cosα und tanα positiv sind. Fur Winkel zwischen 90◦ und180◦ ist sinα weiterhin positiv, aber cosα und tanα werden beide negativ.
 Die folgende Figur erklart die Herkunft des Wortes “Tangens” vielleicht niochbesser als die obige:
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144 6. Trigonometrie
 Um zu zeigen, dass diese Definition des Tangens mit der obigen ubereinstimmt,muss man etwas zeigen:
 Aufgabe 6.1. Beweise, dass in der rechten Figur TT ′ = SS ′ ist.
 Die Verdoppelungsformel
 Fur sinα und cosα gibt es Formeln, die sin 2α bzw. cos 2α in Abhangigkeit von sinαund cosα ausdrucken.
 Um diese Beziehung herzuleiten, berechnen wir den Flacheninhalt eines gleich-schenkligen Dreiecks mit b = c = 1 und a auf zwei Arten. Die beiden Basiswinkelbezeichnen wir mit β, den Winkel an der Spitze mit 2α.
 Einerseits ist A = 12· 2ah, wobei h =
 cosα ist wegen c = 1, und a = sinα.Also ist A = sinα cosα.Andererseits ist A = 1
 2chc = 1
 2hc (wie-
 der wegen c = 1), sowie hc = sin 2α.Vergleicht man beide Formeln, erhaltman
 sin(2α) = 2 cos(α) · sin(α).
 Satz 6.5. Fur den Sinus gilt die Verdoppelungsformel
 sin(2α) = 2 cos(α) · sin(α). (6.5)
 Daraus erhalt man durch Ableiten (dazu muss man α im Bogenmaß messen) dasPendant
 cos(2α) = cos2 α− sin2 α, (6.6)
 eine Gleichung, die man auch algebraisch aus der ersten herleiten kann. Quadriertman namlich (6.5), folgt
 1− cos2 2α = sin2 2α = 4 cos2 α(1− cos2 α),
 alsocos2 2α = (1− 2 cos2 α)2.
 Wurzelziehen ergibt cos 2α = ±(1 − 2 cos2 α). Fur 0 ≤ α ≤ 45◦ ist die linke Seitepositiv und cosα ≤ 1
 2
 √2, also muss
 cos 2α = 2 cos2 α− 1 = cos2 α− sin2 α
 gelten, und diese Gleichung gilt auch fur Winkel großer als 45◦.Lost man cos 2α = 2 cos2 α−1 nach cosα auf, erhalt man die Halbierungsformel
 fur den Cosinus:
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 cosα =
 √1 + cos 2α
 2, (6.7)
 die in dieser Form fur alle Winkel 0 ≤ α ≤ 90◦ (und allgemeiner fur alle Winkel α,fur welche cosα ≥ 0 ist) gilt.
 Aufgabe 6.2. Leite ganz entsprechend die Additionstheoreme fur die trigonometri-schen Funktionen her.
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