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Predgovor
 Ova skripta namijenjema je studentima Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu
 koji pohadaju kolegij Alegarske strukture. Skripta je podijeljena u cetiri cjeline –
 Grupe, Prsteni, Moduli i Ostale algebarske strukture. Svojim sadrzajem potpuno
 obuhvaca gradivo predvideno nastavnim planom za ovaj kolegij. Naglasak je dan na
 proucavanju grupa i prstena, dok se moduli i ostale algebarske strukture razmatraju
 samo na uvodnom nivou i kroz razlicite primjere.
 Prvi dio posvecen je osnovama teorije grupa, ukljucujuci teoreme o izomorfizmima,
 djelovanje grupe na skup i teoreme o strukturi grupa. Posebno se razmatraju razliciti
 primjeri grupa kao sto su ciklicke grupe, grupe permutacija i diedarske grupe.
 U drugom dijelu razmatraju se osnove teorije prstena koja ukjucuje domene glavnih
 ideala, euklidske domene i maksimalne ideale. Poseban naglasak dan je na razlicitim
 primjerima prstena, a narocito prstenu polinoma i njegovim svojstvima.
 U trecem dijelu izlozeni su osnovni koncepti vezani za teoriju modula, dok je u
 cetvrtom dijelu dan kratak pregled nekih algebarskih struktura kao sto su asocijativne
 algebra, Weylove algebre i Liejeve algebre. Ove strukture ilustrirane su primjerima
 iz geometrije, linearne algebre i fizike.
 3
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Poglavlje 1
 Grupe
 1.1 Polugrupe i grupe
 Grupe su vazne matematicke strukture koje imaju svoje podrijetlo u teoriji alge-
 barskih jednadzbi, teoriji brojeva i geometriji. Prva formalna definicija apstraktne
 grupe u modernom smislu pojavila se 1882. godine. Danas teorija grupa igra vaznu
 ulogu u matematici i fizici gdje se najcesce javlja kao alat pri proucavanju simetrija
 odredenih sustava, kako diskretnih tako i kontinuiranih. U ovom poglavlju upoznat
 cemo razlicite primjere grupa i proucavati njihova osnovna svojstva.
 Definicija 1.1 Binarna operacija na skupu G je preslikavanje s kartezijevog umnoska
 G × G u skup G.
 Rezultat binarne operacije na elementu (a, b) ∈ G oznavcavamo s a ∙ b i nazivamo
 umnozak elementa a i b. Primjeri binarnih operacija su standardno zbrajanje i
 mnozenje na skupovima Z, Q, R ili C, i vektorski umnozak na skupu R3,
 (~u,~v) 7→ ~u × ~v =
 u2 v3 − u3 v2
 u3 v1 − u1 v3
 u1 v2 − u2 v1
 gdje su ~u = (u1 u2 u3) i ~v = (v1 v2 v3) vektori u R3. Za binarnu operaciju kazemo da
 je asocijativna ako vrijedi
 (a ∙ b) ∙ c = a ∙ (b ∙ c) za sve a, b, c ∈ G.
 4
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POGLAVLJE 1. GRUPE 5
 Ako je
 a ∙ b = b ∙ a za sve a, b ∈ G,
 onda kazemo da je binarna operacija komutativna. Zbrajanje i mnozenje na Z, Q, R
 ili C su ocigledno komutativne i asocijativne operacije, dok vektorski umnozak nije
 ni komutativan ni asocijativan.
 Najjednostavnija algebarska struktura je polugrupa koju definiramo kao neprazan
 skup G s asocijativnom binarnom operacijom. Primjeri polugrupa su
 (i) skupovi Z, Q, R ili C s operacijama zbrajanja ili mnozenja,
 (ii) skup svih preslikavanja f : S → S s nepraznog skupa S na samog sebe.
 Nesto bogatija algebarska struktura je grupa koju definiramo kao polugrupu u kojoj
 postoji neutralni element i u kojoj svaki element ima inverz.
 Definicija 1.2 Neprazan skup G s binarnom operacijom ∙ naziva se grupa ako zado-
 voljava sljedeca svojstva:
 (i) a ∙ (b ∙ c) = (a ∙ b) ∙ c za sve a, b, c ∈ G,
 (ii) postoji element e ∈ G, kojeg nazivamo neutralni element ili jedinica, takav da
 je a ∙ e = e ∙ a = a za svaki a ∈ G,
 (iii) za svaki a ∈ G postoji element b ∈ G, kojeg nazivamo inverzni element, takav
 da je a ∙ b = b ∙ a = e.
 Grupu s pripadnom binarnom operacijom zapisujemo kao uredeni par (G, ∙) ili kao G
 kada je binarna operacija poznata iz konteksta. Kardinalni broj skupa G naziva se red
 grupe G i oznacava s |G|. Ako je |G| konacan, kazemo da je G konacna grupa. Grupa
 s jednim elementom sadrzi samo jedinicu, G = {e}. Primjeri grupa koje svakodnevno
 susrecemo su skupovi brojeva Z, Q, R i C s operacijom zbrajanja gdje je e = 0 i
 a−1 = −a, te skupovi Q∗ = Q \ {0}, R∗ = R \ {0} i C∗ = C \ {0} s operacijom
 mnozenja gdje je e = 1 i a−1 = 1/a.
 Propozicija 1.1 Neka je G grupa.
 (i) Neutralni element e ∈ G je jedinstven.

Page 7
                        

POGLAVLJE 1. GRUPE 6
 (ii) Svaki element iz G ima jedinstveni inverzni element.
 Dokaz (i) Pretpostavimo da su e i f jedinice u grupi G. Tada prema svojstvu (ii)
 definicije 1.2 vrijedi e ∙ f = f i e ∙ f = e jer su e i f jedinice u G. Stoga je e = f .
 (ii) Neka je a ∈ G, i neka su b1 i b2 inverzi elementa a. Tada za b1 i b2 vrijedi
 a ∙ b1 = b1 ∙ a = e i a ∙ b2 = b2 ∙ a = e.
 Odavde slijedi
 b1 = b1 ∙ e = b1 ∙ (a ∙ b2) = (b1 ∙ a) ∙ b2 = e ∙ b2 = b2.
 �
 Lako se provjeri da je inverz umnoska dvaju elemenata jednak
 (a ∙ b)−1 = b−1 ∙ a−1.
 Doista, mnozenjem elementa a ∙ b slijeva i zdesna s b−1 ∙ a−1 dobivamo
 (a ∙ b) ∙ (b−1 ∙ a−1) = a ∙ (b ∙ b−1) ∙ a−1 = a ∙ a−1 = e,
 i
 (b−1 ∙ a−1) ∙ (a ∙ b) = b−1 ∙ (a−1 ∙ a) ∙ b = b−1 ∙ b = e.
 Asocijativnost mnozenja u grupi G implicira da za sve a1, a2, . . . , an ∈ G rezultat
 mnozenja elemenata ai, 1 ≤ i ≤ n, ne ovisi o tome kako grupiramo elemente, pa
 umnozak pisemo bez zagrada a1a2 . . . an. Indukcijom se lako pokazuje da je inverz
 elementa a1 ∙ a2 ∙ ∙ ∙ an dan s
 (a1 ∙ a2 ∙ ∙ ∙ an)−1 = a−1n a−1
 n−1 ∙ ∙ ∙ a−11 .
 Sljedeca propozicija slijedi izravno iz svojstava grupe pa dokaz izostavljamo.
 Propozicija 1.2 Neka je G grupa i neka su a, x, y ∈ G. Tada
 (i) a ∙ x = a ∙ y implicira x = y,
 (ii) x ∙ a = y ∙ a implicira x = y.
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POGLAVLJE 1. GRUPE 7
 Slika 1.1: Niels Henrik Abel, 1802-1829. Norveski matematicar Niels Abel je dokazao
 da nije moguce algebarskim metodama rijesiti opcu polinomijalnu jednadzbu petog
 stupnja.
 Svojstva (i) i (ii) nazivamo zakon kracenja jer se element a ∈ G moze pokratiti na
 obje strane jednadzbe. Ako su a, b ∈ G, onda svojstva grupe takoder impliciraju da
 jednadzbe a ∙ x = b i y ∙ a = b imaju jedinstvena rjesenja x = a−1 ∙ b i y = b ∙ a−1.
 Definicija 1.3 Kazemo da je G Abelova ili komutativna grupa ako vrijedi
 a ∙ b = b ∙ a za sve a, b ∈ G.
 Binarna operacija u Abelovoj grupi se oznacava s +, dok za neutralni i inverzni
 element uvodimo oznake 0 i −a. Dakle, u Abelovoj grupi vrijedi
 a + b = b + a, a + 0 = 0 + a = a, a + (−a) = (−a) + a = 0,
 za sve a, b ∈ G.
 Uvedimo jos neke oznake koje ce nam biti od koristi. Mnozenje u apstraktnoj grupi
 G cemo oznacavati jednostavno nizanjem elemenata iz G, odnosno
 a ∙ b ≡ ab,
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 dok cemo u nekim slucajevima neutralni element oznacavati s 1. Neka je n ∈ N.
 Potencije elementa a ∈ G se definiraju s
 an = a a . . . a (n puta),
 a−n = a−1a−1 . . . a−1 (n puta).
 U Abelovoj grupi koristimo oznake
 na = a + a + ∙ ∙ ∙ + a (n puta),
 (−n)a = −a − a ∙ ∙ ∙ − a (n puta).
 Binarnu operaciju u grupi mozemo predociti pomocu Cayleyeve tablice u kojoj se
 nalaze umnosci svih elemenata u grupi.
 Definicija 1.4 Neka je G = {g1, g2, . . . , gn} konacna grupa. Tablica mnozenja ili
 Cayleyeva tablica grupe G je n × n matrica ciji element na mjestu (i, j) je umnozak
 gigj.
 Mnoga svojstva grupe se mogu vidjeti iz Cayleyeve tablice. Na primjer, ako je grupa
 komutativna, gigj = gjgi za sve i, j, onda je tablica simetricna u odnosu na dijago-
 nalu (i, i). Mjesta gdje se u tablici nalaze jedinice odgovaraju elementima koji su
 medusobno inverzni. Kako je mnozenje fiksnim elementom injektivno preslikavanje
 na G, svaki redak ili stupac sadrzi tocno po jedan element iz G. Drugim rijecima,
 svaki redak ili stupac predstavlja permutaciju elemenata grupe G.
 Primjeri grupa
 (1) Zbrajanje modulo n. Neka je n ∈ N. Definirajmo relaciju ekvivalencije na skupu
 Z s
 x ≡ y (mod n) ako je x − y = qn za neki q ∈ Z.
 Neka je x klasa ekvivalencije elementa x ∈ Z, x = {x + pn | p ∈ Z}. Tada je
 x = y ako i samo ako je x − y = qn za neki q ∈ Z. Oznacimo skup svih klasa
 ekvivalencije s
 Zn = {x | x ∈ Z}.
 Na skupu Zn mozemo definirati zbrajanje modulo n na prirodan nacin s
 x + y = x + y.
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POGLAVLJE 1. GRUPE 9
 + (mod 4) 0 1 2 3
 0 0 1 2 3
 1 1 2 3 0
 2 2 3 0 1
 3 3 0 1 2
 Tablica 1.1: Cayleyeva tablica grupe Z4.
 Pokazimo da je ova operacija dobro definirana, odnosno da ne ovisi o predstavniku
 klase ekvivalencije. Ako je x = x1 i y = y1, onda je x − x1 = pn i y − y1 = qn za
 neke p, q ∈ Z. U tom slucaju vrijedi
 x + y − (x1 + y1) = (p + q)n,
 sto povlaci x + y = x1 + y1. Neutralni element je klasa ekvivalencije 0, a inverzni
 element je −x = (−x). Kako je zbrajanje komutativno zakljucujemo da je (Zn, +)
 Abelova grupa. S obzirom da je n = 0, Zn ima tocno n elemenata
 Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}.
 Cayleyeva tablica grupe Z4 prikazana je u tablici 1.1
 (2) Mnozenje modulo n. Neka je Zn skup kao u prethodnom primjeru. Na skupu Zn
 mozemo definirati mnozenje modulo n pravilom xy = xy. Lako se provjeri da je
 mnozenje dobro definirano. Neka je je x = x1 i y = y1. Tada je x − x1 = pn i
 y − y1 = qn za neke p, q ∈ Z iz cega slijedi
 xy = (x1 + pn)(y1 + qn) = x1y1 + (py1 + qx1)n. (1.1)
 Dakle, xy = x1y1. Na taj nacin (Zn, ∙) postaje polugrupa s jedinicom 1. Neka
 je (Zn)× skup svih invertibilnih elemenata u Zn. Tada je (Zn)× Abelova grupa u
 odnosu na mnozenje modulo n. Ocigledno je da 0 nema inverz jer je 0 x = 0 za
 svaki x ∈ Z pa se invertibilni elementi nalaze u skupu {1, 2, 3, . . . , n − 1}. Kao
 konkretni primjer promotrimo polugrupu
 Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
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 ∙ (mod 6) 1 2 3 4 5
 1 1 2 3 4 5
 2 2 4 0 2 4
 3 3 0 3 0 3
 4 4 2 0 4 2
 5 5 4 3 2 1
 Tablica 1.2: Tablica mnozenja polugrupe Z6.
 Iz tablice mnozenja 1.2 zakljucujemo da samo elementi 1 i 5 imaju inverz jer je
 11 = 1 i 55 = 1, stoga je
 (Z6)× = {1, 5}.
 (3) Lako se provjeri da je skup iracionalnih brojeva oblika
 G = {a +√
 2b | a, b ∈ Q}
 grupa obzirom na zbrajanje.
 Pokazimo da je G∗ = G \ {0} grupa obzirom na mnozenje. Neka su a1 +√
 2b1,
 a2 +√
 2b2 ∈ G∗. Tada ai i bi nisu oba nula. Pokazimo da je
 (a1 +√
 2b1)(a2 +√
 2b2) = a1a2 + 2b1b2 + (a1b2 + b1a2)√
 2 ∈ G∗. (1.2)
 Pretpostavimo da je
 a1a2 + 2b1b2 = 0 i a1b2 + b1a2 = 0. (1.3)
 Mnozenjem prve jednadzbe s b2 i koristenjem druge jednadzbe dobivamo
 b1(−a22 + 2b2
 2) = 0. (1.4)
 Slicno, ponavljanjem postupka gdje prvu jednadzbu mnozimo s a2 dobivamo
 a1(a22 − 2b2
 2) = 0. (1.5)
 Kako a1 i b1 nisu oba nula, iz jednadzbi (1.4) i (1.5) slijedi a22 − 2b2
 2 = 0, sto vodi
 na kontradikciju jer su a2 i b2 racionalni brojevi koji nisu oba nula. Zakljucujemo
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POGLAVLJE 1. GRUPE 11
 da je a1a2+2b1b2 6= 0 ili a1b2+b1a2 6= 0 cime je dokazana tvrdnja (1.2). Ocigledno
 je 1 ∈ G∗ za a = 1 i b = 0. Nadalje, iz uvjeta da su a i b racionalni brojevi koji
 nisu oba nula slijedi a2 − 2b2 6= 0 pa je
 1
 a +√
 2b=
 a
 a2 − 2b2−
 b
 a2 − 2b2
 √2 ∈ G∗. (1.6)
 Dakle, G∗ je grupa obzirom na mnozenje.
 (4) Opca linearna grupa. Neka je M(n,R) skup svih matrica reda n na poljem R.
 M(n,R) je polugrupa u odnosu na matricno mnozenje. Skup GL(n,R) svih
 invertibilnih matrica reda n je grupa s jedinicom I gdje je I jedinicna matrica
 reda n. Kako je matrica A ∈ M(n,R) invertibilna ako i samo ako je det(A) 6= 0,
 grupu GL(n,R) mozemo definirati kao
 GL(n,R) = {A ∈ M(n,R) | det(A) 6= 0}.
 Ova grupa naziva se opca linearna grupa reda n.
 (5) Heisenbergova grupa je grupa gornje trokustastih matrica oblika
 H =
 1 a b
 0 1 c
 0 0 1
 a, b, c ∈ R,
 obzirom na matricno mnozenje. Inverz matrice H je dan sa
 H−1 =
 1 −1 −b + ac
 0 1 −c
 0 0 1
 .
 (6) Unitarna grupa U(1) = {eiθ | θ ∈ R} je ocigledno grupa obzirom na mnozenje
 kompleksnih brojeva jer je eiθ1eiθ2 = ei(θ1+θ2). Elementi grupe tvore jedinicnu
 kruznicu S1 = {z ∈ C | |z| = 1}.
 (7) Grupa rotacija u ravnini SO(2) je grupa matrica oblika
 Rθ =
 (cos θ − sin θ
 sin θ cos θ
 )
 , θ ∈ R.
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POGLAVLJE 1. GRUPE 12
 Doista, SO(2) je zatvoren obzirom na matricno mnozenje jer za proizvoljne ma-
 trice Rθ, Rϕ ∈ SO(2) vrijedi
 RθRϕ =
 (cos θ cos ϕ − sin θ sin ϕ − cos θ sin ϕ − sin θ cos ϕ
 sin θ cos ϕ + cos θ sin ϕ − sin θ sin ϕ + cos θ cos ϕ
 )
 =
 (cos(θ + ϕ) − sin(θ + ϕ)
 sin(θ + ϕ) cos(θ + ϕ)
 )
 = Rθ+ϕ ∈ G.
 Neutralni element je jedinicna matrica I koja odgovara parametru θ = 0,
 R0 =
 (1 0
 0 1
 )
 = I.
 Inverzna matrica R−1θ dana je s
 R−1θ =
 1
 cos2 θ + sin2 θ
 (cos θ sin θ
 − sin θ cos θ
 )
 =
 (cos θ sin θ
 − sin θ cos θ
 )
 ,
 iz cega slijedi da je R−1θ = R−θ ∈ SO(2). Time je pokazano da skup SO(2) tvori
 grupu. Matrica Rθ predstavlja operator rotacije oko z osi koja djeluje na tocke
 u ravnini xy. Ako tocku (x, y) zarotiramo u pozitivnom smjeru za kut θ, onda
 nova tocka ima koordinate(
 x′
 y′
 )
 =
 (cos θ − sin θ
 sin θ cos θ
 )(x
 y
 )
 =
 (x cos θ − y sin θ
 x sin θ + y cos θ
 )
 (1.7)
 (vidi sliku 1.2).
 (8) Lorentzova grupa O(1, 3) je grupa matrica
 O(1, 3) ={
 A ∈ GL(4,R) | AT ηA = η}
 (1.8)
 gdje je
 η =
 −1 0 0 0
 0 1 0 0
 0 0 1 0
 0 0 0 1
 . (1.9)
 Doista, ako su A,B ∈ O(1, 3), onda je
 (AB)T η(AB) = BT (AT ηA)B = BT ηB = η (1.10)
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 Slika 1.2: Operator rotacije Rθ djeluje na tocku(
 xy
 ).
 sto povlaci AB ∈ O(1, 3). Nadalje, iz relacije AA−1 = I slijedi (A−1)T AT = I,
 odonsno
 (A−1)T AT η = η. (1.11)
 S druge strane, iz uvjeta AT ηA = η slijedi AT η = ηA−1 pa supstitucijom u (1.9)
 dobivamo
 (A−1)T ηA−1 = η (1.12)
 pa je A−1 ∈ O(1, 3). Zakljucujemo da je O(1, 3) grupa obzirom na matricno
 mnozenje. Lorentzova grupa, nazvana po nizozemskom fizicaru Hendriku Loren-
 tzu, ima vaznu ulogu u specijalnoj teoriji relativnosti i teorijskoj fizici uopce.
 Njezini elementi su izometrije prostora Minkowskog koje fiksiraju ishodiste.
 (9) Grupe simetrija diferencijalnih jednadzbi. Elementi neke grupe mogu ovisiti o
 jednom ili vise realnih parametara. Takve grupe imaju primjenu u proucavanju
 simetrija diferencijalnih jednadzbi, odnosno u proucavanju transformacija neza-
 visnih i zavisnih varijabli koje cuvaju oblik diferencijalne jednadzbe. Promotrimo
 diferencijalnu jednadzbu za nepoznatu funkciju u = u(x),
 x2 d2u
 dx2= F
 (xdu
 dx− u)
 (1.13)
 gdje je F zadana funkcija. Definirajmo transformaciju
 T(λ,ε)(x, u) = (λx, u + ε x), ε ∈ R, λ ∈ R+. (1.14)
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 Skup svih tranformacija (1.13) tvori grupu jer je
 T(λ2,ε2) ◦ T(λ1,ε1) = T(λ1λ2,ε1+λ1ε2). (1.15)
 Jedinica u grupi je transformacija T(1,0), a inverzni element je
 T−1(λ,ε) = T(1/λ,−ε/λ). (1.16)
 Transformacija (1.13) ne mijenja oblik diferencijalne jednadzbe (1.12). Defini-
 rajmo nove varijable
 y = λx, v = u + ε x. (1.17)
 Tada jedv
 dy=
 1
 λ
 du
 dx+
 ε
 λ,
 d2v
 dy2=
 1
 λ2
 d2u
 dx2. (1.18)
 Odavde slijedi
 y2 d2v
 dy2= (λx)2 1
 λ2
 d2u
 dx2= x2 d2u
 dx2. (1.19)
 Nadalje, iz (1.17) dobivamo
 ydv
 dy− v = λx
 (1
 λ
 du
 dx+
 ε
 λ
 )− (u + ε x) = x
 dx
 dx− u. (1.20)
 Jednadzbe (1.18) i (1.19) impliciraju da varijable (y, u) zadovoljavaju istu dife-
 rencijalnu jednadzbu kao (x, u) sto znaci da je jednadzba (1.12) invarijantna u
 odnosu na grupu transformacija (1.13). Poznavanje simetrija neke jednadzbe
 nam omogucuje da od poznatog rjesenja u(x) tvorimo nova rjesenja v(y) =
 u(y/λ) + εy/λ.
 1.2 Homomorfizmi grupa
 Promotrimo grupu Z4 = {0, 1, 2, 3} s operacijom zbrajanja modulo 4 (vidi tablicu
 1.1) i grupu G = {1, i,−1,−i} s operacijom mnozenja. Lako se uocava da Z4 i G
 imaju istu strukturu ako definiramo preslikavanje φ : Z4 → G sa
 φ(0) = 1, φ(1) = i, φ(2) = −1, φ(3) = −i. (1.21)
 Primijetimo da je φ(a + b) = φ(a)φ(b) za sve a , b ∈ Z4 sto povlaci da se tablica
 mnozenja za Z4 preslikava u tablicu mnozenja za G. Ovakva preslikavanja imaju
 vaznu ulogu u teoriji grupa.
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 Definicija 1.5 Neka su G i H grupe. Preslikavanje φ : G → H naziva se homomor-
 fizam grupa ako vrijedi
 φ(xy) = φ(x)φ(y) za svaki x, y ∈ G.
 Ako je φ surjektivno preslikavanje, onda se φ naziva epimorfizam, a ako je φ injekcija,
 onda φ nazivamo monomorfizam.
 Monomorfizmi su vazni jer “cuvaju” strukturu grupe u smislu da se umnozak ele-
 menata x i y preslikava u umnozak njihovih slika φ(x) i φ(y). Ako φ nije injekcija,
 onda φ ne cuva strukturu grupe. Na primjer, ocigledno je da trivijalni homomorfizam
 φ(x) = e′, gdje je e′ jedinica u H, ne cuva strukturu grupe jer se citava grupa G
 preslikava u jedan element.
 Definicija 1.6 Ako je φ : G → H bijekcija i homomorfizam, onda se φ naziva izo-
 morfizam. U tom slucaju su G i H izomorfne grupe, i pisemo G ' H. Ako je G = H,
 onda φ nazivamo automorfizam.
 Primjeri homomorfizama
 (1) Skup C∗ = C \ {0} je grupa u odnosu na mnozenje kompleksnih brojeva. Konju-
 gacija φ : C∗ → C∗, φ(z) = z, je homomorfizam jer je
 φ(z1z2) = z1z2 = z1z2 = φ(z1)φ(z2).
 Kako je φ bijekcija na C∗, φ je izomorfizam na C∗.
 (2) Neka su (R, +) i (R+, ∙) grupe s operacijama zbrajanja odnosno mnozenja, redom,
 gdje je R+ = {x ∈ R | x > 0}. Eksponencijlna funkcija φ : R → R+, φ(x) = ex,
 je homomorfizam jer vrijedi
 φ(x1 + x2) = ex1+x2 = ex1ex2 = φ(x1)φ(x2).
 Funkcija φ : R → R+ je bijekcija gdje je φ−1(x) = ln(x) inverzno preslikavanje.
 Stoga je φ : R→ R+ izomorfizam.
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 (3) Preslikavanje φ : SO(2) → U(1) koje matrici Rθ =(
 cos(θ) − sin(θ)sin(θ) cos(θ)
 )pridruzuje
 kompleksni broj eiθ ∈ U(1) je homomorfizam jer je
 φ(RθRϕ) = φ(Rθ+ϕ) = ei(θ+ϕ) = eiθeiϕ = φ(Rθ)φ(Rϕ). (1.22)
 (4) Preslikavanje φ : GL(n,R) → R∗ definirano s φ(A) = det(A) je homomorfizam,
 jer iz Binet-Cauchyevog teorema slijedi
 φ(AB) = det(AB) = det(A)det(B) = φ(A)φ(B).
 (5) Neka je G grupa i neka su ϕ1, ϕ2 : G → G definirani sa ϕ1(g) = g−1 i ϕ2(g) = g2.
 Preslikavanja ϕ1 i ϕ2 su homomorfizmi ako i samo ako je G Abelova grupa.
 Unutarnji automorfizam ili konjugacija
 Neka je G grupa i odaberimo a ∈ G. Definirajmo preslikavanje Ca : G → G s Ca(x) =
 axa−1. Pokazimo da je Ca automorfizam grupe G. Zbog asocijativnosti mnozenja
 imamo
 Ca(xy) = axya−1 = (axa−1)(aya−1) = Ca(x)Ca(y),
 pa zakljucujemo da je Ca homomorfizam. Pretpostavimo da je Ca(x) = Ca(y). od-
 nosno
 axa−1 = aya−1. (1.23)
 Mnozenjem jednadzbe (1.22) slijeva s a−1 i zdesna s a dobivamo x = y, stoga je Ca
 injekcija. Neka je y ∈ G proizvoljan element. Tada za x = a−1ya imamo
 Ca(x) = a(a−1ya)a−1 = y,
 sto pokazuje da je Ca surjekcija. Dakle, Ca je automorfizam grupe G koji nazivamo
 unutarnji automorfizam ili konjugacija elementom a.
 Sljedeci teoremi daju neka osnovna svojstva homomorfizama.
 Teorem 1.1 Neka su G i H grupe s pripadnim jedinicama e ∈ G i e′ ∈ H i neka je
 φ : G → H homomorfizam. Tada je
 (i) φ(e) = e′,
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 (ii) φ(x−1) = φ(x)−1 za svaki x ∈ G.
 Dokaz (i) Kako je ee = e, slijedi
 φ(e) = φ(ee) = φ(e)φ(e). (1.24)
 Mnozenjem jednadzbe (1.23) zdesna s φ(e)−1 dobivamo
 φ(e)φ(e)−1 = φ(e).
 Medutim, φ(e)φ(e)−1 = e′ pa zakljucujemo φ(e) = e′.
 (ii) Neka je x ∈ G. Djelovanjem homomorfizma φ na xx−1 = x−1x = e dobivamo
 φ(xx−1) = φ(x)φ(x−1) = e′, (1.25)
 φ(x−1 x) = φ(x−1)φ(x) = e′. (1.26)
 Prema definiciji inverznog elementa, relacije (1.24)-(1.25) povlace da je φ(x)−1 =
 φ(x−1). �
 Teorem 1.1 pokazuje da homomorfizmi, osim sto cuvaju mnozenje, cuvaju neutralni
 element i inverznu operaciju x 7→ x−1. Ako su dvije grupe G i H izomorfne, onda one
 imaju istu strukturu, pa su G i H samo razlicite realizacije iste algebarske strukture.
 Definicija 1.7 Neka su G i H grupe. Jezgra homomorfizma φ : G → H je skup
 Ker(φ) = {x ∈ G | φ(x) = e′}.
 Slika homomorfizma je skup
 Im(φ) = {φ(x) | x ∈ G}.
 S obzirom da je φ(e) = e′, jezgra homomorfizma je neprazan skup. Sljedeci teorem
 daje karakterizaciju injektivnog homomorfizma.
 Teorem 1.2 Homomorfizam grupa φ : G → H je injektivan ako i samo ako je Ker(φ) =
 {e}.
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 Dokaz Pretpostavimo da je φ injektivan homomorfizam. Ako je x ∈ Ker(φ), onda
 po teoremu 1.1(i) vrijedi
 φ(x) = e′ = φ(e),
 iz cega slijedi x = e jer je φ injekcija. Dakle, Ker(φ) = {e}. Pretpostavimo sada da
 je Ker(φ) = {e}. Ako je φ(x) = φ(y), onda je φ(x)φ(y)−1 = e′. Teorem 1.1 (ii) sada
 implicira
 e′ = φ(x)φ(y)−1 = φ(x)φ(y−1) = φ(xy−1),
 iz cega dobivamo xy−1 ∈ Ker(φ) = {e}. Dakle, xy−1 = e, pa zakljucujemo x = y.
 Time je pokazano da je φ injekcija. �
 Navedimo jos neka svojstva homomorfizama koja se lako dokazuju.
 (1) Ako su φ1 : G → H i φ2 : H → K homomorfizmi, onda je kompozicija φ2◦φ1 : G →
 K homomorfizam.
 (2) Ako je φ : G → H izomorfizam, onda je inverzno preslikavanje φ−1 : H → G
 izomorfizam.
 1.3 Podgrupe i susjedne klase
 Definicija 1.8 Neka je G grupa. Neprazan podskup H ⊆ G naziva se podgrupa od
 G, i zapisuje H ≤ G, ako je H grupa u odnosu na mnozenje u G. Ako je H 6= G,
 onda koristimo oznaku H < G.
 Iz definicije slijedi da je podgrupa H zatvorena u odnosu na operacije mnozenja
 i invertiranja, odnosno za sve a, b ∈ H vrijedi ab ∈ H i a−1 ∈ H. Primijetimo
 takoder da podgrupa H ima istu jedinicu kao i grupa G. Svaka grupa G ima trivijalne
 podgrupe {e} i G. Da bismo ustanovili je li neki podskup H ⊂ G podgrupa trebamo
 provjeriti da li je H zatvoren na mnozenje i invertiranje. Sljedeci teorem pokazuje
 da se ove dvije operacije mogu kombinirati u jednu sto daje kriterij za egzistenciju
 podgrupe.
 Teorem 1.3 Neka je G grupa. Podskup H ⊆ G je podgrupa od G ako i samo ako je
 ab−1 ∈ H za sve a, b ∈ H. (1.27)
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 Dokaz Neka je H podgrupa od G. Odaberimo a, b ∈ H. Tada je ab−1 ∈ H jer je
 H zatvorena na mnozenje i invertiranje. Pretpostavimo sada da vrijedi (1.26). Tada
 za a = b ∈ H dobivamo e = aa−1 ∈ H. Neka su sada a, b ∈ H proizvoljni elementi.
 Tada je b−1 = eb−1 ∈ H, pa je H zatvorena na invertiranje. Nadalje, (1.26) povlaci
 ab = a(b−1)−1 ∈ H, stoga je H zatvorena na mnozenje. Time je dokazano da je H
 podgrupa od G. �
 Primjeri podgrupa
 (1) Specialna linearna grupa SL(n,R) je definirana sa
 SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1}.
 Ako su A,B ∈ SL(n,R), onda je
 det(AB−1) =det(A)
 det(B)= 1,
 stoga je AB−1 ∈ SL(n,R). Dakle, SL(n,R) je podgrupa opce linearne grupe
 GL(n,R).
 (2) Unitarna grupa U(1) = {eıθ | θ ∈ R} je podgrupa grupe kompleksnih brojeva
 C∗ = C \ {0} obzirom na mnozenje jer je eiθ1(eiθ2)−1 = ei(θ1−θ2) ∈ U(1).
 Ako su H1 i H2 podgrupe od G, lako se vidi da je njihov presjek podgrupa od G.
 Doista, H1 ∩ H2 je neprazan skup jer je e ∈ H1 ∩ H2. Ako su a, b ∈ H1 ∩ H2, onda
 je a−1b ∈ H1 i a−1b ∈ H2 pa je a−1b ∈ H1 ∩ H2. Stoga je H1 ∩ H2 podgrupa od G
 prema teoremu 1.3. Primijetimo da je H1 ∩ H2 najveca podgrupa od G sadrzana u
 H1 i H2. Slicno se pokazuje da je presjek bilo koje familije podgrupa⋂
 i∈I Hi takodjer
 podgrupa od G. Potrebno je naglasiti, medutim, da unija H1 ∪ H2 ne mora biti
 podgrupa od G.
 Teorem 1.4 Neka je φ : G → H homomorfizam grupa. Jezgra homomorfizma Ker(φ)
 je podgrupa od G, a slika homomorfizma Im(φ) je podgrupa od H.
 Dokaz Neka su e i e′ neutralni elementi u G i H, redom. Skupovi Ker(φ) i Im(φ)
 su neprazni jer je e ∈ Ker(φ) i e′ = φ(e) ∈ Im(φ). Neka su a, b ∈ Ker(φ). Tada je
 φ(ab−1) = φ(a)φ(b−1) = φ(a)φ(b)−1 = e′(e′)−1 = e′,
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 sto pokazuje ab−1 ∈ Ker(φ). Prema teoremu 1.3, Ker(φ) je podgrupa od G.
 Neka su x, y ∈ Im(φ). Tada postoje a, b ∈ G takvi da je φ(a) = x i φ(b) = y. Stoga je
 xy−1 = φ(a)φ(b)−1 = φ(a)φ(b−1) = φ(ab−1), sto pokazuje da je xy−1 ∈ Im(φ). Dakle,
 Im(φ) je podgrupa od H. �
 Definicija 1.9 Neka je A podskup grupe G. Centralizator skupa A u G je skup
 CG(A) = {g ∈ G | gag−1 = a za svaki a ∈ A}.
 Centralizator skupa A tvore svi elementi u G koji komutiraju sa svakim elementom
 skupa A. Primijetimo da je CG(A) 6= ∅ jer je e ∈ CG(A).
 Teorem 1.5 Ako je A podskup grupe G, onda je CG(A) podgrupa od G.
 Dokaz Neka su g, h ∈ CG(A). Tada je gag−1 = a i hah−1 = a za svaki a ∈ A.
 Primijetimo da hah−1 = a implicira h−1ah = a. Stoga je
 (gh−1)a(gh−1)−1 = g(h−1ah)g−1 = gag−1 = a,
 sto pokazuje da je gh−1 ∈ CG(A). Dakle, CG(A) je podgrupa od G. �
 Ako skup A = {a} sadrzi samo jedan element, onda za centralizator koristimo oznaku
 CG(a).
 Definicija 1.10 Centar grupe G je skup
 Z(G) = {g ∈ G | ga = ag za svaki a ∈ G}.
 Centar grupe G tvore elementi koji komutiraju sa svakim elementom u G, pa je
 Z(G) = CG(G). Prema prethodnom theoremu Z(G) je podgrupa od G. Primijetimo
 da je G Abelova grupa ako i samo ako je Z(G) = G pa Z(G) pokazuje koliko se G
 razlikuje od Abelove grupe.
 Neka je H podgrupa od G. Definirajmo relaciju na G pravilom
 a ∼ b ako i samo ako je a−1b ∈ H.
 Lako se pokazuje da je ∼ relacija ekvivalencije na grupi G:
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 (1) a ∼ a jer je a−1a = e ∈ H,
 (2) a ∼ b ⇒ b−1a = (a−1b)−1 ∈ H jer je a−1b ∈ H ⇒ b ∼ a,
 (3) a ∼ b i b ∼ c ⇒ a−1b ∈ H i b−1c ∈ H ⇒ (a−1b)(b−1c) = a−1c ∈ H ⇒ a ∼ c.
 Klasa ekvivalencije elementa a ∈ G je skup
 a ={
 b ∈ G | a−1b ∈ H}
 ={
 b ∈ G | b ∈ aH}
 = aH.
 Definicija 1.11 Neka je H podgrupa grupe G i neka je a ∈ G. Skup
 aH = {ah | h ∈ H}
 naziva se lijeva susjedna klasa podgrupe H odredena elementom a. Skup svih lijevih
 susjednih klasa pogrupe H oznacavamo s G/H.
 Slicno se definira desna susjedna klasa
 Ha = {ha | h ∈ H}.
 Skup svih desnih susjednih klasa pogrupe H oznacavamo s H \ G. Susjedna klasa
 generirana elementom e ∈ G je ujedno lijeva i desna susjedna klasa jer je eH = He =
 H. Iz definicije slijedi da su dvije susjedne klase aH i bH jednake ako i samo ako je
 a = bh za neki h ∈ H. Skupovi lijevih i desnih susjednih klasa podgrupe H imaju
 isti kardinalni broj jer je preslikavanje ψ : G/H → H \G definirano s ψ(aH) = Ha−1
 bijekcija. Doista, ψ je surjekcija jer svaku desnu susjednu klasu mozemo zapisati kao
 Ha−1 za neki a ∈ G. Ako je ψ(aH) = ψ(bH), onda je Ha−1 = Hb−1 sto povlaci
 H = b−1a, odnosno b−1a ∈ H. Ovo implicira b ∼ a pa je bH = aH.
 Definicija 1.12 Neka je H podgrupa grupe G. Kardinalni broj skupa G/H, tj. skupa
 H \ G, naziva se indeks podgrupe H u G, i oznacava s [G : H].
 Ako je H = {e} trivijalna podgrupa, onda je aH = {a} za svaki a ∈ G. Iz ovoga
 slijedi da je broj susjednih klasa podgrupe H = {e} jednak broju elemenata grupe
 G, odnosno [G : H] = |G|. Ako je H = G, onda je aH = H za svaki a ∈ G, pa je
 [G : H] = 1. Za proizvoljnu podgrupu ocekujemo da se indeks nalazi izmedu 1 i |G|.
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 Teorem 1.6 (Lagrangeov teorem) Neka je G konacna grupa i neka je H podgrupa
 od G. Tada je
 |G| = [G : H] |H|.
 Dokaz Odaberimo a ∈ G. Preslikavanje ψ : H → aH, ψ(h) = ah, je bijekcija pa je
 kardinalni broj susjedne klase aH jednak redu podgrupe H, tj. |aH| = |H|. Klase
 ekvivalencije aH tvore particiju skupa G pa se G moze napisati kao disjunktna unija
 G =⋃
 a∈C aH gdje C sadrzi tocno jedan element iz svake susjedne klase aH. Odavde
 slijedi da je
 |G| =∑
 a∈C
 |aH| =∑
 a∈C
 |H| = k |H| (1.28)
 gdje je k broj elemenata u skupu C, odnosno broj razlicitih susjednih klasa aH.
 Dakle, k = [G : H] sto povlaci |G| = [G : H] |H|. �
 Lagrangeov teorem ima vaznu ulogu u proucavanju strukture grupa. Na primjer,
 teorem implicira da red podgrupe dijeli red grupe jer je
 |H| =|G|
 [G : H].
 Ova cinjenica ima za posljedicu da red podgrupe ne moze biti proizvoljan. Ako je
 |G| = p gdje je p prosti broj, onda je |H| = 1 ili |H| = p sto povlaci da G ima samo
 trivijalne podgrupe H = {e} i H = G.
 1.4 Normalne podgrupe i kvocijentne grupe
 U ovom poglavlju cemo proucavati podgrupe kod kojih su lijeve i desne susjedne klase
 jednake. Takve grupe nazivamo normalne podgrupe i dane su sljedecom definicijom.
 Definicija 1.13 Neka je G grupa. Kazemo da je N normalna podgrupa od G ako je
 xNx−1 ⊆ N za svaki x ∈ G.
 Za normalnu podgrupu koristimo oznaku N C G. Ako je G Abelova grupa, onda je
 svaka podgrupa od G normalna jer je xyx−1 = y ∈ N za svaki x ∈ G i y ∈ N .
 Trivijalna podgrupa {e} je normalna podgrupa svake grupe G jer je xex−1 = e.
 Primijetimo da iz definicije ?? slijedi da je N normalna podgrupa svake podgrupe
 H ⊆ G koja sadrzi N . Sljedeci teorem daje karakterizaciju normalnih podgrupa.
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 Teorem 1.7 Neka je N podgrupa grupe G. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
 (i) N CG,
 (ii) xN = Nx za svaki x ∈ G,
 (iii) xNx−1 = N za svaki x ∈ G.
 Dokaz (i) ⇒ (ii) Neka je N C G i neka je x ∈ G. Svaki y ∈ xN je oblika y = xh
 za neki h ∈ N pa vrijedi y = (xhx−1)x ∈ Nx jer je xhx−1 ∈ N . Dakle, xN ⊆ Nx.
 Slicno se pokazuje druga inkluzija Nx ⊆ xN pa zakljucujemo da je Nx = xN .
 (ii) ⇒ (ii) Pretpostavimo da je xN = Nx za svaki x ∈ G. Ako je y ∈ xNx−1, onda
 je y = xhx−1 za neki h ∈ N . Iz pretpostavke (ii) slijedi da je xh = h′x za neki
 h′ ∈ N sto povlaci y = xhx−1 = h′xx−1 = h′ ∈ N . Dakle, xNx−1 ⊆ N . Neka
 je sada y ∈ N . Pretpostavka (ii) povlaci da je yx = xy′ za neki y′ ∈ N pa vri-
 jedi y = x(x−1yx)x−1 = xy′x−1 ∈ xNx−1. Dakle, N ⊆ xNx−1 cime je dokazano
 xNx−1 = N .
 (iii) ⇒ (i) Tvrdnja trivijalno vrijedi jer je xNx−1 = N ⊆ N za svaki x ∈ G. �
 Primjeri normalnih podgrupa
 (1) Neka je Z(G) centar grupe G i neka je x ∈ G. Tada za svaki y ∈ Z(G) vrijedi
 xyx−1 = xx−1y = y sto povlaci
 xZ(G)x−1 = {xyx−1 | y ∈ Z(G)} = Z(G).
 Dakle, Z(G) je normalna podgrupa od G.
 (2) Neka ja ϕ : G → H homomorfizam s grupe G u grupu H. Ako je g ∈ Ker(ϕ) i
 x ∈ G, onda je
 ϕ(xgx−1) = ϕ(x)ϕ(g)ϕ(x)−1 = ϕ(x)ϕ(x)−1 = e,
 dakle xgx−1 ∈ Ker(ϕ). Odavde slijedi da je xKer(ϕ)x−1 ⊆ Ker(ϕ) za svaki
 x ∈ G, pa je Ker(ϕ) normalna podgrupa od G.
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 (3) Pokazimo da je SL(n,R) normalna podgrupa opce linearne grupe GL(n,R). Oda-
 berimo A ∈ SL(n,R) i B ∈ GL(n,R). Prema Binet-Cauchyevom teoremu imamo
 det(BAB−1) = det(B)det(A)det(B−1) = det(B)1
 det(B)= 1,
 jer je det(A) = 1. Dakle, BAB−1 ∈ SL(n,R) sto pokazuje da je
 BSL(n,R)B−1 ⊆ SL(n,R).
 �
 Propozicija 1.3 Neka je H podgrupa grupe G takva da je [G : H] = 2. Tada je
 H CG.
 Dokaz Kako je [G : H] = 2, skup lijevih susjednih klasa sadrzi dva elementa H i
 gH gdje je g ∈ G \ H. Skupovi H i gH tvore particiju skupa G sto povlaci da je
 gH = G \ H. Dvije desne susjedne klase H i Hg takoder tvore particiju skupa G i
 vrijedi Hg = G \H. Stoga zakljucujemo da je gH = Hg za svaki g ∈ G \H, odnosno
 gH = Hg za svaki g ∈ G. Prema teoremu 1.7, H je normalna podgrupa od G. �
 Promotrimo sada sljedeci problem. Neka je H podgrupa od G koja nije normalna u
 G. Ocigledno je xNx−1 ⊆ N za svaki x ∈ N pa je N normalna podgrupa same sebe.
 Prirodno je zapitati se koja je najveca podgrupa od G koja sadrzi N kao normalnu
 podgrupu. Ovo razmatranje vodi na pojam normalizatora skupa, odnosno grupe.
 Definicija 1.14 Neka je A podskup grupe G. Definirajmo skup gAg−1 = {gag−1 |
 a ∈ A}. Normalizator skupa A u G je definiran s
 NG(A) = {g ∈ G | gAg−1 = A}.
 Ako je g ∈ CG(A), onda je gag−1 = a za svaki a ∈ A sto implicira gAg−1 = A. Ovo
 povlaci g ∈ NG(A), stoga je CG(A) < NG(A). Skup A ne mora biti sadrzan u NG(A).
 Medutim, ako je A podgrupa od G, onda je gAg−1 = A za svaki g ∈ A pa slijedi
 A ⊆ NG(A).
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 Prema teoremu 1.7, za normalnu podgrupu N od G vrijedi xN = Nx, x ∈ G, sto je
 ekvivalentno s
 xNx−1 = N za svaki x ∈ G.
 Stoga se normalne podgrupe mogu karakterizirati kao one podgrupe ciji je normali-
 zator cijela grupa G,
 NG(N) = G.
 Teorem 1.8 Neka je G grupa.
 (i) Za svaki neprazni podskup A ⊆ G, NG(A) je podgrupa od G.
 (ii) Za svaku podgrupu H od G, NG(H) je najveca podgrupa od G takva da je
 H CNG(H).
 Dokaz (i) Neka su g, h ∈ NG(A). Tada je gAg−1 = A i hAh−1 = A. Primijetimo da
 hAh−1 = A implicira h−1Ah = A iz cega slijedi
 (gh−1)A(gh−1)−1 = g(h−1Ah)g−1 = gAg−1 = A.
 Ovo povlaci gh−1 ∈ NG(A), pa zakljucujemo da je NG(A) podgrupa od G.
 (ii) Kako je H ⊆ NG(H), to je H podgrupa od NG(H). Nadalje, H je normalna
 podgrupa od NG(H) jer je gHg−1 = H za svaki g ∈ NG(H) prema definiciji norma-
 lizatora. Neka je K podgrupa od G takva da je H C K. Tada je kHk−1 = H za
 svaki k ∈ K sto po definiciji normalizatora implicira K ⊆ NG(H). Dakle, NG(H) je
 najveca podgrupa od G takva da je H CNG(H). �
 Ako je N C G, onda su prema teoremu 1.7 skupovi lijevih i desnih susjednih klasa
 jednaki, pa ih mozemo jednostavno oznaciti s G/N . Na skupu G/N se moze definirati
 struktura grupe koju nazivamo kvocijentna grupa. Konstrukcijom kvocijentne grupe
 G/N dobivamo grupu koja je opcenito “manja” od G. Struktura grupe G se odrazava
 na strukturu grupe G/N , pa kvocijentne grupe imaju vaznu ulogu u proucavanju
 strukture grupa.
 Teorem 1.9 Neka je N normalna podgrupa grupe G. Tada je G/N grupa u odnosu
 na mnozenje definirano s
 (xN)(yN) = (xy)N. (1.29)
 Preslikavanje π : G → G/N , π(x) = xN , je epimorfizam i Ker(π) = N .
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 Dokaz Potrebno je pokazati da je mnozenje (1.28) dobro definirano u smislu da
 rezultat ne ovisi o predstavnicima susjednih klasa xN i yN . Pretpostavimo da je
 xN = x′N i yN = y′N. (1.30)
 Kako je N normalna podgrupa, prema teoremu 1.7 vrijedi gN = Ng za svaki g ∈ G.
 Odavde i iz (1.29) slijedi
 (xy)N = x(y′N) = x(Ny′) = (x′N)y′ = (x′y′)N.
 Dakle, rezultat mnozenja ne ovisi o predstavnicima klasa pa je operacija (1.28) dobro
 definirana. Asocijativnost mnozenja u G se prenosi na G/N , stoga je
 (xN)(yN)(zN) = (xyz)N.
 Jedinica u G/N je susjedna klasa eN = N jer je
 (xN)(eN) = (eN)(xN) = xN.
 Inverz elementa xN je susjedna klasa x−1N jer je
 (xN)(x−1N) = (x−1N)(xN) = eN.
 Iz navedenog zakljucujemo da je G/N grupa u odnosu na mnozenje (1.28). Pres-
 likavanje π : G → G/N , π(x) = xN , je ocigledno surjekcija. Nadalje, iz definicije
 mnozenja u G/N slijedi
 π(xy) = (xy)N = (xN)(yN) = π(x)π(y),
 stoga je π homomorfizam. Jezgra homomorfizma je dana s
 Ker(π) = {x ∈ G | xN = N} = N
 jer je xN = N ako i samo ako je x ∈ N . �
 Definicija 1.15 Neka je N normalna podgrupa grupe G. Grupa G/N naziva se kvo-
 cijentna grupa, a homomorfizam π : G → G/N , π(x) = xN , naziva se kanonski
 homomorfizam ili projekcija sa G na G/N .
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 Prepostavimo da je G konacna grupa. Prema definiciji indeksa red kvocijentne grupe
 G/N je [G : N ], pa iz Lagrangeovog teorema 1.6 dobivamo jednostavnu formulu za
 red kvocijentne grupe,∣∣G/N
 ∣∣ = [G : N ] =
 |G||N |
 .
 Sljedeci rezultat pokazuje kako se od postojecih podgrupa mogu formirati nove pod-
 grupe.
 Teorem 1.10 Neka je G grupa i neka su H i N pogrupe od G. Definirajmo skup
 HN = {ab | a ∈ H, b ∈ N}.
 (i) Ako je N CG, onda je HN = NH i HN je podgrupa od G.
 (ii) Ako su H CG i N CG, onda je HN CG.
 Dokaz (i) Pokazimo da je HN = NH. Ako je y ∈ HN , onda je y = ab za neke
 a ∈ H i b ∈ N pa vrijedi y = (aba−1)a ∈ NH jer je aba−1 ∈ N . Stoga je HN ⊆ NH.
 Slicno se pokazuje da je NH ⊆ HN pa zakljucujemo da je HN = NH.
 Pokazimo sada da je HN podgrupa od G. Neka su x, y ∈ HN . Tada su x = a1b1
 i y = a2b2 za neke a1, a2 ∈ H i b1, b2 ∈ N . Stoga je
 xy−1 = a1(b1b−12 )a−1
 2 = a1ha−12 (1.31)
 gdje je h = b1b−12 ∈ N . Prema teoremu 1.7 (ii) vrijedi Na−1
 2 = a−12 N pa je ha−1
 2 =
 a−12 h′ za neki h′ ∈ N . Iz jednadzbe (1.30) sada dobivamo
 xy−1 = a1a−12 h′ ∈ HN
 jer je a1a−12 ∈ H. Time je pokazano da je HN podgrupa od G.
 (ii) Prema prvoj tvrdnji teorema, HN je podgrupa od G. Nadalje, za svaki x ∈ G
 vrijedi xHx−1 ⊆ H i xNx−1 ⊆ N jer su H CG i N CG sto povlaci
 xHNx−1 = {xabx−1 | a ∈ H, b ∈ N}
 = {(xax−1)(xbx−1) | a ∈ H, b ∈ N} = (xHx−1)(xNx−1) ⊆ HN.
 Dakle, HN je normalna podgrupa od G. �
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 1.5 Teoremi o izomorfizmima
 U ovom poglavlju cemo dokazati neke vazne rezultate o kvocijentnim grupama i ho-
 momorfizmima. Prvi rezultat poznat je kao Fundamentalni teorem o homomorfizmu
 koji ponekad omogucuje lakse prepoznavanje strukture kvocijentne grupe.
 Teorem 1.11 (Prvi teorem o izomorfizmu) Neka je φ : G → H homomorfizam
 grupa. Tada je
 G/Ker(φ) ' Im(φ).
 Posebno, ako je φ surjekcija, onda je
 G/Ker(φ) ' H.
 Dokaz Neka je K = Ker(φ). Definirajmo preslikavanje ψ : G/K → H s ψ(xK) =
 φ(x). Pokazimo da je ψ dobro definirano. Ako je xK = yK, onda je x−1y ∈ K sto
 povlaci φ(x−1y) = e. Iz teorema 1.1 slijedi da je φ(x) = φ(y) sto pokazuje da ψ ne
 ovisi o predstavniku susjedne klase xK. Preslikavanje ψ je homomorfizam jer vrijedi
 ψ((xK)(yK)) = ψ((xy)K) = φ(xy) = φ(x)φ(y) = ψ(xK)ψ(yK).
 Nadalje, ako je ψ(xK) = ψ(yK), onda je φ(x) = φ(y) sto implicira φ(x−1y) = e,
 odnosno x−1y ∈ K. Odavde slijedi da je xK = yK pa je preslikavanje ψ injektivno.
 Kako je ocigledno Im(ψ) = Im(φ), zakljucujemo da je ψ : G/K → Im(φ) izomorfi-
 zam. Ako je φ surjekcija, tj. ako je Im(φ) = H, onda su grupe G/K i H izomorfne.
 �
 Korolar 1.1 Ako je φ : G → H homomorfizam, onda sljedeci dijagram komutira
 G/Ker(φ)
 G H........................................................................................ ............φ
 ....................................................................................................
 π...................................................................................................................................
 ψ(1.32)
 gdje je π kanonska projekcija π(x) = xKer(φ) i ψ(xKer(Φ)) = Φ(x).
 Kada kazemo da dijagram (1.31) komutira to znaci da slika elementa x ∈ G ne ovisi
 o tome koje strelice slijedimo u dijagramu jer je ψ ◦ π = φ. Ako je G konacna
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 grupa, onda je prema Lagrangeovom teoremu |G| = [G : Ker(φ)] |Ker(φ)|. Medutim,
 G/Ker(φ) ' Im(φ) implicira da je [G : Ker(φ)] = |Im(φ)| pa dobivamo zanimljivu
 formulu za red grupe
 |G| = |Ker(φ)| |Im(φ)|.
 Neka je φ : G → H homomorfizam i neka je N normalna podgrupa od G. Pretposta-
 vimo da zelimo definirati preslikavanje ψ na kvocijentnoj grupi s
 ψ : G/N → H, ψ(xN) = φ(x).
 Tada treba provjeriti da ψ ne ovisi o predstavniku susjedne klase xN . Medutim,
 prema prvom teoremu o izomorfizmu ψ je dobro definiran na G/N ako i samo ako je
 N ⊆ Ker(φ), pa je dovoljno provjeriti da je N ⊆ Ker(φ).
 U sljedecim primjerima cemo pokazati kako se pomocu prvog teorema o izomorfizmu
 mogu opisati strukture nekih kvocijentnih grupa.
 Primjeri kvocijentnih grupa
 U ovim primjerima R∗ = R \ {0} i C∗ = C \ {0} oznacavaju grupe u odnosu na
 mnozenje.
 (1) Pokazimo da je GL(n,R)/SL(n,R) ' R∗. Preslikavanje ϕ : GL(n,R) → R∗ defi-
 nirano s ϕ(A) = det(A) je homomorfizam jer prema Binet-Cauchyevom teoremu
 vrijedi
 ϕ(AB) = det(AB) = det(A)det(B) = ϕ(A)ϕ(B).
 Preslikavanje ϕ je surjekcija jer za svaki x ∈ R∗ dijagonalna matrica
 A =
 x 0 . . . 0
 0 1 . . . 0...
 .... . .
 ...
 0 0 . . . 1
 ∈ GL(n,R)
 ima determinantu det(A) = x. Jezgra homomorfizama dana je s
 Ker(ϕ) = {A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1} = SL(n,R),
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 pa je prema teoremu 1.11
 GL(n,R)/SL(n,R) ' R∗.
 Dakle, kvocijentna grupa GL(n,R)/SL(n,R) ima strukturu Abelove grupe R∗.
 (2) Neka je ϕ : R∗ → R∗ definirano s ϕ(x) = |x|. Preslikavanje ϕ je homomorfizam
 jer je ϕ(xy) = |xy| = |x| |y| = ϕ(x)ϕ(y). Jezgra homomorfizma je dana s
 Ker(ϕ) = {x ∈ R∗ | |x| = 1} = {−1, 1},
 Sliku homomorfizma Im(ϕ) cine svi pozitivni realni brojevi R+, stoga iz teorema
 1.11 slijedi
 R∗/{−1, 1} ' R+.
 (3) Pokazimo da je R/Z ' U(1) gdje je U(1) = {eiθ | θ ∈ R} unitarna grupa. Neka
 je ϕ : R→ U(1) preslikavanje s aditivne grupe (R, +) na grupu U(1) definirano s
 ϕ(x) = ei2πx. Tada je
 ϕ(x + y) = ei2π(x+y) = ei2πxei2πy = ϕ(x)ϕ(y),
 stoga je ϕ homomorfizam. Za svaki eiθ ∈ U(1) postoji x = θ/(2π) ∈ R takav da
 je ei2πx = eiθ, stoga je ϕ surjekcija. Jezgru homomorfizma cine svi cijeli brojevi
 jer je
 ei2πx = 1 ako i samo ako je x ∈ Z.
 Dakle, Im(φ) = U(1) i Ker(φ) = Z, pa iz teorema 1.11 slijedi da je
 R/Z ' U(1).
 (4) Neka je Aut(G) grupa svih automorfizama grupe G. Unutarnji automorfizmi
 Inn(G) = {Ig | g ∈ G}, gdje je Ig(x) = gxg−1, tvore podgrupu od Aut(G).
 Pokazimo da je G/Z(G) ' Inn(G). Definirajmo ϕ : G → Aut(G) sa ϕ(g) = Ig.
 Za svaki x ∈ G vrijedi
 ϕ(gh)(x) = (gh)x(gh)−1 = g(hxh−1)g−1 = Ig(Ih(x)) = ϕ(g) ◦ ϕ(h)(x).
 Dakle, ϕ je homomorfizam. Ocigledno je Im(ϕ) = Inn(G). Nadalje, jezgra
 homomorfizma je dana sa Ker(ϕ) = {g ∈ G | Ig = idG}. Primijetimo da je
 g ∈ Ker(ϕ) ako i samo ako je gxg−1 = x za svaki x ∈ G sto povlaci da je
 Ker(ϕ) = Z(G). Prema prvom teoremu o izomorfizmu je G/Z(G) ' Inn(G).
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 (5) U kompleksnoj ravnini korjen m√
 1 ima m razlicitih vrijednosti danih sa ei k2πm ,
 k = 1, 2, . . . ,m − 1. Skup
 Hm ={
 ei k2πm | k ∈ Z
 }
 je grupa u odnosu na mnozenje ciji elementi su m–ti korjeni iz jedinice. Defini-
 rajmo ϕ : Z→ Hm sa ϕ(k) = ei k2πm . Lako se vidi da je ϕ(k+ l) = ϕ(k)ϕ(l) pa je ϕ
 epimorfizam na grupu Hm. Jezgra epimorfizma je Ker(ϕ) ={k ∈ Z | ei k2π
 m = 1}.
 Ocigledno je ei k2πm = 1 ako i samo ako je k = mn za neki n ∈ Z sto povlaci da je
 Ker(ϕ) = mZ. Sada prema teoremu 1.11 vrijedi Z/mZ ' Hm.
 Teorem 1.12 (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je G grupa koja ima podgrupe
 H i N i neka je N CG. Tada je
 H/(H ∩ N) ' HN/N.
 Dokaz Prema teoremu 1.10(i) skup HN je podgrupa od G i vrijedi N C HN jer
 je N ⊆ HN . Stoga je kvocijentna grupa HN/N dobro definirana. Promotrimo
 preslikavanje
 ϕ : H → HN/N, ϕ(h) = hN.
 Primijetimo da je hN = hgN za svaki g ∈ N pa je ϕ(h) ∈ HN/N . Nadalje, ϕ je
 ocigledno homomorfizam i Im(ϕ) = HN/N . Jezgra homomorfizma je dana s
 Ker(ϕ) = {h ∈ H | hN = N} = {h ∈ H | h ∈ N} = H ∩ N
 jer je hN = N ako i samo ako je h ∈ N . Iz prvog teorema o izomorfizmuu slijedi
 H/(H ∩ N) ' HN/N . �
 Sljedeci teorem o izomorfizmu poznat je i kao teorem o dvostrukom kvocijentu jer
 podsjeca na pravilo za racunanje dvostrukih razlomaka.
 Teorem 1.13 (Treci teorem o izomorfizmu) Neka su H i K normalne podgrupe
 grupe G i neka je K ⊆ H. Tada je
 (G/K)/(H/K) ' G/H.

Page 33
                        

POGLAVLJE 1. GRUPE 32
 Dokaz Definirajmo preslikavanje ϕ : G/K → G/H s ϕ(xK) = xH. Pokazimo da je
 ϕ dobro definirano. Ako je xK = yK, onda je x−1y ∈ K sto povlaci x−1y ∈ H jer
 je K ⊆ H. Odavde slijedi xH = yH, dakle ϕ je dobro definirano. Nadalje, za svaki
 x, y ∈ G vrijedi
 ϕ((xK)(yK)
 )= ϕ(xyK) = xyH = (xH)(yH) = ϕ(xK)ϕ(yK),
 sto pokazuje da je ϕ homomorfizam. Preslikavanje ϕ je ocigledno surjekcija jer je
 Im(ϕ) = {xH | xK ∈ G/K} = {xH | x ∈ G} = G/H.
 Jezgra homomorfizma je dana s
 Ker(ϕ) = {xK | xH = H} = {xK | x ∈ H} = H/K,
 pa iz prvog teorema o izomorfizmu slijedi
 (G/K)/(H/K) ' G/H.
 �
 1.6 Ciklicke grupe
 Neka je G grupa i neka je a ∈ G. Prisjetimo se da potencije elementa a ∈ G definiramo
 sa
 a0 = e, ak = a a . . . a︸ ︷︷ ︸k puta
 , a−k = a−1a−1 . . . a−1︸ ︷︷ ︸
 k puta
 , k ∈ N.
 Lako se pokazuje da je
 ak(al)−1 = ak−l za sve k, l ∈ Z,
 stoga je skup svih potencija {ak | k ∈ Z} podgrupa od G sto motivira sljedecu
 definiciju.
 Definicija 1.16 Kazemo da je H ciklicka grupa ako postoji a ∈ H takav da je
 H = {ak | k ∈ Z}.
 U tom slucaju koristimo zapis H = 〈a〉 i kazemo da je element a generator grupe H.
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 Ako je binarna operacija u H zbrajanje, onda pisemo
 H = {ka | k ∈ Z}.
 Generator grupe opcenito ne mora biti jedinstven. Na primjer, oba elementa a i a−1
 su generatori grupe H. Takoder se moze pokazati da u ciklickoj grupi prostog reda
 svaki njezin element generira cijelu grupu (vidi propoziciju 1.5).
 Primjeri
 (1) Abelova grupa (Z, +) je ciklicka grupa generirana elementom 1 ∈ Z jer je n = n ∙1
 za svaki n ∈ Z. Primijetimo da −1 takoder generira Z. Grupa Z je primjer ciklicke
 grupe beskonacnog reda.
 (2) Svaka podgrupa grupe (Z, +) je ciklicka. Neka je H netrivijalna podgrupa od
 Z. Ako je x ∈ H, onda je −x ∈ H, stoga H sadrzi pozitivne i negativne cijele
 brojeve. Neka je a najmanji prirodni broj u H. Tada je 〈a〉 = {ka | k ∈ Z} ⊆ H
 jer je H zatvorena na zbrajanje i oduzimanje. Neka je x ∈ H. Tada postoje
 q, r ∈ Z takvi da je
 x = qa + r, 0 ≤ r < a,
 sto povlaci r = x − qa ∈ H jer je H podgrupa. Odavde slijedi r = 0 jer je a
 najmanji prirodni broj u H. Dakle, x = qa ∈ 〈a〉, pa zakljucujemo da je H ⊆ 〈a〉.
 Time je dokazano H = 〈a〉.
 (3) Neka je i =√−1 imaginarna jedinica i neka je G multiplikativna grupa
 G = {1,−1, i,−i}.
 Tada je G ciklicka grupa generirana elementom i jer je i2n = ±1 i i2n+1 = ±i za
 svaki n ∈ Z. Primijetimo da G takoder mozemo generirati i elementom −i. G je
 ciklicka grupa reda 4 ciji elementi leze na jedinicnoj kruznici u Gaussovoj ravnini.
 Definicija 1.17 Neka je G grupa i neka je a ∈ G. Ako postoji prirodni broj m takav
 da je am = e, onda najmanji takav m nazivamo red elementa a i oznacavamo s |a|.
 Ako takav broj ne postoji kazemo da je a beskonacnog reda i pisemo |a| = ∞.
 Ocigledno je |a| = 1 ako i samo ako je a = e.
 Primjeri
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 (1) Promotrimo matrice A,B ∈ GL(n,C),
 A =
 (i 0
 0 −i
 )
 , B =
 (12
 0
 0 12
 )
 .
 Ocigledno je najmanja potencija m ∈ N za koju vrijedi Am = I jednaka m = 4,
 stoga je |A| = 4. S druge strane
 Bm =
 (1
 2m 0
 0 12m
 )
 6= I za svaki m ∈ N,
 pa zakljucujemo da je |B| = ∞.
 (2) U multiplikativnoj grupi G = {1,−1, i,−i} red elementa −1 jednak je 2, dok
 elementi i i −i imaju red cetiri.
 (3) Element ei 2πn ∈ U(1), n > 1, ima red n. S druge strane, ako je α iracionalan
 broj, onda je red elementa eiα2π beskonacan. Doista, ako postoji n ∈ N takav da
 je(eiα2π
 )n= 1, onda je eiα2π n–ti korijen iz jedinice, odnosno eiα2π = ei k2π
 n za
 k = 0, 1, . . . , n − 1. Odavde slijedi α = kn
 + m, m ∈ Z, sto je u kontradikciji s
 pretpostavkom da je α iracionalan.
 Propozicija 1.4 Neka je G grupa i neka je a ∈ G, a 6= e.
 (i) Ako je |a| = n za neki n ∈ N, onda su elementi e, a, a2, . . . , an−1 razliciti i vrijedi
 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1}.
 (ii) Ako je |a| = ∞, onda je ak 6= al za sve k, l ∈ Z, k 6= l. U tom slucaju imamo
 〈a〉 = {ak | k ∈ Z}.
 Dokaz (i) Pretpostavimo da je ak = al za neke 0 ≤ k, l ≤ n − 1, k > l. Tada je
 ak−l = e sto je u kontradikciji s pretpostavkom |a| = n jer je k − l < n. Neka je sada
 m ∈ Z. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, postoje q, r ∈ Z takvi da je m = qn+r,
 0 ≤ r < n. Odavde slijedi da je am = (an)q ar = ar, stoga se svaka potencija am nalazi
 u skupu {e, a, a2, . . . , an−1}. Zakljucujemo da je 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1}.
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 (ii) Ako je ak = al za neke k, l ∈ Z, k > l, onda je ak−l = e sto je u kontradikciji s
 pretpostavkom |a| = ∞. Dakle, sve potencije ak, k ∈ Z, su razlicite. �
 Iz propozicije 1.4 (i) slijedi da je red konacne ciklicke grupe G = 〈a〉 jednak redu
 generatora,
 |G| = |a|. (1.33)
 Ova jednakost vrijedi i ako je |a| = ∞ jer tada G ima beskonacno mnogo elemenata.
 Ciklicke grupe reda n obicno zapisujemo u obliku
 G = 〈a | an = e〉 (1.34)
 gdje izraz an = e nazivamo relacija. Primjere grupa definiranih generatorima i rela-
 cijama cemo susresti u poglavlju ?? o diedralnim grupama.
 Propozicija 1.5 Neka je G konacna grupa reda |G| ≥ 2 i neka je a ∈ G, a 6= e.
 Tada |a| dijeli |G|. Nadalje, ako je |G| prosti broj, onda je G ciklicka grupa.
 Dokaz Prema propoziciji 1.4 (i) red ciklicke podgrupe 〈a〉 jednak je |〈a〉| = |a|, pa
 prema Lagrangeovom teoremu |a| dijeli |G|. Ako je |G| = p prosti broj, onda je |a| = 1
 ili |a| = p. Kako |a| = 1 implicira a = e, zakljucujemo da je |a| = p. Iz propozicije
 1.4 (i) slijedi da niz e, a, a2, . . . , ap−1 ima p razlicitih elemenata grupe G, stoga se u
 njemu nalaze svi elementi od G. Dakle, G je ciklicka grupa generirana elementom a. �
 Propozicija 1.5 implicira da ako je |G| = p prosti broj, onda svaki element ak, 1 ≤ k ≤
 p− 1, generira cijelu grupu G. Stoga G ima p− 1 razlicitih generatora a, a2, . . . , ap−1.
 Teorem 1.14 Neka je G = 〈a〉 ciklicka grupa.
 (i) Ako je |G| = ∞, onda je G izomorfna grupi (Z, +).
 (ii) Ako je |G| = n < ∞, onda je G izomorfna grupi (Zn, +).
 Dokaz (i) Preslikavanje ϕ : Z→ G, ϕ(k) = ak je homomorfizam jer je
 ϕ(k + l) = ak+l = ak al = ϕ(k)ϕ(l). (1.35)
 Ovo preslikavanje je surjekcija jer je G skup svih potencija ak, k ∈ Z. Takoder, ϕ
 je injekcija jer su prema propoziciji 1.4 (ii) sve potencije ak, k ∈ Z, razlicite. Dakle,
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 G ' Z.
 (ii) Ako je |G| = n, onda prema relaciji (1.32) imamo an = e. Definirajmo ϕ : Zn → G
 s ϕ(k) = ak. Preslikavanje ϕ je dobro definirano jer ako je k = l, onda je k = l + qn
 za neki q ∈ Z iz cega slijedi ak = al(an)q = al. Nadalje, ϕ je homomorfizam jer je
 ϕ(k + l) = ϕ(k + l) = ak+l = akal = ϕ(k)ϕ(l).
 Preslikavanje ϕ je ocigledno bijekcija jer se 0, 1, . . . , n − 1 preslikavaju u elemente
 e, a, . . . , an−1, redom. Dakle, G ' Zn. �
 Posljedica ovog teorema je da su dvije ciklicke grupe istog reda izmorfne jer su obje
 izomorfne grupi Z ili Zn. Promotrimo sada podgrupe ciklickih grupa.
 Teorem 1.15 Neka je G = 〈a〉 ciklicka grupa. Svaka podgrupa grupe G je ciklicka.
 Dokaz Neka je H podgrupa od G. Tvrdnja trivijalno vrijedi za H = {e}, stoga
 pretpostavimo H 6= {e}. Tada postoji k ∈ Z \ {0} takav da je ak ∈ H. Kako je
 (ak)−1 = a−k ∈ H zakljucujemo da postoji k > 0 takav da je ak ∈ H. Neka je d > 0
 najmanji prirodni broj za koji vrijedi ad ∈ H. Tada je 〈ad〉 ⊆ H jer je H podgrupa.
 Odaberimo sada x ∈ H. Tada je x = ak za neki k ∈ Z. Prema teoremu o dijeljenju s
 ostakom postoje q, r ∈ Z takvi da je k = qd + r, 0 ≤ r < d. Odavde dobivamo
 ar = ak−qd = ak(ad)−q ∈ H (1.36)
 jer su ak, ad ∈ H. Relacija (1.34) imlicira r = 0 jer je d ∈ N najmanja potencija sa
 svojstvom ad ∈ H. Dakle, k = qd iz cega slijedi x = (ad)q ∈ 〈ad〉. Dakle, H ⊆ 〈ad〉
 sto povlaci H = 〈ad〉. Time je dokazano da je H ciklicka podgrupa. �
 Teorem 1.16 Neka je G ciklicka grupa reda n. Tada za svaki m ∈ N takav da m | n
 postoji jedinstvena podgrupa od G reda m.
 Dokaz Neka je G = 〈a〉. Tada je an = e jer je |G| = n. Pretpostavimo da m | n
 i definirajmo d = n/m. Pokazimo da je red elementa ad jednak m. Ocigledno je
 (ad)m = an = e. Pretpostavimo da postoji 0 < m1 < m takav da je (ad)m1 = e. Kako
 je an = e, ovo implicira dm1 = qn za neki q ∈ N. Odavde slijedi m1 = qm ≥ m sto je
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 u kontradikciji s m1 < m. Dakle, m je najmanji prirodni broj takav da je (ad)m = e,
 odnosno |ad| = m. Zakljucujemo da je 〈ad〉 ciklicka podgrupa reda m.
 Dokazimo sada jedinstvenost. Neka je H podgrupa od G reda m. Prema teoremu
 1.15, H = 〈ak〉 gdje je k > 0 najmanji prirodni broj takav da je ak ∈ H. Kako je
 |H| = |ak| = m, vrijedi (ak)m = e = an sto implicira km = qn za neki q ∈ N. Stoga
 je k = qd za d = n/m. Odavde slijedi ak = (ad)q ∈ 〈ad〉 sto pokazuje H ⊆ 〈ad〉. S
 obzirom da podgrupe H i 〈ad〉 imaju isti red m zakljucujemo da je H = 〈ad〉. �
 Ako je G = 〈a〉 ciklicka grupa reda n, onda su sve njezine podgrupe oblika 〈ad〉 gdje
 je d = n/m. U slucaju kada je n prosti broj, G ima samo trivijalne podgrupe.
 Primjer
 Primjenom teorema 1.16 lako mozemo odrediti sve podgrupe grupe Zn. Pri tome je
 potrebno odrediti sve prirodne brojeve m koji dijele n. Tada je 〈ad〉, gdje je d = n/m,
 podgrupa reda m. Na primjer, Z12 ima netrivijalne podgrupe reda m = 2, 3, 4, 6:
 (a) H1 = 〈6〉 = {0, 6} (m = 2),
 (b) H2 = 〈4〉 = {0, 4, 8} (m = 3),
 (c) H3 = 〈3〉 = {0, 3, 6, 9} (m = 4),
 (d) H4 = 〈2〉 = {0, 2, 4, 6, 8, 10} (m = 6).
 1.7 Grupe permutacija
 U ovom poglavlju cemo promotriti elementarna svojstva i pojmove vezane za grupu
 permutacija. Neka je X neprazan skup. Svako bijektivno preslikavanje σ : X → X
 nazivamo permutacija na skupu X. Skup svih bijekcija na X ocigledno tvori grupu
 u odnosu na kompoziciju preslikavanja,
 (f ◦ g)(a) = f(g(a)), a ∈ X, (1.37)
 a neutralni element u grupi je identiteta idX(a) = a za svaki a ∈ X. Ovo motivira
 sljedecu definiciju.
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 Definicija 1.18 Neka je X neprazan skup. Grupa svih permutacija na skupu X
 naziva se simetricna grupa na X i oznacava sa SX . Svaka podgrupa grupe SX naziva
 se grupa permutacija na X.
 Ako je X konacan skup od n elemenata, onda SX oznacavamo sa Sn i nazivamo
 simetricna grupa reda n. Na skupu X mozemo uvesti uredaj i bez gubitka opcenitosti
 elemente mozemo oznaciti s 1, 2, . . . , n. Tada se permutacija σ ∈ Sn moze zapisati u
 matricnom obliku
 σ =
 (1 2 . . . n
 σ(1) σ(2) . . . σ(n)
 )
 ,
 a neutralni element je matrica
 e =
 (1 2 . . . n
 1 2 . . . n
 )
 .
 Promotrimo za primjer grupu S3. Sve permutacije na skupu X = {1, 2, 3} su dane
 sljedecim preslikavanjima:
 e =
 (1 2 3
 1 2 3
 )
 , σ1 =
 (1 2 3
 2 3 1
 )
 , σ2 =
 (1 2 3
 3 1 2
 )
 , (1.38)
 σ3 =
 (1 2 3
 1 3 2
 )
 , σ4 =
 (1 2 3
 3 2 1
 )
 , σ5 =
 (1 2 3
 2 1 3
 )
 . (1.39)
 Umnozak permutacija racuna se uobicajenim pravilom za kompoziciju preslikavanja.
 Na primjer,
 σ1σ2 =
 (1 2 3
 2 3 1
 )(1 2 3
 3 1 2
 )
 =
 (1 2 3
 1 2 3
 )
 = e.
 Inverzni element se takoder lako nalazi iz matricnog zapisa,
 σ−11 =
 (1 2 3
 3 1 2
 )
 = σ2.
 Mnozenje u grupi S3 prikazano je u tablici 1.3. Elementarnom kombinatorikom se
 pokazuje da na skupu od n elemenat imamo n! permutacija, stoga je |Sn| = n! .
 U simetricnoj grupi istaknuto mjesto zauzimaju permutacije koje neke elemente skupa
 X ciklicki “rotiraju”. Takve permutacije nazivaju se ciklicke permutacije.
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 ∙ σ1 σ2 σ3 σ4 σ5
 σ1 σ2 e σ5 σ3 σ4
 σ2 e σ1 σ4 σ5 σ3
 σ3 σ4 σ5 e σ1 σ2
 σ4 σ5 σ3 σ2 e σ1
 σ5 σ3 σ4 σ1 σ2 e
 Tablica 1.3: Tablica mnozenja u grupi S3.
 Definicija 1.19 Neka je σ ∈ Sn. Ako postoje x1, x2, . . . xr ∈ {1, 2, . . . , n} takvi da je
 σ(xi) = xi+1, i = 1, 2, . . . r − 1,
 σ(xr) = x1,
 σ(x) = x, x /∈ {x1, x2, . . . xr},
 onda permutaciju σ nazivamo ciklicka permutacija duljine r i oznacavamo s (x1 x2 . . . xr).
 Ciklicku permutaciju duljine dva nazivamo transpozicija.
 Ciklicka permutacija preslikava elemente x1, x2, . . . , xr prema pravilu
 x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xr 7→ x1 (1.40)
 dok na ostalim elementima djeluje kao identiteta. Ciklicka permutacija duljine jedan
 je identiteta koju zapisujemo (x) gdje je x bilo koji od brojeva 1, 2, . . . , n. Na primjer,
 ciklicka permutacija (2 1 3) na skupu X = {1, 2, 3, 4} je preslikavanje
 2 7→ 1, 1 7→ 3, 3 7→ 2, 4 7→ 4,
 koju mozemo zapisati kao (1 2 3 4
 3 1 2 4
 )
 .
 Ciklicka permutacija (x1 x2 . . . xr) se moze napisati na r razlicitih nacina tako da
 svaki od elemenata x1, x2, . . . , xr bude na prvom mjestu. Za dvije ciklicke permu-
 tacije (x1 x2 . . . xr) i (y1 y2 . . . ys) kazemo da su disjunktne ako nemaju zajednickih
 elemenata, odnosno ako je {x1, x2, . . . , xr}∩{y1, y2, . . . , ys} = ∅. Ciklicke permutacije
 su osnovni blokovi na koje se moze rastaviti proizvoljna permutacija.

Page 41
                        

POGLAVLJE 1. GRUPE 40
 Teorem 1.17 Svaka permutacija σ ∈ Sn je umnozak disjunktnih ciklickih permu-
 tacija. Ciklicka faktorizacija je jedinstvena do na poredak ciklickih permutacija i
 umetanje ili ispustanje ciklickih permutacija duljine jedan.
 Umjesto dokaza opisimo algoritam kojim se racuna ciklicka faktorizacija.
 Algoritam za ciklicku faktorizaciju
 (1) Prvu ciklicku permutaciju zapocnite s a1 = 1. Svaku sljedecu ciklicku permu-
 taciju zapocnite s najmanjim elementom a1 ∈ {1, 2, . . . , n} koji se ne nalazi u
 prethodnim ciklickim permutacijama.
 (2) Odredite a2 = σ(a1). Ako je a2 = a1, onda ciklicka permutacija ima duljinu jedan
 i pisemo (a1). Ako je a2 6= a1, onda pisemo (a1 a2 (bez desne zagrade!).
 (3) Odredite a3 = σ(a2). Ako je a3 = a1, onda je ciklicka permutacija dana s (a1 a2).
 Ako je a3 6= a1, onda pisemo (a1 a2 a3. Ponavljajte ovaj postupak dok se ciklicka
 permutacija ne zatvori. Nakon toga vratite se na pocetak algoritma. Ponovite
 korake (1)–(3) dok se ne iscrpe svi brojevi u skupu {1, 2, . . . , n}.
 Ilustrirajmo ovaj algoritam na primjeru permutacije σ ∈ S13,
 σ =
 (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
 12 13 3 1 11 9 5 10 6 4 7 8 2
 )
 .
 Pocevsi algoritam s a1 = 1 dobivamo
 σ = (1 12 8 10 4)(2 13)(3)(5 11 7)(6 9).
 Primijetimo da se ciklicka permutacija (3) moze ispustiti jer je svaka ciklicka permu-
 tacija duljine jedan identiteta. Dakle,
 σ = (1 12 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9). (1.41)
 Kako su ciklicke permutacije u (1.39) disjunktne, mozemo ih napisati u bilo kojem
 poretku.
 Primijetimo da se svaka ciklicka permutacija (a1 a2 . . . am) moze napisati kao umnozak
 transpozicija
 (a1 a2 . . . am) = (a1 am)(a1 am−1) . . . (a1 a2).
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 Korolar 1.2 Svaka permutacija se moze napisati kao umnozak transpozicija.
 Ova faktorizacija nije jedinstvena jer se permutacija σ moze napisati kao umnozak
 razlicitog broja transpozicija. Medutim, moze se pokazati da je njezina parnost jedins-
 tvena. Drugim rijecima, ako se σ moze napisati kao umnozak n ili m transpozicija,
 onda su n i m ili oba parni ili oba neparni brojevi. Sljedeci primjer ilustrira ovo
 svojstvo. Mnozenjem transpozicija na desnoj strani jednakosti lako se provjeri da
 vrijedi
 σ =
 (1 2 3 4 5
 2 3 4 5 1
 )
 = (4 5) (3 5) (2 5) (1 5)
 = (5 3) (2 1) (3 5) (4 5) (2 3) (3 5).
 Dakle, permutacija σ je umnozak cetiri ili sest transpozicija. U bilo kojem drugom
 rastavu σ se moze se napisati iskljucivo kao umnozak parnog broja transpozicija. Ovo
 motivira sljedecu definiciju.
 Definicija 1.20 Kazemo da je permutacija σ ∈ Sn parna (neparna) ako se moze
 napisati kao umnozak parnog (neparnog) broja transpozicija. Predznak permutacije σ
 definiran je s
 ε(σ) =
 +1 ako je σ je parna permutacija,
 −1 ako je σ je neparna permutacija.
 Skup svih parnih permutacija u Sn, n > 1, nazivamo alternirajuca grupa An.
 Lema 1.1 Neka je n ≥ 2. Preslikavanje ε : Sn → G, gdje je G = {1,−1} multiplika-
 tivna grupa, je epimorfizam.
 Dokaz Neka su σ1, σ2 ∈ Sn. Ako su σ1 i σ2 obje parne ili obje neparne permutacije,
 onda je σ1σ2 parna permutacija. Ako je σ1 neparna i σ2 parna permutacija, onda
 je σ1σ2 neparna permutacija. Ovo implicira da u svakom slucaju vrijedi ε(σ1σ2) =
 ε(σ1)σ(σ2). Buduci Sn sadrzi transpoziciju τ = (1 2), neutralni element e ∈ Sn
 mozemo rastaviti kao e = (1 2)(2 1), pa je ε(e) = 1. Nadalje, ε(τ) = −1, stoga je ε
 surjekcija. Zakljucujemo da je ε epimorfizam. �
 Teorem 1.18 An je normalna podgrupa simetricne grupe Sn. Ako je n ≥ 2, onda je
 red podgrupe An jednak |An| = 12n!.
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 Slika 1.3: Arthur Cayley, 1821-1895. Najvazniji Cayleyev doprinos u razvoju algebre
 je rad na algebri matrica.
 Dokaz Ako je n = 1, onda je A1 = S1 = {e}, stoga je A1 trivijalno normalna
 podgrupa od S1. Neka je n ≥ 2 i neka je G = {1,−1} mulitiplikativna grupa iz leme
 1.1. Prema lemi 1.1 preslikavanje ε : Sn → G je epimorfizam, pa je prema prvom
 teormu o izomorfizmu
 Sn/Ker(ε) ' G. (1.42)
 Jezgru homomorfizma tvore upravo parne permutacije jer je
 Ker(ε) = {σ ∈ Sn | ε(σ) = 1} = An.
 Stoga je An normalna podgrupa od Sn. Nadalje, iz relacije (1.40) slijedi |Sn/An| =
 |G| = 2, sto povlaci da je [Sn : An] = 2. Iz Lagrangeovog teorema dobivamo |Sn| =
 [Sn : An] |An| sto implicira
 |An| =1
 [Sn : An]|Sn| =
 1
 2n!.
 �
 Promotrimo ponovo simetricnu grupu S3 ciji elementi su dani permutacijama (1.36)
 i (1.37). Uvedimo oznake σ = (1 2 3) i τ = (2 3). Lako se provjeri da je
 σ2 = σ2, σ3 = e, τ 2 = e, σ2τ = τσ = σ4, στ = σ5.
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 Dakle, svi elementi grupe S3 se mogu zapisati kao
 S3 = {e, σ, σ2, τ, στ, σ2τ}.
 Umnozak bilo koja dva elementa u S3 se moze odrediti koristeci relacije
 σ3 = τ 2 = e, σ2τ = τσ. (1.43)
 Ove relacije potpuno odreduju Cayleyevu tablicu grupe S3. Kazeo da su elementi
 σ i τ generatori grupe S3 koji zadovoljavaju definirajuce relacije (1.41). Grupu S3
 mozemo zapisati koristeci generatore i relacije u obliku
 S3 = 〈σ, τ | σ3 = τ 2 = e, σ2τ = τσ〉.
 Vaznost grupa permutacija se vidi iz sljedeceg teorema.
 Teorem 1.19 (Cayleyev teorem) Svaka grupa je izomorfna nekoj grupi permuta-
 cija.
 Dokaz Neka je G grupa. Svakom elementu a ∈ G zelimo pridruziti permutaciju na
 skupu G. Za odabrani a ∈ G i definirajmo
 fa : G → G, fa(x) = ax.
 Preslikavanje fa je ocigledno bijekcija jer ax = ay implicira x = y, dok za proizvoljni
 y ∈ G vrijedi fa(a−1y) = y. Dakle, fa ∈ SG. Promotrimo sada preslikavanje
 φ : G → SG, φ(a) = fa,
 koje elementu a ∈ G pridruzuje permutaciju fa ∈ SG. Za svaki x ∈ G vrijedi
 fab(x) = a(bx) = fa(fb(x)) = (fa ◦ fb)(x). (1.44)
 Jednadzba (1.42) povlaci fab = fa ◦ fb, odnosno φ(ab) = φ(a) ◦ φ(b). Dakle, φ je
 homomorfizam. Nadalje, ako je φ(a) = φ(b), onda je ax = bx za svaki x ∈ G. Za
 x = e dobivamo a = b sto pokazuje da je φ injekcija. Iz navedenog zakljucujemo da
 je φ : G → Im(φ) izomorfizam s G na grupu permutacija Im(φ) ⊆ SG. �
 Homomorfizam φ u Cayleyevom teoremu se naziva lijeva regularna reprezentacija
 ili permutacijska reprezentacija grupe G. Povijesno gledano, konacne grupe su se
 prvo proucavale kao podgrupe neke simetricne grupe Sn, a tek kasnije uveden je
 aksiomatski pristup u teoriji grupa. Prednost aksiomatskog pristupa je u tome sto
 se mnogi rezultati mogu elegantno iskazati bez referiranja na konkretnu simetricnu
 grupu.
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 Primjer
 Odredimo permutacijsku reprezentaciju ciklicke grupe reda cetiri G = {e, a, a2, a3}.
 Svaki element ak definira permutaciju fak : G → G na skupu G danu sam fak(al) =
 ak+l. Oznacimo elemente od G sa e 7→ 1, a 7→ 2, a2 7→ 3, a3 7→ 4 i odredimo slike
 elemenata 1, 2, 3, 4 za svaki fak . Na primjer, fa3(a2) = a5 = a povlaci da fa3 pres-
 likava 3 u 2. Direktnim racunom se lako pokaze da preslikavanja fak daju sljedece
 permutacije:
 fe =
 (1 2 3 4
 1 2 3 4
 )
 = (1), (1.45)
 fa =
 (1 2 3 4
 2 3 4 1
 )
 = (1 2 3 4), (1.46)
 fa2 =
 (1 2 3 4
 3 4 1 2
 )
 = (1 3)(2 4), (1.47)
 fa3 =
 (1 2 3 4
 4 1 2 3
 )
 = (1 4 3 2). (1.48)
 1.8 Diedralne grupe
 Teorija grupa ima vaznu ulogu u proucavanju simetrija, posebno u prirodnim zna-
 nostima. Intuitivno, kazemo da neki objekt posjeduje simetriju ako je invarijantan u
 odnosu na odredene transformacije. Na primjer, sfera u R3 je invarijantna u odnosu
 na svaku rotaciju oko osi koja prolazi sredistem sfere, pa kazemo da sfera ima rota-
 cijsku simetriju. U ovom poglavlju definirat cemo simetrije geometrijskih objekata i
 poblize opisati simetrije pravilnih poligona. Neka je X podskup prostora Rn na kojem
 je definirana Euklidska udaljenost
 d(x, y) =
 (n∑
 i=1
 (xi − yi)2
 ) 12
 , x, y ∈ Rn.
 Definicija 1.21 Permutacija σ ∈ SX naziva se simetrija na skupu X ⊆ Rn ako je
 d(σ(x), σ(y)) = d(x, y) za sve x, y ∈ X.
 Drugim rijecima, simetrija na skupu X je svaka bijekcija σ : X → X koja cuva uda-
 ljenost izmedsvake dvije tocke u X. Primijetimo da u gornjoj definiciji X moze biti
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 konacan ili beskonacan skup.
 Sa TX skup svih simetrija na skupu X. Pokazimo da je TX podgrupa simetricne grupe
 SX . Ako su σ, τ ∈ TX , onda je
 d(τσ−1(x), τσ−1(y)) = d(σ−1(x), σ−1(y))
 = d(σσ−1(x), σσ−1(y)) = d(x, y) ∀ x, y ∈ X,
 sto pokazuje da je τσ−1 ∈ TX . Dakle, TX ≤ SX .
 Definicija 1.22 Grupu TX nazivamo grupa simetrija na skupu X.
 Navedimo nekoliko primjera.
 Primjer
 Neka je X = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = R2} kruznica radijusa R > 0 sa sredistem u
 ishodistu i neka je Rθ operator rotacije za kut θ u pozitivnom smjeru. Preslikavanje
 Rθ : X → X je ocigledno bijekcija i za svake dvije tocke T1, T2 ∈ X vrijedi
 d(Rθ T1, Rθ T2) = d(T1, T2), (1.49)
 pa je Rθ simetrija na skupu X za svaki θ ∈ R. Prema jednadzbi (1.7), operatori
 rotacije se mogu prikazati kao matrice
 Rθ =
 (cos(θ) − sin(θ)
 sin(θ) cos(θ)
 )
 , θ ∈ R,
 koje tvoje specijalnu ortognonalnu grupu SO(2). Dakle, SO(2) je grupa simetrija na
 skupu X.
 Primjer
 Neka je X skup tocaka na pravcu u oznakama 1, 2, 3 koje su poredane kao na slici
 1.4. Za udaljenosti tocaka skupa X vrijedi
 d(1, 2) = d(2, 3) = a, d(1, 3) = 2a.
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 Slika 1.4: Skup tocaka X.
 Simetrije skupa X tvore podgrupu simetricne grupe S3 definirane permutacijma (1.36)
 i (1.37). Promotrimo djelovanje permutacija na tocke iz skupa X. Permutacije
 σ1, σ2, σ3 i σ5 nisu simetrije jer
 d(σ1(2), σ1(3)) = d(3, 1) 6= d(2, 3),
 d(σ2(1), σ2(2)) = d(3, 1) 6= d(1, 2),
 d(σ3(1), σ3(2)) = d(1, 3) 6= d(1, 2),
 d(σ5(2), σ5(3)) = d(1, 3) 6= d(2, 3).
 Medutim, za permutaciju σ4 vrijedi
 d(σ4(1), σ4(2)) = d(3, 2) = d(1, 2),
 d(σ4(2), σ4(3)) = d(2, 1) = d(2, 3),
 d(σ4(1), σ4(3)) = d(3, 1) = d(1, 3),
 pa zakljucujemo da je σ4 simetrija skupa X. Dakle, grupa simetrija skupa X ima dva
 elementa, TX = {e, σ4}.
 Vazna grupa simetrija su simetrije pravilnog poligona Pn, n ≥ 3, koje permutiraju
 vrhove tog poligona. Pretpostavimo da se srediste poligona nalazi u ishodistu ko-
 ordinatnog sustava. Vrhove poligona oznacimo s 1, 2, . . . , n u smjeru suprotno od
 kazaljke na satu. Slika 3 prikazuje tako oznaceni trokut P3. Simetrija poligona Pn
 cuva udaljenost izmedu svakog para vrhova poligona.
 Definicija 1.23 Grupa simetrija pravilnog poligona Pn naziva se diedralna grupa Dn.
 Promotrimo poblize elemente grupe Dn. Permutacija σ je simetrija poligona Pn ako i
 samo ako σ preslikava dva susjedna vrha u dva susjedna vrha. Rotacija R za kut 2π/n
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 Slika 1.5: Trokut P3.
 (koju dogovorno uzimamo u smjeru suprotno od kazaljke na satu) ocigledno pripada
 grupi Dn. Rotacija R preslikava vrh k u vrh k + 1, stoga je R ciklicka permutacija
 R = (1 2 3 . . . n). (1.50)
 Kompozicija od n rotacija preslikava svaki vrh u samoga sebe sto znaci da je Rn = 1
 gdje 1 oznacava jedinicu u Sn. Osim rotacija, u grupi Dn imamo i refleksiju D
 obzirom na pravac koji prolazi vrhom 1 i sredistem polinoga Pn (umjesto vrha 1
 mozemo odabrati bilo koji drugi fiksni vrh). Refleksija D je permutacija dana s
 D =
 (1 2 3 . . . n
 1 n n − 1 . . . 2
 )
 . (1.51)
 Primijetimo da je D2 = 1. Pokazimo da grupa Dn ima 2n elemenata. Simetrija
 poligona je potpuno odredena preslikavanjem uredenog para (1, 2). Pretpostavimo
 da simetrija σ ∈ Dn preslikava vrh 1 u vrh k, tj. pretpostavimo da je σ(1) = k. Kako
 je vrh 2 susjedan vrhu 1, σ(2) moze biti samo k−1 ili k+1 (gdje je n+1 ≡ 1 i 1−1 ≡ n).
 Kako postoji 2n takvih mogucnosti zakljucujemo da Dn ima 2n elemenata. Rotacija
 R i refleksija D generiraju 2n razlicitih simetrija poligona Pn koje tvore diedralnu
 grupu Dn,
 Dn = {1, R,R2, . . . , Rn−1, D,DR,DR2, . . . , DRn−1}.
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 Lako se provjeri da su sve simetrije trokuta na slici 1.5 dane elementima DiRj za
 i = 0, 1 i j = 0, 1, 2. Promatranjem kako rotacija i refleksija djeluju na vrhove
 poligona {1, 2, . . . , n} moze se pokazati da vrijedi RD = DR−1. Odavde indukcijom
 dobivamo da je RkD = DR−k za 0 ≤ k ≤ n. Stoga mnozenje u grupi Dn zadovoljava
 relacije
 Rn = D2 = 1, RkD = DR−k, 0 ≤ k ≤ n. (1.52)
 Umnozak bilo koja dva elementa grupe Dn se moze svesti na oblik DiRj za neki
 i = 0, 1 i j = 0, 1, . . . , n − 1 koristenjem pravila (1.50). Na primjer, ako je n = 12,
 onda je
 (DR9)(DR6) = D(R9D)R6 = D(DR−9)R6 = D2R−3 = R−3 = R9.
 Diedralna grupa Dn generirana je elementima R i D i relacijama (1.50). Grupu Dn
 simbolicki zapisujemo u obliku
 Dn = 〈R,D | Rn = D2 = 1, RkD = DR−k〉.
 Generatori diedralne grupe se mogu, osim permutacijama (1.48) i (1.49) prikazati i
 matricama reda 2,
 R =
 (cos(
 2πn
 )− sin
 (2πn
 )
 sin(
 2πn
 )cos(
 2πn
 )
 )
 , D =
 (0 1
 1 0
 )
 .
 Lako se provjeri da matrice R i D zadovoljavaju relacije (1.50). Matricu R interpreti-
 ramo kao rotaciju u ravnini (x, y) za kut 2π/n u pozitivnom smjeru, a D predstavlja
 transformaciju (x, y) 7→ (y, x) odnosno refleksiju obzirom na pravac y = x. Na pri-
 mjeru diedralne grupe vidimo da se ista algebarska struktura moze realizirati na vise
 nacina koristeci elemente drugih algebarskih struktura.
 Kleinova 4-grupa
 Navedimo jos jedan primjer grupe definirane generatorima i relacijama. Promotrimo
 matrice
 e =
 (1 0
 0 1
 )
 , a =
 (1 0
 0 −1
 )
 , b =
 (−1 0
 0 1
 )
 , c =
 (−1 0
 0 −1
 )
 . (1.53)
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 ∙ a b c
 a e c b
 b c e a
 c b a e
 Tablica 1.4: Tablica mnozenja u Kleinovoj 4-grupi.
 Lako se provjeri da a, b, c i e zadovoljavaju relacije
 a2 = b2 = c2 = e, ab = c, bc = a, ca = b.
 Grupa generirana elementima a, b i c se naziva Kleinova 4-grupa K4. Tablica mnozenja
 u K4 dobiva se iz relacija (1.52). Na primjer,
 ac = a(ab) = a2b = b.
 Kleinovu 4-grupu mozemo zapisati kao
 K4 =⟨a, b, c | a2 = b2 = c2 = e, ab = c, bc = a, ca = b
 ⟩. (1.54)
 Kleinova 4-grupa je grupa simetrija pravokutnika prikazanog na slici 1.6. Simetrije
 su dane permutacijama
 E =
 (1 2 3 4
 1 2 3 4
 )
 , A =
 (1 2 3 4
 3 4 1 2
 )
 , (1.55)
 B =
 (1 2 3 4
 2 1 4 3
 )
 , C =
 (1 2 3 4
 4 3 2 1
 )
 . (1.56)
 Geometrijski promatrano, A je rotacija za kut π, dok su B i C refleksije u odnosu
 na osi x i y. Primijetimo da rotacija za kut π/2 nije simetrija jer pravokutnik nije
 pravilan. Permutacije E, A, B i C zadovoljavaju iste relacije kao matrice e, a, b i
 c, stoga je K4 izomorfna grupi simetrija (1.53)-(1.54). U ovom primjeru algebarska
 struktura (1.52) ima dvije razlicite realizacije, jednu pomocu matrica (1.51) i drugu
 pomocu permutacija (1.53)-(1.54).
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 Slika 1.6: Pravokutnik.
 1.9 Djelovanje grupe
 U ovom poglavlju cemo promatrati djelovanje grupa na skupove. Proucavanjem dje-
 lovanja neke grupe na samu sebe mozemo doznati vise o algebarskoj strukturi grupe.
 Ideja djelovanja se javlja i kod proucavanja drugih algebarskih struktura kao sto su
 moduli, vektorski prostori i polja.
 Definicija 1.24 Kazemo da grupa G djeluje na skup A ako postoji preslikavanje
 G × A → A, (g, a) 7→ g ∙ a, koje zadovoljava sljedeca svojstva:
 (1) g1 ∙ (g2 ∙ a) = (g1g2) ∙ a za sve g1, g2 ∈ G, a ∈ A,
 (2) e ∙ a = a za svaki a ∈ A,
 gdje je e jedinica u G.
 Naglasimo da g ∙a nije binarna operacija jer su skupovi G i A opcenito razliciti. Uvjeti
 (1) i (2) impliciraju da je djelovanje grupe kompatibilno sa strukturom grupe.
 Djelovanje grupe na skup A inducira permutacije na skupu A. Svakom elementu
 g ∈ G mozemo pridruziti preslikavanje
 σg : A → A, σg(a) = g ∙ a.
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 Pokazimo da je σg bijekcija na A. Doista, σg ima inverz jer je
 σgσg−1(a) = g ∙ (g−1 ∙ a) = (gg−1) ∙ a = e ∙ a = a,
 a slicno se pokazuje σg−1σg(a) = a. Dakle, σg je permutacija na skupu A, tj. σg ∈ SA.
 Teorem 1.20 Neka grupa G djeluje na skup A.
 (i) Preslikavanje ϕ : G → SA dano s ϕ(g) = σg je homomorfizam.
 (ii) Svaki homomorfizam ϕ : G → SA inducira djelovanje grupe G na skup A.
 Dokaz (i) Neka su g, h ∈ G. Tada je
 ϕ(gh)(a) = σgh(a) = (gh) ∙ a = g ∙ (h ∙ a) = σg(σh(a)) = σgσh(a) = ϕ(g)ϕ(h)(a)
 za svaki a ∈ A. Dakle, ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h).
 (ii) Neka je ϕ : G → SA homomorfizam. Tada je ϕ(g) : A → A bijekcija za svaki
 g ∈ G. Definirajmo
 g ∙ a = ϕ(g)(a), a ∈ A. (1.57)
 Sada imamo
 (gh) ∙ a = ϕ(gh)(a) = ϕ(g)ϕ(h)(a) = ϕ(g)(ϕ(h)(a)
 )= g ∙ (h ∙ a), (1.58)
 e ∙ a = ϕ(e)(a) = a, (1.59)
 jer je prema teoremu 1.1 ϕ(e) identiteta u SA. Dakle, preslikavanje (1.55) definira
 djelovanje grupe G na skup A. �
 Ovaj teorem pokazuje da su djelovanje grupe G na skup A i homomorfizmi ϕ : G → SA
 u bijektivnoj korespondenciji, stoga prestavljaju isti pojam u razlicitim terminima.
 Svaki homomorfizam ϕ : G → SA nazivamo permutacijska reprezentacija grupe G
 u simetricnu grupu SA. Ako skup A ima n elemenata, onda je SA = Sn simetricna
 grupa reda n. Permutacijska reprezentacija od G je analogna matricnoj reprezentaciji
 linearnog operator na vektorskom prostoru. Odabir uredenja na skupu A odgovara
 odabiru baze u odnosu na koju definiramo matricu operatora.
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 Primjeri djelovanja grupe
 (1) Specijalna ortogonalna grupa SO(2) djeluje na skup tocaka (x, y) ∈ R2 matricnim
 mnozenjem:
 Rθ ∙
 (x
 y
 )
 =
 (cos θ − sin θ
 sin θ cos θ
 )(x
 y
 )
 =
 (x cos θ − y sin θ
 x sin θ + y cos θ
 )
 , Rθ ∈ SO(2).
 Matrica Rθ je operator rotacije koja tocku (x, y) zakrece za kut θ u pozitivnom
 smjeru. Djelovanje grupe SO(2) je izometrija Euklidskog prostora R2 jer je
 ||Rθ ∙ P || = ||P || (1.60)
 za svaku tocku T = (x, y) ∈ R2 gdje je ||P || =√
 x2 + y2 udaljenost tocke od
 ishodista.
 (2) Neka je G = D4 i neka je A = {x1, x2, x3, x4} skup vrhova pravilnog cetverokuta.
 Diedralna grupa D4 djeluje na A sa
 σ ∙ xi = xσ(i), σ ∈ D4, 1 ≤ i ≤ 4, (1.61)
 gdje je σ permutacijska realizacija elemenata grupe D4 dana sa (1.48) i (1.49).
 (3) Grupa G djeluje na samu sebe lijevom translacijom g ∙ a = ga i desnom transla-
 cijom g ∙ a = ag−1. Nadalje, grupa djeluje na samu sebe konjugacijom
 g ∙ a = gag−1.
 Lako se pokazuje da ove operacije definiraju djelovanje. Na primjer, za konjuga-
 ciju vrijedi
 (gh) ∙ a = (gh)a(gh)−1 = g(hah−1)g−1 = g ∙ (h ∙ a),
 e ∙ a = eae−1 = a.
 (4) Neka je N normalna podgrupa od G. Grupa G djeluje na kvocijentnu grupu G/N
 pravilom
 g ∙ (aN) = gag−1N.
 Doista, ako su g, h ∈ G i aN ∈ G/N , onda imamo
 (gh) ∙ aN = (gh)a(gh)−1N = g(hah−1)g−1N = g ∙ (hah−1N) = g ∙ (h ∙ (aN)),
 e ∙ (aN) = eae−1N = aN.
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 Definicija 1.25 Neka G djeluje na skup A, i neka je a ∈ A. Skup
 Ga = {g ∈ G | g ∙ a = a}
 nazivamo stabilizator elementa a u G. Skup
 Ga = {g ∙ a | g ∈ G}
 nazivamo orbita elementa a u G.
 Lako se pokazuje da je Ga podgrupa od G. Ako G djeluje na sebe konjugacijom,
 g ∙ a = gag−1, onda je stabilizator elementa a ∈ G jednak normalizatoru od a u G,
 Ga = {g ∈ G | gag−1 = a} = N(a),
 a orbita elementa a je klasa konjugacije
 Ga = {gag−1 | g ∈ G} = C(a).
 Ocigledno je a ∈ Ga jer je e ∙ a = a. Na primjer, ako grupa SO(2) djeluje na ravninu
 R2 kao u primjeru (1), onda je orbita tocke (r, 0) ∈ R2 kruznica radijusa |r| > 0 sa
 sredistem u ishodistu (vidi sliku 1.7). Djelovanje ove grupe slikovito ilustrira naziv
 “orbita”. Primijetimo da je
 N(a) = G i C(a) = {a} ako i samo ako je a ∈ Z(G) (1.62)
 gdje je Z(G) centar grupe G.
 Sljedeci rezultat pokazuje da orbite elemenata tvore particiju skupa A jer pripadanje
 istoj orbiti definira relaciju ekvivalencije.
 Teorem 1.21 Neka grupa G djeluje na skup A. Relacija na A definirana sa
 a ∼ b ⇔ a = g ∙ b za neki g ∈ G (1.63)
 je relacija ekvivalencije. Stoga A mozemo rastaviti po orbitama kao disjunktnu uniju
 A =⋃
 a∈C
 Ga (1.64)
 gdje C sadrzi tocno jedan element iz svake orbite.
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 Slika 1.7: Orbita tocke (r, 0) pod djelovanjem grupe SO(2).
 Dokaz Ocigledno je a ∼ a jer je e ∙ a = a za svaki a ∈ A pa je relacija (1.61)
 refleksivna. Ako je a ∼ b, onda postoji g ∈ G takav da je b = g ∙ a. U tom slucaju
 g−1 ∙ a = g−1 ∙ (g ∙ b) = (g−1g) ∙ b = e ∙ b = b,
 odnosno b ∼ a pa je relacija simericna. Nadalje, ako je a ∼ b i b ∼ c, onda je a = g ∙ b
 i b = h ∙ c za neke g, h ∈ G. Odavde slijedi
 a = g ∙ b = g ∙ (h ∙ c) = (gh) ∙ c,
 odnosno a ∼ c sto pokazuje da je relacija (1.61) tranzitivna. Dakle, (1.61) je relacija
 ekvivalencije na skupu A. Klasa ekvivalencije elementa a ∈ A je orbita Ga jer je
 a = {b ∈ A | b = g ∙ a, g ∈ G} = Ga,
 stoga je A = ∪a∈C Ga diskjunktna unija gdje C sadrzi tocno jedan element iz svake
 orbite. �
 Definicija 1.26 Kazemo da grupa G djeluje tranzitivno na skup A ako za svaka dva
 elementa a, b ∈ A postoji g ∈ G takav da je b = g ∙ a.
 Ako G tranzitivno djeluje nan A, onda A ima samo jednu orbitu jer je A = G ∙ a za
 svaki a ∈ G. Istrazimo sada vezu izmedu orbite i stabilizatora elementa. Intuitivno
 ocekujemo da je orbita elementa manja sto je stabilizator veci. Precizna formulacija
 ove tvrdnje dana je sljedecim teoremom.
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 Teorem 1.22 Neka grupa G djeluje na skup A. Kardinalni broj orbite Ga jednak je
 indeksu stabilizatora Ga u G, tj.
 |Ga| = [G : Ga]. (1.65)
 Dokaz Definirajmo preslikavanje skupova f : Ga → G/Ga s f(g ∙ a) = gGa. Ovo
 preslikavanje je ocigledno surjekcija jer orbita Ga sadrzi elemente g ∙a za svaki g ∈ G.
 Pretpostavimo da je f(g ∙ a) = f(h ∙ a). Tada je gGa = hGa, odnosno h−1g ∈ Ga sto
 povlaci (h−1g) ∙ a = a. Djelovanjem s h na ovu jednakost dobivamo
 h ∙ a = h ∙ (h−1g) ∙ a = (hh−1g) ∙ a = g ∙ a.
 Dakle, f je bijekcija sto implicira |Ga| = |G/Ga| = [G : Ga]. �
 Ako je G konacna grupa, onda je prema Lagrangeovom teoremu |G| = |Ga| [G : Ga]
 pa iz (1.63) slijedi
 |G| = |Ga| |Ga| za svaki a ∈ A. (1.66)
 Ako je A konacni skup, onda iz (1.62) i (1.63) slijedi da je broj elemenata skupa
 jednak
 |A| =∑
 a∈C
 |Ga| =∑
 a∈C
 [G : Ga].
 Time smo dokazali
 Korolar 1.3 Neka je A konacni skup na kojeg djeluje grupa G. Tada je
 |A| =∑
 a∈C
 [G : Ga]
 gdje skup C sadrzi tocno jedan element iz svake orbite.
 Neka je Ag = {a ∈ A | g ∙ a = a} skup svih elemenata u A koji su stabilizirani
 elementom g ∈ G. Ako su A i G konacni skupovi, onda se broj orbita u A moze
 izraziti kao prosjecni broj elemenata u A koji stabilizirani elementima iz G.
 Teorem 1.23 (Burnside) Neka je G konacna grupa koja djeluje na konacni skup
 A. Tada je broj orbita u A, u oznaci |A/G|, jednak
 |A/G| =1
 |G|
 ∑
 g∈G
 |Ag|. (1.67)
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 Dokaz Definirajmo skup S = {(g, a) ∈ G × A | g ∙ a = a}. Za fiksni g ∈ G
 broj uredenih parova u S jednak je |Ag|, odnosno broju elemenata a ∈ A koji su
 stabilizirani s g. Za fiksni a ∈ A broj uredenih parova u S jednak je |Ga|, odnosno
 broju elemenata g ∈ g koji stabiliziraju a. Stoga je
 |S| =∑
 g∈G
 |Ag| =∑
 a∈A
 |Ga|. (1.68)
 Iz relacije (1.64) imamo |Ga| = |G|/|Ga| pa je
 ∑
 a∈A
 |Ga| = |G|∑
 a∈A
 1
 |Ga|. (1.69)
 Prema teoremu 1.21 skup A mozemo rastaviti po orbitama A = ∪a∈CGa gdje skup
 C sadrzi tocno jedan element iz svake orbite. Kako su orbite disjunktne, suma po
 elementima a ∈ A se moze napisati kao suma po elementima orbita Gb, b ∈ C. Ovo
 povlaci da je∑
 a∈A
 1
 |Ga|=∑
 b∈C
 ∑
 a∈Gb
 1
 |Ga|. (1.70)
 Medutim, a ∈ Gb povlaci da su a i b u istoj orbiti pa je |Ga| = |Gb| za svaki a ∈ Gb.
 Stoga je∑
 a∈Gb
 1
 |Ga|=∑
 a∈Gb
 1
 |Gb|= |Gb|
 1
 |Gb|= 1 (1.71)
 pa iz (1.68) dobivamo∑
 a∈A
 1
 |Ga|=∑
 b∈C
 1 = |C| (1.72)
 gdje je |C| broj orbita u A koji cemo oznaciti s |A/G|. Sada iz relacija (1.66), (1.67)
 i (1.70) odmah slijedi
 ∑
 g∈G
 |Ag| = |G|∑
 a∈A
 1
 |Ga|= |G| |A/G|, (1.73)
 odnosno
 |A/G| =1
 |G|
 ∑
 g∈G
 |Ag|. (1.74)
 �
 Prema teoremu 1.21 djelovanje grupe G na samu sebe konjugacijom tvori particiju od
 G na klase konjugacije C(a) = {gag−1 | g ∈ G}. Ako je G konacna grupa, ovo ima
 za posljedicu sljedeci vazni rezultat.
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 Teorem 1.24 (Jednadzba klase) Neka je G konacna grupa i neka su a1, a2, . . . , an
 predstavnici klasa konjugacije koje imaju vise od jednog elementa. Tada je
 |G| = |Z(G)| +n∑
 i=1
 [G : N(ai)].
 Dokaz Neka su a1, a2, . . . , an, an+1, . . . , am predstavnici svih klasa konjugacije u G
 gdje an+1, . . . , am predstavljaju klase s jednim elementom, odnosno C(ak) = {ak} za
 k = n+1, . . . ,m. Tada je centar grupe dan sa Z(G) = {an+1, an+2, . . . , am} pa imamo
 |G| =m∑
 i=1
 |C(ai)| =n∑
 i=1
 |C(ai)| +m∑
 i=n+1
 |C(ai)| = |Z(G)| +n∑
 i=1
 |C(ai)|. (1.75)
 Prema teoremu 1.22 vrijedi
 |C(ai)| = [G : Gai] = [G : N(ai)] (1.76)
 jer je stabilizator Gaijednak normalizatoru N(ai). Sada iz jednadzbi (1.73) i (1.74)
 dobivamo jednadzbu klase
 |G| = |Z(G)| +n∑
 i=1
 [G : N(ai)].
 �
 Iz jednadzbe klase mozemo izvesti odredene zakljucke o strukturi grupe. Kao prvu
 primjenu navodimo cinjenicu da grupa reda pn, gdje je p prost broj, ima netrivijalan
 centar.
 Teorem 1.25 Neka je G grupa reda pn, n ≥ 1, gdje je p prosti broj. Tada je centar
 grupe G netrivijalan.
 Dokaz Za grupu G jednadzbe klase glasi
 pn = |Z(G)| +r∑
 i=1
 [G : N(ai)], (1.77)
 gdje su a1, a2, . . . , ar predstavnici klasa konjugacije koji imaju vise od jednog ele-
 menta. Prema Lagrangeovom teoremu vrijedi
 pn = |N(ai)| [G : N(ai)] za sve i = 1, 2, . . . , r, (1.78)
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 sto implicira |N(ai)| = pl za neki 0 ≤ l ≤ n jer je p prosti broj. Prisjetimo se da je
 |N(a)| = |G| ako i samo ako je a ∈ Z(G) pa zakljucujemo da je l < n jer ai 6= Z(G).
 Sada iz (??) slijedi [G : N(ai)] = pn−l, 0 ≤ l < n, sto povlaci da p | [G : N(ai)].
 Dakle, p dijeli∑r
 i=1[G : N(ai)], pa iz jednadzbe (1.75) slijedi da p dijeli |Z(G)| jer je
 |Z(G)| = pn −∑r
 i=1[G : N(ai)]. Ovo dokazuje da je centar Z(G) netrivijalan. �
 1.10 Teoremi o strukturi grupa
 U ovom poglavlju cemo navesti neke rezultate o strukturi konacnih grupa, posebno
 o strukturi konacno generiranih Abelovih grupa i Sylowvljeve teoreme. Da bismo
 razumjeli strukturu konacno generiranih Abelovih grupa, potrebo je uvesti pojam
 direktnog umnoska grupa.
 1.10.1 Direktni umnozak
 Neka su G1, G2, . . . , Gn grupe. Na kartezijevom umnossku G = ×ni=1Gi mozemo
 definirati strukturu grupe s mnozenjem
 (g1, g2, . . . , gn)(h1, h2, . . . , hn) = (g1h1, g2h2, . . . , gnhn). (1.79)
 Jedinica u G je n-torka
 e = (e1, e2, . . . , en),
 dok je inverzni element dan s
 (g1, g2, . . . , gn)−1 = (g−11 , g−1
 2 , . . . , g−1n ).
 Asocijativnost mnozenja u G se naslijeduje od asocijativnosti mnozenja u grupama
 Gi. Lako se provjeri da ove operacije zadovoljavaju definiciju grupe 1.2.
 Definicija 1.27 Neka su G1, G2, . . . , Gn grupe. Skup G = ×ni=1Gi s binarnom ope-
 racijom (1.76) nazivamo vanjski direktni umnozak grupa G1, G2, . . . , Gn.
 Radi jednostavnosti, G = ×ni=1Gi cemo nazvati direktni umnozak grupa G1, G2, . . . , Gn.
 Ako su G1, G2, . . . , Gn konacne grupe, onda je ocito red grupe G jednak
 |G| =n∏
 i=1
 |Gi|.
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 Za ilustraciju, promotrimo direktni umnozak Abelove grupe G1 = R s operacijom
 zbrajanja i G2 = GL(n,R) s operacijom matricnog mnozenja. Mnozenje u G1 × G2
 je definirano s
 (x,A)(y,B) = (x + y, AB).
 Neutralni element je
 e = (0, I)
 gdje je I jedinicna matrica reda n, dok je inverzni element dan s
 (x,A)−1 = (−x,A−1).
 Sljedeca propozicija pokazuje da direktni umnozak G = ×ni=1Gi sadrzi izomorfnu
 kopiju svake grupe Gi koja je normalna podgrupa od G.
 Propozicija 1.6 Neka je G = ×ni=1Gi direktni umnozak grupa G1, G2, . . . , Gn.
 (i) Definirajmo
 Gi ={
 (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en) | gi ∈ Gi
 }.
 Tada je Gi normalna podgrupa od G i Gi ' Gi. Takoder,
 G/Gi ' ×nj=1j 6=i
 Gj .
 (ii) Definirajmo projekciju na i-tu komponentu πi : G → Gi s
 πi(g1, g2, . . . , gn) = gi.
 Tada je πi epimorfizam s jezgrom
 Ker(πi) ' G/Gi.
 Dokaz (i) Ako su
 x = (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en) ∈ Gi, y = (e1, . . . , ei−1, hi, ei+1, . . . , en) ∈ Gi,
 onda je
 xy−1 = (e1, . . . , ei−1, gih−1i , ei+1, . . . , en) ∈ Gi.
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 Dakle, Gi je podgrupa od G. Preslikavanje
 gi 7→ (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en)
 je izomorfizam, pa je Gi ' Gi. Stoga Gi mozemo identificirati s izomorfnom kopijom
 Gi ⊆ G. Definirajmo preslikavanje ϕi : G → ×nj=1j 6=i
 Gj s
 ϕi(g1, g2, . . . , gn) = (g1, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gn),
 koje jednostavno ispusti element gi. Iz definicije mnozenja u direktnom umnosku
 slijedi da je ϕi homomorfizam. Jezgra homomorfizma ϕi je dana s
 Ker(ϕ) ={
 (g1, g2, . . . , gn) ∈ G | gj = ej , j 6= i}
 ={
 (e1, . . . , ei−1, gi, ei+1, . . . , en) | gi ∈ Gi
 }= Gi,
 pa zakljucujemo da je Gi normalna podgrupa od G. Kako je ϕi surjekcija, iz prvog
 teorema o izomorfizmu dobivamo
 G/Gi ' ×nj=1j 6=i
 Gj . (1.80)
 (ii) Slicno kao u prethodnom slucaju lako se pokazuje da je projekcija πi : G → Gi
 homomorfizam s jezgrom
 Ker(πi) ={
 (g1, g2, . . . , gn) | gi = ei
 }
 ={
 (g1, . . . , gi−1, ei, gi+1 . . . , gn) | gj ∈ Gj
 }.
 Preslikavanje dano s (g1, . . . , gi−1, ei, gi+1 . . . , gn) 7→ (g1, . . . , gi−1, gi+1 . . . , gn) je izo-
 morfizam grupa
 Ker(πi) ' ×nj=1j 6=i
 Gj ,
 pa iz jednadzbe (1.77) dobivamo Ker(πi) ' G/Gi. �
 Ako je G = G1 ×G2 direktni umnozak dviju grupa, onda se svaki element iz G moze
 rastaviti kao
 (g1, g2) = (g1, e2)(e1, g2).
 Ovo implicira da je grupa G jednaka umnosku
 G = G1G2
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 gdje su G1 i G2 normalne podgrupe od G i G1∩G2 = {e}. Sljedeci teorem pokazuje da
 vrijedi obrat ovog zakljucka i daje nam kriterij kada je neka grupa direktni umnozak
 dviju grupa.
 Teorem 1.26 Neka je G grupa s podgrupama H i K takve da su
 (i) H i K normalne podgrupe od G,
 (ii) H ∩ K = {e}.
 Tada je HK ' H × K.
 Dokaz Prema teoremu 1.10, HK je podgrupa grupe G. Pokazimo da svaki element
 od H komutira sa svakim elementom od K. Neka su h ∈ H i k ∈ K. Tada je
 k−1hk ∈ H jer je H normalna podgrupa. Stoga je h−1(k−1hk) ∈ H. Slicno se poka-
 zuje (h−1k−1h)k ∈ K, pa zakljucujemo h−1k−1hk ∈ H ∩ K. Kako je H ∩ K = {e},
 slijedi da je h−1k−1hk = e, odnosno hk = kh.
 Svaki x ∈ HK ima jedinstveni zapis kao umnozak x = hk za neki h ∈ H i k ∈ K.
 Doista, ako je x = hk = h1k1, onda h−11 h = k1k
 −1 implicira h−11 h ∈ H ∩ K i
 k1k−1 ∈ H ∩ K. Odavde slijedi h1 = h i k1 = k jer je H ∩ K = {e}. Stoga je
 preslikavanje
 ϕ : HK → H × K, ϕ(hk) = (h, k),
 dobro definirano. Nadalje,
 ϕ((h1k1)(h2k2)) = ϕ(h1h2k1k2) = (h1h2, k1k2)
 = (h1, k1)(h2, k2) = ϕ(h1, k1)ϕ(h2, k2)
 jer k1 i h2 komutiraju pa zakljucujemo da je ϕ homomorfizam. Preslikavanje ϕ je
 ocigledno bijekcija jer svaki element (h, k) ∈ H × K ima jedinstvenu prasliku hk ∈
 HK. Dakle, grupe HK i H × K su izomorfne. �
 Definicija 1.28 Neka je G grupa koja sadrzi normalne podgrupe H i K takve da je
 G = HK i H ∩K = {e}. Tada kazemo da je G unutarnji direktni umnozak grupa H
 i K.
 Na kraju promotrimo cemu je izomorfan direktni umnozak i kvocijentih grupa.
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 Teorem 1.27 Neka su G1 i G2 grupe, i neka su N1 CG1 i N2 CG2. Tada je
 (G1 × G2)/(N1 × N2) ' (G1/N1) × (G2/N2).
 Dokaz Definirajmo preslikavanje φ : G1 × G2 → (G1/N1) × (G2/N2) s φ(x1, x2) =
 (x1N1, x2N2). Pokazimo da je φ homomorfizam. Imamo
 φ((x1, x2)(y1, y2)) = φ(x1y1, x2y2) = (x1y1N1, x2y2N2)
 =((x1N1)(y1N1), (x2N2)(y2N2)
 )
 = (x1N1, x2N2)(y1N1, y2N2) = φ(x1, x2)φ(y1, y2).
 Preslikavanje φ je surjektivno jer je
 Im(φ) = {(x1N1, x2N2) | x1, x2 ∈ G} = (G1/N1) × (G2/N2).
 Nadalje, jezgra homomorfizma je dana s
 Ker(φ) = {(x1, x2) | (x1N1, x2N2) = (N1, N2)}
 = {(x1, x2) | x1N1 = N1, x2N2 = N2}
 = {(x1, x2) | x1 ∈ N1, x2 ∈ N2} = N1 × N2.
 Dakle, prema prvom teoremu o izomorfizmu, vrijedi
 (G1 × G2)/(N1 × N2) ' (G1/N1) × (G2/N2).
 �
 1.10.2 Poludirektni umnozak
 Ako su H i K Abelove grupe, onda je H × K takoder Abelova grupa. Dakle, neko-
 mutativne grupe nije moguce dobiti kao direktni umnozak Abelovih grupa. U ovom
 poglavlju eemo razmotriti generalizaciju direktnog umnoska koje na skupu H × K
 opcenito definira strukturu nekomutativne grupe cak i ako su H i K Abelove. Ova
 konstrukcija naziva se poludirektni umnozak.
 Da bismo motivirali definiciju poludirektnog umnoska, pretpostavimo da G sadrzi
 dvije podgrupe H i K sa sljedecim svojstvima:
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 (a) H CG,
 (b) H ∩ K = {e}.
 Prema teoremu 1.10, HK je podgrupa od G. Ako su h1k1, h2k2 ∈ HK, onda je njihov
 umnozak jednak
 (h1k1)(h2k2) = h1(k1h2k−11 )(k1k2) = h3k3, (1.81)
 gdje je k3 = k1k2 i h3 = k1h2k−11 ∈ H jer je H normalna podgrupa. Element k1h2k
 −11
 jednak je Ik1(h2), gdje je Ik konjugacija elementom k ∈ K. Definirajmo preslikavanje
 ϕ : K → Aut(H), ϕ(k) = Ik.
 Tada umnozak (1.78) mozemo pisati u obliku
 (h1k1)(h2k2) =(h1ϕ(k1)(h2)
 )(k1k2). (1.82)
 Primijetimo da je ϕ homomorfizam jer za svaki h ∈ H vrijedi
 ϕ(k1k2)(h) = (k1k2)h(k1k2)−1 = k1(k2hk−1
 2 )k−11
 = ϕ(k1)(ϕ(k2)(h)
 )=(ϕ(k1) ◦ ϕ(k2)
 )(h).
 Dakle, ϕ(k1k2) = ϕ(k1) ◦ϕ(k2). Kako je H ∩K = {e} svaki element grupe HK je na
 jedinstven nacin prikazan umnoskom hk, h ∈ H, k ∈ K, pa ga mozemo identificirati
 s uredenim parom (h, k). U ovoj oznaci umnozak (1.79) postaje
 (h1, k1)(h2, k2) = (h1ϕ(k1)(h2), k1k2).
 Ova definicija mnozenja ima smisla i kada H i K nisu podgrupe neke grupe G i za
 proizvoljni homomorfizam ϕ : K → Aut(H). Homomorfizam ϕ inducira djelovanje
 grupe K na grupu H definiran s
 k ∙ h = ϕ(k)(h).
 Neutralni element eK ∈ K djeluje kao identiteta na H jer je ϕ(eK) = idH , tj.
 eK ∙ h = idH(h) = h.
 Takoder,
 k ∙ eH = ϕ(k)(eH) = eH
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 jer automorfizam ϕ(k) preslikava jedinicu u samu sebe. Djelovanje umnoska k1k2 je
 dano s
 (k1k2) ∙ h = ϕ(k1k2)(h) = (ϕ(k1) ◦ϕ(k2))(h) = ϕ(k1)(ϕ(k2)(h)
 )= k1 ∙ (k2 ∙ h). (1.83)
 Nadalje, k djeluje na umnozak h1h2 kao
 k ∙ (h1h2) = ϕ(k)(h1h2) = ϕ(k)(h1) ϕ(k)(h2) = (k ∙ h1)(k ∙ h2) (1.84)
 jer je ϕ(k) homomorfizam. Ova razmatranja motiviraju sljedeci rezultat.
 Teorem 1.28 Neka su H i K grupe, i neka je ϕ : K → Aut(H) homomorfizam. Na
 kartezijevom produktu H × K definirajmo umnozak
 (h1, k1)(h2, k2) =(h1 (k1 ∙ h2), k1k2
 )(1.85)
 gdje je k ∙ h = ϕ(k)(h).
 (i) Mnozenje (1.82) definira strukturu grupe na skupu G = H × K. Neutralni
 element je e = (eH , eK), a inverzni element dan je s
 (h, k)−1 = (k−1 ∙ h−1, k−1).
 (ii) Podgrupe H = H × {eK} i K = {eH} × K su izomorfne grupama H i K.
 (iii) H je normalna pogrupa od G.
 (iv) H ∩ K = {e}.
 Dokaz (i) Dokazimo asocijativnost mnozenja (1.82). Imamo
 ((h1, k1)(h2, k2)
 )(h3, k3) =
 (h1 (k1 ∙ h2), k1k2
 )(h3, k3)
 = (h1 (k1 ∙ h2) (k1k2) ∙ h3, (k1k2) k3). (1.86)
 S druge strane,
 (h1, k1)((h2, k2)(h3, k3)
 )= (h1, k1)
 (h2 (k2 ∙ h3), k2 k3
 )
 =(h1 k1 ∙ (h2 (k2 ∙ h3)), k1 (k2k3)
 ). (1.87)
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 Primjenom relacija (1.80) i (1.81) dobivamo
 (k1 ∙ h2)(k1k2) ∙ h3 = (k1 ∙ h2)(k1 ∙ (k2 ∙ h3)
 )= k1 ∙ (h2(k2 ∙ h3)), (1.88)
 pa supstitucija izraza (1.85) u jednadzbu (1.84) povlaci
 (h1, k1)((h2, k2)(h3, k3)
 )=(h1(k1 ∙ h2)(k1k2) ∙ h3, k1(k2k3)
 )=((h1, k1)(h2, k2)
 )(h2, k3).
 Lako se provjeri da je (eH , eK) neutralni element zdesna jer je
 (h, k)(eH , eK) = (h (k ∙ eH), keK) = (heH , k) = (h, k),
 a slicno se pokazuje i (eH , eK)(h, k) = (h, k). Dakle, (eH , eK) je jedinica u G. Provje-
 rimo da je inverzni element dan s
 (h, k)−1 = (k−1 ∙ h−1, k−1).
 Doista,
 (h, k)(k−1 ∙ h−1, k−1) = (h k ∙ (k−1 ∙ h−1), kk−1)
 = (h (kk−1) ∙ h−1, eK) = (h (eK ∙ h−1), eK) = (eH , eK).
 Slicno se pokazuje da je (k−1 ∙ h−1, k−1)(h, k) = (eH , eK).
 (ii) Pokazimo da je H podgrupa od G. Ako su (h1, eK), (h2, eK) ∈ H, onda je
 (h1, eK)(h2, eK)−1 = (h1, eK)(eK ∙ h−12 , eK)
 = (h1 eK ∙ (eK ∙ h−12 ), eK) = (h1h
 −12 , eK) ∈ H.
 Preslikavanje ψ : H → H, ψ(h, ek) = h, je ocigledno bijekcija. Takoder,
 ψ((h1, eK)(h2, eK)) = ψ(h1(eK ∙ h2), eK
 )
 = ψ(h1h2, eK) = h1h2 = ψ(h1, eK)ψ(h2, eK),
 stoga je ψ izomorfizam s H na H. Slicno se pokazuje da je K ' K.
 (iii) Neka je (h, eK) ∈ H, i neka je (h1, k1) ∈ G. Tada imamo
 (h1, k1)(h, eK)(h1, k1)−1 =
 ((h1 (k1 ∙ h), k1
 )(k−1
 1 ∙ h−11 , k−1
 1 )
 = (h1 (k1 ∙ h) k1 ∙ (k−11 ∙ h−1
 1 ), eK)
 = (h1 (k1 ∙ h) h−11 , eK) ∈ H,
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 cime je pokazano da je H normalna podgrupa od G.
 (iv) Ako je (h, k) ∈ H ∩K, onda je (h, k) ∈ H i (h, k) ∈ K iz cega slijedi da je h = eH
 i k = eK . Dakle, H ∩ K = {(eH , eK)}. �
 Definicija 1.29 Neka su H i K grupe, i neka je ϕ : K → Aut(H) homomorfizam.
 Skup H × K zajedno s operacijom mnozenja
 (h1, k1)(h2, k2) =(h1 (k1 ∙ h2), k1k2
 )
 gdje je k ∙ h = ϕ(k)(h) nazivamo poludirektni produkt grupa H i K i oznacavamo s
 H oϕ K.
 Ako je iz kontektsta jasno o kojem se homomorfizmu ϕ radi, onda pisemo H oK.
 Grupa Euklidskih gibanja ISO(2)
 Grupu transformacija E(2) tvore izometrije u ravnini R2, odnosno transformacije
 koje cuvaju Euklidsku metriku d(x, y) =√
 (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, x = (x1, x2) i
 y = (y1, y2). Podgrupa transformacija od E(2) koje cuvaju orijentaciju sastoji se od
 translacija i rotacija, i oznacava s ISO(2). Svaki element grupe ISO(2) je kompozicija
 translacije i rotacije
 x 7→ R(x + v), R ∈ SO(2), x, v ∈ R2,
 ili kompozicija rotacije i translacije
 x 7→ Rx + v.
 Grupa ISO(2) ima primjene u klasicnoj mehanici gdje prikazuje sva moguca gibanja
 krutog tijela u ravnini.
 Pokazat cemo da je ISO(2) poludirektni umnozak grupe translacija T i grupe rotacija
 SO(2). Svaka translacija Tv za vektor v ∈ R2,
 Tv(x) = x + v,
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 je jedinstveno odredena tim vektorom, stoga Tv mozemo identificirati s vektorom v.
 Preslikavanje Tv 7→ v na prirodan nacin daje izomorfizam s grupe T na grupu (R2, +).
 Elementi grupe rotacija su matrice
 Rθ =
 (cos θ − sin θ
 sin θ cos θ
 )
 , θ ∈ R.
 Za svaki Rθ ∈ SO(2) definirajmo preslikavanje ϕ(Rθ) : R2 → R2 kao matricno mnozenje
 ϕ(Rθ)(v) = Rθv, v ∈ R2.
 Preslikavanje ϕ(Rθ) : R2 → R2 je ocigledno bijekcija jer je matrica Rθ invertibilna.
 Takoder, ϕ(Rθ) je homomorfizam jer je
 ϕ(Rθ)(u + v) = Rθ(u + v) = Rθu + Rθv = ϕ(Rθ)(u) + ϕ(Rθ)(v).
 Stoga je ϕ(Rθ) ∈ Aut(R2). Nadalje,
 ϕ(RθRσ)(v) = Rθ(Rσv) = ϕ(Rθ)(ϕ(Rσ)(v)
 )=(ϕ(Rθ) ◦ ϕ(Rσ)
 )(v)
 za svaki v ∈ R2, pa zakljucujemo da je preslikavanje ϕ : SO(2) → Aut(R2) takoder
 homomorfizam. Odavde slijedi da grupa SO(2) djeluje na R2 mnozenjem slijeva,
 Rθ ∙ v = ϕ(Rθ)(v) = Rθv. (1.89)
 Koristeci djelovanje (1.86) mozemo definirati poludirektni umnozak R2 o SO(2) s
 binarnom operacijom
 (u,Rθ)(v,Rσ) = (u + Rθv,RθRσ). (1.90)
 R2 o SO(2) je grupa euklidskih gibanja koja cuva orijentaciju, i oznacavamo je s
 ISO(2).
 Operacija (1.87) se moze na vrlo zgodan nacin prikazati kao matricno mnozenje ako
 uredeni par (u,Rθ) ulozimo u matricu treceg reda na sljedeci nacin:
 (u,Rθ) ↪→
 (Rθ u
 0 1
 )
 . (1.91)
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 Lako provjeri da operacija (1.87) odgovara umnosku matrica koje predstavljaju uredene
 parove (u,Rθ) i (v,Rσ):
 (Rθ u
 0 1
 )(Rσ v
 0 1
 )
 =
 (RθRσ Rθv + u
 0 1
 )
 .
 Stoga je ISO(2) izomorfna matricnoj grupi
 {(Rθ v
 0 1
 )
 | Rθ ∈ SO(2), v ∈ R2
 }
 .
 Neutralni element je jedinicna matrica koja odgovara rotaciji za kut od θ = 0 radijana
 i translaciji za nul-vektor v = 0. Inverzni element je dan s
 (Rθ v
 0 1
 )−1
 =
 (R−1
 θ −R−1θ v
 0 1
 )
 .
 Podgrupe
 H =
 {(I v
 0 1
 )
 | v ∈ R2
 }
 , K =
 {(Rθ 0
 0 1
 )
 | Rθ ∈ SO(2)
 }
 su izomorfne grupama translacija T i rotacija SO(2), redom, dok je H normalna
 podgrupa grupe ISO(2).
 1.10.3 Konacno generirane Abelove grupe
 U proucavanju algebarskih struktura cesto nailazimo na sljedeci problem. Ako je
 zadana grupa G i podskup A ⊆ G, kako pronaci najmanju podgrupu od G koja sadrzi
 skup A? Ovaj problem smo vec susreli kod ciklickih podgrupa. Ciklicka podgrupa
 generirana elementom x ∈ G se formira tako da se skupu {x} dodaju sve cjelobrojne
 potencije elementa x. Na taj nacin prosireni skup postaje zatvoren na operacije
 mnozenja i invertiranja. Ovu konstrukciju cemo sada generalizirati na proizvoljne
 podskupove grupe G.
 Definicija 1.30 Neka je G grupa i neka je A ⊆ G. Podgrupa generirana skupom A je
 najmanja podgrupa od G koja sadrzi A. Podgrupu generiranu skupom A oznacavamo
 s 〈A〉.
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 〈A〉 je najmanja podgrupa od G koja sadrzi A u sljedecem smislu: ako je H podgrupa
 od G takva da je A ⊆ H, onda je 〈A〉 ⊆ H. Podgrupa 〈A〉 je presjek svih podgrupa
 od G koje sadrze skup A, tj.
 〈A〉 =⋂
 H≤GA⊆H
 H.
 Ako je A konacan skup {a1, a2, . . . , an}, onda pisemo
 〈A〉 = 〈a1, a2, . . . , an〉.
 Podgrupa 〈A〉 se tvori tako da se A prosiri elementima iz G tako da 〈A〉 bude zatvoreno
 u odnosu na mnozenje i invertiranje u grupi G. Ovo prosirenje mora biti minimalno
 u smislu gornje definicije. Na primjer, ako je A = {x}, onda skup A prosirujemo svim
 potencijama xk, k ∈ Z, i dobivamo ciklicku grupu
 〈x〉 = {xk | k ∈ Z}.
 U trivijalnim slucajevima kada je A = {e} ili A = G ocito je 〈e〉 = {e} i 〈G〉 = G.
 Propozicija 1.7 Neka je G grupa, i neka je A ⊆ G. Tada je
 〈A〉 = {aε11 aε2
 2 . . . aεnn | n ≥ 1, ai ∈ A, εi = ±1}.
 U ovoj propoziciji elementi ai ne moraju biti nuzno razliciti, broj faktora u umnosku
 je proizvoljan, a skup A ne mora biti konacan niti cak prebrojiv.
 Dokaz Definirajmo skup H = {aε11 aε2
 2 . . . aεnn | n ≥ 1, ai ∈ A, εi = ±1}. Pokazimo
 da je H podgrupa od G. Ako su
 a = aε11 aε2
 2 . . . aεnn i b = bδ1
 1 bδ22 . . . bδm
 m , εi = ±1, δi = ±1,
 onda je
 ab−1 = aε11 aε2
 2 . . . aεnn b−δm
 m b−δm−1
 m−1 . . . b−δ11 ∈ H
 jer je −δi = ±1 za svaki i. Dakle, H ≤ G. Ocigledno je A ⊆ H za n = 1 i ε1 = 1
 sto implicira 〈A〉 ⊆ H. S druge strane, podgrupa 〈A〉 je zatvorena na mnozenje i
 invertiranje pa sadrzi sve elemente oblika
 aε11 aε2
 2 . . . aεnn , ai ∈ A, n ≥ 0, εi = ±1,
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 sto implicira da je H ⊆ 〈A〉. Stoga zakljucujemo da je H = 〈A〉. �
 Primijetimo da ako je G Abelova grupa i A = {a1, a2, . . . , an} ⊆ G konacan skup,
 onda iz gornje propozicije slijedi da je
 〈A〉 = {ak11 ak2
 2 . . . aknn | ki ∈ Z, }.
 Definicija 1.31 Kazemo da je grupa G konacno generirana ako postoji konacan pod-
 skup A ⊆ G takav da je G = 〈A〉.
 Svaka konacna grupa G je ocito konacno generirana jer mozemo uzeti A = G.
 Medutim, konacno generirana grupa ne mora biti konacna. Na primjer, (Z, +) je
 beskonacna grupa generirana brojem 1.
 Definicija 1.32 Direktni umnozak
 Zr = Z× Z×× ∙ ∙ ∙ × Z (r kopija)
 naziva se slobodna Abelova grupa ranga r.
 Grupa Zr je generirana elementima
 xi = (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0), i = 1, 2, . . . , r,
 gdje se broj 1 u elementu xi nalazi na i-tom mjestu.
 Struktura konacno generiranih Abelovih grupa moze se potpuno opisati sljedecim
 teoremom koji kazuje da je svaka takva grupa izomorfna direktnom umnosku slobodne
 Abelove grupa ranga r ≥ 0 i konacnog broja ciklickih grupa Zn.
 Teorem 1.29 (Osnovni teorem o konacno generiranim Abelovim grupama)
 Neka je G konacno generirana Abelova grupa. Tada je
 G ' Zr × Zn1 × Zn2 × ∙ ∙ ∙ × Znk(1.92)
 gdje r, n1, . . . , nk zadovoljavaju sljedece uvjete:
 (i) r ≥ 0, ni ≥ 2 za svaki i,
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 (ii) ni+1 | ni za 1 ≤ i ≤ k − 1.
 Rastav (1.89) grupe G je jedinstven.
 Definicija 1.33 Broj r ≥ 0 naziva se slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi
 n1, n2, . . . , nk nazivaju se invarijantni faktori grupe G.
 Relaciju (1.89) nazivamo rastav grupe G na invarijantne faktore. Uvjet (ii) implicira
 da invarijatni faktori tvore padajuci niz
 n1 ≥ n2 ≥ n3 . . . ≥ nk.
 Dvije konacno generirane Abelove grupe su izomorfne ako i samo ako imaju isti rang
 i invarijantne faktore. Primijetimo da je Abelova grupa G konacna ako i samo ako je
 r = 0, i u tom slucaju imamo
 G ' Zn1 × Zn2 × ∙ ∙ ∙ × Znk,
 a red grupe je jednak |G| = n1n2 . . . nk.
 Teorem 1.29 nam omogucava klasifikaciju konacnih Abelovih grupa. Ako zelimo
 pronaci sve Abelove grupe reda n, onda se problem svodi na nalazenje svih inva-
 rijantih faktora ni takvih da je
 (i) ni ≥ 2,
 (ii) ni+1 | ni,
 (iii) n = n1n2 . . . nk.
 Ako je p prosti broj koji dijeli n, onda p | ni za neki i ≥ 1. Zbog svojstva (ii) ovo
 implicira da p | n1. Ovo zapazanje nam daje vazno svojstvo najveceg invarijantnog
 faktora n1:
 Svaki prosti djelitelj broja n dijeli n1. (1.93)
 Posebno, ako je n = p1p2 . . . ps gdje su p1, p2, . . . , ps razliciti prosti brojevi, onda
 (1.90) implicira da pi | n1 za svaki i, pa postoji samo jedan moguci invarijantni faktor
 n1 = n. Odavde slijedi
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 Korolar 1.4 Ako je n = p1p2 . . . ps umnozak razlicitih prostih brojeva p1, p2, . . . , ps,
 onda je svaka Abelova grupa reda n izomorfna ciklickoj grupi Zn.
 Primjer 1.1 Prema korolaru 1.4, grupa Z2×Z3 je izomorfna grupi Z6 jer je 6 = 2 ∙3
 gdje su 2 i 3 prosti brojevi. Lako se provjeri da element g = (1, 2) ∈ Z2 × Z3 ima red
 6, pa g generira ciklicku grupu Z6.
 Primjer 1.2 Odredite sve moguce Abelove grupe reda 180.
 Potrebno je odrediti sve invarijantne faktore ni takve da je 180 = n1n2 . . . nk.
 (1) U prvom koraku n se faktorizira na potencije prostih brojeva:
 n = 22 ∙ 32 ∙ 5.
 (2) U drugom koraku odreduje se najveci invarijantni faktor n1 imajuci na umu da
 svi prosti faktori broja n dijele n1 i n1 | n. Dakle, moguce vrijednosti za n1 su
 n1 = 2 ∙ 3 ∙ 5, 22 ∙ 3 ∙ 5, 2 ∙ 32 ∙ 5, n1 = 22 ∙ 32 ∙ 5.
 (3) Treci korak se sastoji u odredivanju ostalih invarijantnih faktora n2, n3 . . . za
 svaku mogucu vrijednost broja n1. Ovi invarijantni faktori imaju svojstvo da
 n2 | n1 i n1n2 | n, n3 | n2 i n1n2n3 | n, i tako dalje.
 Na primjer, ako je n1 = 2 ∙3 ∙5, onda su kandidati za n2 dani s n2 = 2, 3, 6. Ostale
 kombinacije djelitelja n1 nisu dozvoljene jer u tom slucaju n1n2 - n. Ako je n2 = 2,
 onda n3 | n2 implicira n3 = 2. Ovo vodi na kontradikciju jer n1n2n3 = 23 ∙3 ∙5 - n.
 Isti zakljucak vrijedi za n2 = 3. Dakle, jedina mogucnost za n2 je n2 = 6. Tada
 je
 6 ∙ (2 ∙ 3 ∙ 5) = 180,
 pa su n1 = 2 ∙ 3 ∙ 5 i n2 = 6 invarijantni faktori koji daju rastav
 Z30 × Z6.
 Slicnim argumentima se odreduju invarijantni faktori za ostale vrijednosti n1. Pri-
 mijetimo da u posljednjem slucaju imamo n = n1. Kompletna lista invarijantnih
 faktora s odgovarajucim rastavima dana je u tablici 1.5. �
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 Invarijantni faktori Abelove grupe
 2 ∙ 3 ∙ 5, 6 Z30 × Z6
 22 ∙ 3 ∙ 5, 3 Z60 × Z3
 2 ∙ 32 ∙ 5, 2 Z90 × Z2
 22 ∙ 32 ∙ 5 Z180
 Tablica 1.5: Klasifikacija Abelovih grupa reda 180.
 1.10.4 Sylowljevi teoremi
 Ako je G konacna grupa, onda prema Lagrangeovom teoremu red bilo koje podgrupe
 od G dijeli |G|. Prirodno se namece pitanje: Ako k dijeli |G|, da li G nuzno ima
 podgrupu reda k? Ako malo razmislimo, vidjet cemo da obrat ne vrijedi. Na primjer,
 alternirajuca grupa A4 koja ima 12 elemenata ne sadrzi podgrupu reda 6 sto se vidi
 iz sljedeceg razmatranja. Pretpostavimo da je H podgrupa od A4 i |H| = 6. Tada je
 [A4 : H] = 2 pa je H normalna podgrupa od A4 prema propoziciji 1.3. Kvocijentna
 grupa A4/H ima dva elementa pa je kvadrat svakog elementa u A4/H jednak jedinici,
 (gH)2 = g2H = H za svaki g ∈ A4. Ovo povlaci da je g2 ∈ H za svaki g ∈ A4. Ako je
 g ∈ A4 element reda 3, onda imamo g = (g2)2 ∈ H pa zakljucujemo da H sadrzi sve
 element od A4 reda 3. Medutim, to je kontradikcija jer A4 ima 8 ciklickih permutacija
 duljine 3, odnosno 8 elemenata reda 3, dok je |H| = 6. Dakle, A4 nema podgrupu
 reda 6. Opcenito se moze se pokazati grupa An nema podgrupu reda n!/4 za n ≥ 5.
 Parcijalni obrat Lagrangeovog teorema ipak vrijedi u nekim posebnim slucajevima.
 Ovu cinjenicu otkrio je L. Sylow koji je pokazao da ako pi dijeli |G| gdje je p prosti
 broj, onda G ima podgrupu reda pi.
 Definicija 1.34 Neka je G konacna grupa i neka je p prosti broj.
 (i) Grupa G naziva se p-grupa ako je |G| = pk za neki k > 0.
 (ii) Podgrupa od G reda pi naziva se p-podgrupa od G.
 (iii) Podgrupa reda pk, gdje je pk najveca potencija od p koja dijeli |G|, naziva se
 Sylowljeva p-podgrupa od G.

Page 75
                        

POGLAVLJE 1. GRUPE 74
 Slika 1.8: Ludwig Sylow, 1832-1918. Sylow je bio srednjoskolski profesor koji je 1872.
 dokazao jedan od najvaznijih rezultata u teoriji konacnih grupa.
 Primijetimo da ako je |G| = pkm gdje p - m, onda Sylowljeva p-podgrupa ima red
 pk. Skup Sylowljevih p-podgrupa od G oznacavamo sa Sylp(G), a broj Sylowljevih
 p-podgrupa s np.
 Primjeri
 (1) Grupa Z12 ciji red je 12 = 22 ∙ 3 ima jednu Sylowljevu 2-podgrupu reda 4
 {0, 3, 6, 9},
 i jednu Sylowljevu 3-podgrupu reda 3
 {0, 4, 8}.
 (2) Simetricna grupa S3 reda 6 = 2 ∙ 3 ima tri Sylowljeve 2-podgrupe
 {(1), (1 2)}, {(1), (2 3)}, {(1), (1 3)},
 i jednu Sylowljevu 3-podgrupu
 {(1), (1 2 3), (1 3 2)}.
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 (3) Diedralna grupa D12 reda 12 = 22 ∙ 3 je definirana s
 D12 ={
 1, R, . . . , R5, D,DR, . . . , DR5 | R6 = D2 = 1, RkD = DR−k}
 .
 D12 ima tri Sylowljeve 2-podgrupe
 {1, R3, D,DR3}, {1, R3, DR5, DR2}, {1, R3, DR4, DR},
 i jednu Sylowljevu 3-podgrupu
 {1, R2, R4}.
 �
 U ovim primjerima svaka grupa reda pkm, gdje je p prosti broj i p - m, ima barem
 jednu podgrupu reda pk.
 Teorem 1.30 (Prvi Sylowljev teorem) Neka je G grupa reda pkm gdje je p prosti
 broj i p - m. Tada G ima podgrupe reda pi za svaki 1 ≤ i ≤ k. Posebno, G ima barem
 jednu Sylowljevu p-podgrupu.
 Sylowljeva p-podgrupa od G je maksimalna podgrupa u smislu da je pk najveca po-
 tencija od p koja dijeli |G|. Sljedeci teorem daje neka svojstva ovih grupa.
 Teorem 1.31 (Drugi Sylowljev teorem)
 (i) Ako su P1 i P2 Sylowljeve p-podgrupe od G, onda postoji g ∈ G takav da
 P2 = gP1g−1.
 (ii) Broj Sylowljevih p-podgrupa je oblika np = 1 + kp za neki k ≥ 0, odnosno
 np ≡ 1 (mod p).
 Nadalje, np dijeli indeks [G : P ] gdje je P bilo koja Sylowljeva p-podgrupa od G.
 (iii) Bilo koja p-podgrupa od G sadrzana je u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi od G.
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 Prvi dio teorema 1.31 kaze da se svaka Sylowljeva p-podgrupa moze dobiti konjugaci-
 jiom jedne Sylowljeve p-podgrupe. Drugim rijecima, konjugacija djeluje tranzitivno
 na skup Sylowljevih p-podgrupa.
 Neka je |G| = pkm gdje p - m, i neka je P Sylowljeva p-podgrupa. Tada je |P | = pk
 pa iz Lagrangeovog teorema slijedi [G : P ] = m. Stoga np | m prema drugom dijelu
 teorema 1.31.
 Sylowvljevi teoremi su vazni u klasifikaciji konacnih grupa. Zakljucimo ovo poglavlje
 s nekim rezultatima o strukturi grupa koji su posljedica Sylowljevih teorema.
 (1) Ako je G grupa reda pn, gdje je p prosti broj, koja sadrzi tocno po jednu podgrupu
 reda p, p2, . . . , pn−1, onda je G ciklicka grupa.
 (2) Postoje samo dvije nekomutativne grupe reda 8:
 (a) Okticka grupa generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
 a4 = e, b2 = e, b−1ab = a3.
 (b) Grupa kvaterniona generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
 a4 = e, b2 = a2, b−1ab = a3.
 (3) Neka je G grupa reda pq gdje su p i q prosti brojevi i p < q. Tada postoje najvise
 dvije grupe reda pq:
 (a) Ciklicka grupa pq.
 (b) Ako p | q − 1, grupa generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
 ap = bq = e, a−1ba = br
 za neki r ∈ Z takav da je rp ≡ 1 (mod q) i r 6≡ 1 (mod q).
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 Prsteni
 2.1 Osnovna svojstva prstena
 Prsteni su algebarske strukture na kojima su definirane dvije binarne operacije koje
 nazivamo zbrajanje i mnozenje, i koje su povezane zakonom distributivnosti. Prototip
 prstena je skup cijelih brojeva Z sa standardnim operacijama zbrajanja i mnozenja.
 U ovom poglavlju cemo prouciti elementarna svojstva prstena, posebno konstrukcije
 koje su analogne onim u teoriji grupa kao sto su podprsteni, ideali (koji su analogni
 normalnim podgrupama), kvocijentni prsteni i homomorfizmi prstena. Kratko cemo
 se osvrnuti i na pitanje multiplikativnog inverza koje prirodno vodi do konstrukcije
 polja.
 Definicija 2.1 Prsten je neprazan skup R s dvije binarne operacije + i ∙ koje nazi-
 vamo zbrajanje i mnozenje, i koje za svaki a, b, c ∈ R zadovoljavaju sljedeca svojstva:
 (i) (R, +) je Abelova grupa,
 (ii) mnozenje je asocijativno:
 a ∙ (b ∙ c) = (a ∙ b) ∙ c,
 (iii) mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje slijeva i zdesna:
 a ∙ (b + c) = a ∙ b + a ∙ c, (a + b) ∙ c = a ∙ c + b ∙ c.
 77
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 Neutralni element u Abelovoj grupi (R, +) oznacavamo s 0, a inverzni element s −a.
 Dakle, u prstenu vrijedi
 a + (−a) = 0 za svaki a ∈ R.
 Radi jednostavnosti pisanja mnozenje oznacavamo s a ∙ b ≡ ab.
 Definicija 2.2 Ako je mnozenje u prstenu R komutativno, onda R nazivamo komu-
 tativni prsten. Kazemo da je R prsten s jedinicom ako postoji element 1 ∈ R takav
 da je
 1a = a1 = a za svaki a ∈ R.
 Zanimiljivo je primijetiti da je komutativnost zbrajanja u R uvjetovana zahtjevom
 distributivsnoti mnozenja u R. Pretpostavimo na trenutak da (R, +) nije komuta-
 tivna grupa i da R ima jedinicu 1 ∈ R. Tada se umnozak (1+1)(a+b) moze izracunati
 na dva razlicita nacina:
 (1 + 1)(a + b) = (1 + 1)a + (1 + 1)b = a + a + b + b, (2.1)
 (1 + 1)(a + b) = 1(a + b) + 1(a + b) = a + b + a + b. (2.2)
 Usporedbom (2.1) and (2.2) zakljucujemo da je a + b = b + a jer bismo inace imali
 kontradikciju. Dakle, (R, +) mora biti Abelova grupa kako bi zbrajanje bilo kompa-
 tibilno s uvjetom distibutivnosti.
 Primjeri prstena
 (1) Neka je (R, +) Abelova grupa. Ako na R definiramo mnozenje s ab = 0 za svaki
 a, b ∈ R, onda dobivamo trivijalni prsten. Ovakav prsten nema jedinicu osim ako
 je R = {0}. U tom je slucaju 1 = 0.
 (2) Standardni primjeri prstena s jedinicom su skupovi brojeva Z,Q,R i C sa stan-
 dardnim operacijama zbrajanja i mnozenja.
 (3) Neka je M(n,F) skup kvadratnih matrica reda n nad F = R ili C. M(n,F)
 je prsten s operacijama matricnog zbrajanja i mnozenja. Nula u prstenu je nul
 matrica, a jedinica je jedinicna matrica.
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 (4) Skup 2 × 2 matrica na poljem F definiran sa
 R =
 {(a b
 0 0
 )
 | a, b ∈ F
 }
 (2.3)
 je nekomutativni prsten. Primijetimo da R nema jedinicu. Pretpostavimo da
 postoji ( x y0 0 ) ∈ R takav da je
 (x y
 0 0
 )(a b
 0 0
 )
 =
 (a b
 0 0
 )(x y
 0 0
 )
 =
 (a b
 0 0
 )
 (2.4)
 za sve a, b ∈ F. Jednadzba (2.4) implicira ax = a, ay = b i xb = b sto vodi na
 kontradikciju ako je a = 0 i b 6= 0. Jedinicna matrica ( 1 00 1 ) je jedinica u prstenu
 M(2,F), ali ( 1 00 1 ) /∈ R.
 (5) Sa R[x] oznacimo skup polinoma s realnim koeficijentima
 f(x) = a0 + a1x + a2x2 + ∙ ∙ ∙ + anxn, an ∈ R, an 6= 0.
 Standardne operacije zbrajanja i mnozenja polinoma zadovoljavaju aksiome pr-
 stena. Nula u R[x] je nul polinom 0(x) = 0, a jedinica je konstantni polinom
 1(x) = 1. Svojstva polinoma s koeficijentima u proizvoljnom prstenu cemo de-
 taljnije prouciti u poglavlju 2.10.
 (6) Skup neprekidnih funkcija f : [a, b] → R je prsten sa zbrajanjem i mnozenjem po
 tockama:
 (f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) x ∈ [a, b].
 Jedinica u prstenu je konstantna funkcija
 1(x) = 1 za svaki x ∈ [a, b].
 Ovaj prsten oznacavamo s C[a, b].
 (7) Promotrimo Abelovu grupu Zn = {0, 1, . . . , n − 1}. Mnozenje u Zn definirano s
 x ∙ y = xy,
 zadovoljava aksiome prstena. Zn je prsten s jedinicom 1 koji ima konacno mnogo
 elemenata.
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 Elemenatarna svojstva prstena dana su sljedecim teoremom.
 Teorem 2.1 Neka je R prsten. Tada za svaki a, b, c ∈ R vrijedi
 (i) a0 = 0a = 0,
 (ii) a(−b) = −(ab) = (−a)b,
 (iii) a(b − c) = ab − ac, (a − b)c = ac − bc.
 Dokaz
 (i) Iz distribucije mnozenja slijedi
 a0 = a(0 + 0) = a0 + a0,
 sto prema definiciji neutralnog elementa implicira a0 = 0. Slicno se pokazuje
 da je 0a = 0.
 (ii) Distributivnost mnozenja daje
 0 = a0 = a(b + (−b)) = ab + a(−b),
 pa iz definicije inverznog elementa slijedi
 a(−b) = −(ab).
 Slicno se pokazuje relacija −(ab) = (−a)b.
 (iii) Koristeci svojstvo (ii) dobivamo
 a(b − c) = a(b + (−c)) = ab + a(−c) = ab − ac,
 i slicno
 (a − b)c = (a + (−b))c = ac + (−b)c = ac − bc.
 �
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 Mnozenje u prstenu je asocijativno pa umnozak elemenata a1, a2 i a3 jednostavno za-
 pisujemo kao a1a2a3 jer nije vazno kako grupiramo elemente. Isto vrijedi za umnozak
 elemenata a1, a2, . . . , an koji zapisujemo kaon∏
 i=1
 ai = a1a2 . . . an.
 Takoder, zbog asocijativnosti zbrajanja suma elemenata a1, a2, . . . , an se zapisuje kaon∑
 i=1
 ai = a1 + a2 + ∙ ∙ ∙ + an.
 Sljedeca propozicija daje generalizaciju aksioma o distributivnosti, i lako se dokazuje
 indukcijom po n i m.
 Propozicija 2.1 Neka je R prsten, i neka su ai, bj ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
 Tada je (n∑
 i=1
 ai
 )(m∑
 j=1
 bj
 )
 =n∑
 i=1
 m∑
 j=1
 aibj .
 Ako je a ∈ R i m ∈ N, onda definiramo
 am = a a . . . a︸ ︷︷ ︸m puta
 , ma = a + a + ∙ ∙ ∙ + a︸ ︷︷ ︸m puta
 ,
 a−m = (a−1)m ako a ima muliplikativni inverz a−1,
 −ma = (−a) + (−a) + ∙ ∙ ∙ + (−a)︸ ︷︷ ︸
 m puta
 .
 Ako R ima jedinicu, onda definiramo a0 = 1. Iz ovih definicija indukcijom se lako
 pokazuje sljedeci teorem.
 Teorem 2.2 Neka je R prsten, i neka su a, b ∈ R. Tada za svaki n,m ∈ N vrijedi
 (i) aman = am+n,
 (ii) (am)n = amn.
 Takoder, za svaki n,m ∈ Z imamo
 (i) ma + na = (m + n)a,
 (ii) m(na) = (mn)a,
 (iii) (ma)(nb) = (mn)(ab) = (na)(mb).
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 2.2 Vrste prstena
 S obzirom na svojstva mnozenja, razlikujemo nekoliko vrsta prstena.
 Definicija 2.3 Neka je R prsten s jedinicom. Ako svaki element a ∈ R, a 6= 0,
 ima multiplikativni inverz a−1 ∈ R, onda R nazivamo prsten s dijeljenjem. Ako je
 mnozenje u R takoder komutativno, onda R nazivamo polje.
 Ako je R prsten s jedinicom, onda skup invertibilnih elemenata tvori multiplikativnu
 grupu R∗. Na primjer, u prstenu cijelih brojeva je Z∗ = {1,−1}. U prstenu s dijelje-
 njem multiplikativna grupa jednaka je R∗ = R \ {0}.
 Standarni primjeri prstena s dijeljenjem (odnosno polja) su prsteni brojeva Q, R i C.
 Primijetimo da Z nije prsten s dijeljenjem jer cijeli brojevi osim 1 i −1 nemaju mul-
 tiplikativni inverz u Z. Prsten matrica M(n,R) nije prsten s dijeljenjem jer matrica
 A 6= 0 nema nuzno imati inverz. Na primjer, matrica
 A =
 (a 0
 b 0
 )
 , a, b 6= 0,
 nije nul-matrica, ali A−1 ne postoji jer je det(A) = 0.
 Definicija 2.4 Prsten R nazivamo integralna domena ako xy = 0, x, y ∈ R, povlaci
 x = 0 ili y = 0.
 Ako je R prsten s dijeljenjem, onda je R integralna domena. Posebno, svako polje je
 integralna domena. Ako je R integralna domena i x, y ∈ R \ {0}, onda je xy 6= 0.
 Napomenimo da neki autori definiraju integralnu domenu kao komutativni prsten s
 jedinicom koji zadovoljava definiciju 2.4.
 Primjeri
 (1) Prsten cijelih brojeva Z je ocigledno integralna domena.
 (2) Lako se pokazuje da je prsten Gaussovih cijelih brojeva
 Z[i] ={
 m + in | m,n ∈ Z, i =√−1}
 takoder integralna domena.
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 (3) Promotrimo prsten neprekidnih funkcija C[0, 1]. Definirajmo
 f(x) =
 0, 0 ≤ x ≤ 12,
 x − 12, 1
 2< x ≤ 1,
 g(x) =
 −x + 12, 0 ≤ x ≤ 1
 2,
 0, 12
 < x ≤ 1.
 Tada su f, g ∈ C[0, 1] i f 6= 0, g 6= 0. Medutim, f(x)g(x) = 0 za svaki x ∈ [0, 1],
 odnosno fg = 0, pa zakljucujemo da C[0, 1] nije integralna domena.
 Prsten Z je komutativna integralna domena s jedinicom koja nije polje jer za n ∈ Z
 osim za n = ±1 vrijedi n−1 = 1n
 /∈ Z. Medutim, u sljedecem slucaju vrijedi obrat.
 Propozicija 2.2 Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R
 konacan skup, onda je R polje.
 Dokaz Odaberimo a ∈ R, a 6= 0, i definirajmo preslikavanje ϕ : R → R s ϕ(x) = ax.
 Pokazimo da je ϕ injekcija. Ako je ax = ay, onda je a(x − y) = 0 sto implicira da je
 x − y = 0 jer je R integralna domena i a 6= 0. Dakle, x = y. Injektivnost implicira
 da je ϕ : R → R surjekcija jer je R konacan skup. Odavde slijedi da za 1 ∈ R postoji
 jedinstveni b ∈ R takav da je ϕ(b) = 1, odnosno ab = ba = 1. Time je dokazano da
 svaki element a 6= 0 ima mulitplikativni inverz. Stoga je R polje. �
 Definicija 2.5 Neka je R prsten. Element x ∈ R naziva se lijevi djelitelj nule ako
 postoji y ∈ R, y 6= 0, takav da je xy = 0. Slicno se definira desni djelitelj nule. Ako
 je x lijevi i desni djelitelj nule, onda se x naziva djelitelj nule.
 Ocito je 0 ∈ R trivijalni djelitelj nule u svakom prstenu R. Primijetimo da je R
 integralna domena ako i samo ako je 0 ∈ R jedini djelitelj nule u R. Primjeri prstena
 s netrivijalnim djeliteljima nule su M(n,R) i Zn.
 Neka su
 A =
 (a 0
 0 0
 )
 , B =
 (0 0
 b 0
 )
 , a, b 6= 0,
 matrice u prstenu M(2,R). Tada je AB = 0 sto znaci da je A lijevi djelitelj, a B
 desni djelitelj nule u M(2,R).
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 Netrivijalni djelitelji nule u prstenu Zn su elementi a ∈ Zn gdje a i n nisu relativno
 prosti, odnosno a i n imaju zajednicki djelitelj d > 1. Neka je d > 1 najveci za-
 jednicki djelitelj brojeva a i n. Tada je n = bd i a = cd za neki b ∈ N i c ∈ Z. Kako
 je d > 1 imamo 0 < b < n, stoga je b 6= 0. Nadalje, ab = cdb = cn sto implicira da
 je ab = ab = 0. Dakle, a je djelitelj nule jer je b 6= 0. Na primjer, djelitelji nule u
 prstenu Z6 su 2, 3 i 4 jer 2, 3 i 4 nisu relativno prosti u odnosu na 6.
 Definirajmo jos nekoliko korisnih pojmova u teoriji prstena.
 Definicija 2.6 Neka je R prsten. Za element a ∈ R kazemo da je nilpotentan ako
 postoji n ∈ N takav da je an = 0.
 Neutralni element 0 ∈ R je ocigledno nilpotentan. Matrica
 A =
 (0 x
 0 0
 )
 , x ∈ R,
 je nilpotentan element u prstenu M(2,R) jer je
 A2 =
 (0 0
 0 0
 )
 .
 Ako je R integralna domena, onda R ne sadrzi nilpotentne elemente a 6= 0. Doista, ako
 je a 6= 0 nilpotentan, onda jednakost an = aan−1 = 0 implicira an−1 = 0. Iteracijom
 po n zakljucujemo da je a = 0, sto je kontradikcija. Dakle, jedini nilpotentni element
 u integralnoj domeni je 0 ∈ R.
 Definicija 2.7 Neka je R prsten. Kazemo da je element a ∈ R idempotentan ako je
 a2 = a.
 Ocito je da su 0 i 1 idempotentni elementi u svakom prstenu R (ako R ima jedinicu).
 Za matricu
 A =
 (1 1
 0 0
 )
 ∈ M(2,R)
 vrijedi A2 = A, stoga je A idempotentan element u M(2,R).
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 2.3 Podprsten i karakteristika prstena
 Definicija 2.8 Neka je (R, +, ∙) prsten, i neka je S ⊆ R neprazan podskup. Ako je
 (S, +, ∙) prsten, onda S nazivamo podprsten od R.
 Binarne operacije u S su iste kao u R. Slicno se definira podpolje nekog polja. Svaki
 prsten R ima trivijalne podprstene: {0} i R.
 Propozicija 2.3 Neka je R prsten. Neprazan podskup S ⊆ R je podprsten od R ako
 za svaki a, b ∈ S vrijedi a − b ∈ S i ab ∈ S.
 Dokaz Ako je a − b ∈ S za svaki a, b ∈ S, onda je (S, +) aditivna podgrupa grupe
 (R, +). Nadalje, ako je ab ∈ S za svaki a, b ∈ S, onda je S zatvoren na mnozenje,
 dok se asocijativnost i distributivnost mnozenja naslijeduju iz R. �
 Lako se pokazuje da je presjek konacnog broja podprstena od R takoder podprsten
 od R.
 Definicija 2.9 Neka je R prsten. Skup
 Z(R) = {a ∈ R | xa = ax za svaki x ∈ R}
 naziva se centar prstena R.
 Centar Z(R) je neprazan skup jer je 0 ∈ Z(R).
 Teorem 2.3 Centar prstena je podprsten.
 Dokaz Neka su a, b ∈ Z(R) i x ∈ R. Tada je
 (a − b)x = ax − bx = xa − xb = x(a − b),
 sto pokazuje da je a − b ∈ Z(R). Nadalje,
 (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = x(ab),
 pa slijedi da je ab ∈ Z(R). Prema propoziciji 2.3, Z(R) je podprsten od R. �
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 Definicija 2.10 Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji prirodni broj n takav
 da je na = 0 za svaki element a ∈ R. Najmanji takav prirodni broj naziva se karak-
 teristika prstena R. Ako takav broj ne postoji, onda kazemo da R ima karakteristiku
 nula.
 Karakteristiku prstena R oznacavamo s char(R). Ocigledno je da prsten cijelih bro-
 jeva ima karakteristiku char(Z) = 0, dok je karakteristika prstena Zn jednaka n.
 Doista, ako je k ∈ Zn, onda je
 nk = k + k + ∙ ∙ ∙ + k︸ ︷︷ ︸n puta
 = nk = nk = 0
 jer je n = 0. Pokazimo da je n namanji prirodni broj sa svojstvom nk = 0 za svaki
 k ∈ Zn. Pretpostavimo da postoji 1 ≤ m < n takav da je mk = 0 za svaki k ∈ Zn.
 Tada za k = 1 dobivamo
 m1 = 1 + 1 + ∙ ∙ ∙ + 1︸ ︷︷ ︸n puta
 = m = 0,
 sto implicira m = pn za neki p ≥ 1. Time dobivamo kontradikciju jer je m < n.
 Dakle, m = n.
 Teorem 2.4 Neka je F polje. Tada je char(F ) nula ili prost broj.
 Dokaz Pretpostavimo da je n 6= 0 karakteristika polja F . Tada je n1 = 0 gdje je 1
 jedinica u polju F . Ako n nije prosti broj, onda se n moze faktorizirati kao n = n1n2
 gdje je 1 < n1 < n i 1 < n2 < n. Sada (n1n2)1 = 0 implicira (n11)(n21) = 0 sto
 daje n11 = 0 ili n21 = 0 jer je F integralna domena. Ovo dalje implicira n1a = 0
 ili n2a = 0 za svaki a ∈ F , cime dobivamo kontradikciju jer su n1 < n i n2 < n.
 Zakljucujemo da se n nije slozen, dakle n je prost broj. �
 2.4 Prsten kvaterniona
 1843. godine irski matematicar W.R. Hamilton konstruirao je prvi primjer nekomu-
 tativnog prstena s dijeljenjem. Elemente tog prstena nazvao je kvaternioni jer su
 definirani pomocu cetiri realna broja. Kvaternioni nalaze siroku primjenu u mate-
 matici, fizici i tehnici. Na primjer, kvaternionima se opisuju prostorne rotacije pa se
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 Slika 2.1: William Rowan Hamilton, 1805-1865. Hamilton je otkrio kvaternione 1843
 godine, sto je primjer prve nekomutativne algebre.
 stoga primjenjuju u 3D racunalnoj grafici, teorijskoj mehanici i teoriji kontrole. In-
 teresantno je spomenuti da se polozaj svemirskih satelita u orbiti kontrolira pomocu
 kvaterniona. Kvaternioni su imali vazan utjecaj na razvoj algebre jer su doveli do
 istrazivanja drugih “hiperkompleksnih” brojevnih sustava.
 U ovom odjeljku cemo konstruirati kvaternione promatrajuci kompleksne matrice
 A =
 (a b
 −b a
 )
 , a, b ∈ C, (2.5)
 gdje a oznacava konjugaciju broja a. Neka je H skup svih matrica oblika (2.5).
 Pokazimo da je H podprsten prstena M(2,C). Ako su A1, A2 ∈ H, onda je
 A1 − A2 =
 (a1 b1
 −b1 a1
 )
 −
 (a2 b2
 −b2 a2
 )
 =
 (a1 − a2 b1 − b2
 −(b1 − b2) a1 − a2
 )
 ∈ H.
 Takoder,
 A1A2 =
 (a1 b1
 −b1 a1
 )(a2 b2
 −b2 a2
 )
 =
 (u v
 −v u
 )
 gdje je u = a1a2 − b1b2 i v = a1b2 + b1a2, pa je H zatvoren na mnozenje. Prema
 propoziciji 2.3, H je podprsten od M(2,C).
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 ∙ e i j k
 e e i j k
 i i −e k −j
 j j −k −e i
 k k j −i −e
 Tablica 2.1: Tablica mnozenja kvaterniona
 Pokazimo sada da je H prsten s dijeljenjem. Neka je A ∈ H, A 6= 0. Tada je a 6= 0 ili
 b 6= 0, sto povlaci da je det(A) = |a|2 + |b|2 > 0. Dakle, matrica A je invertibilna i
 vrijedi
 A−1 =1
 |a|2 + |b|2
 (a −b
 b a
 )
 .
 Primijetimo da je A−1 takoder matrica oblika (2.5) jer je a = a i b = −(−b), pa
 zakljucujemo da je A−1 ∈ H. Time je dokazano da je H prsten s dijeljenjem.
 Ako kompleksne brojeve a i b rastavimo na realni i imaginarni dio, a = α1 + iα2 i
 b = β1 + iβ2, onda matricu A mozemo napisati kao zbroj
 A = α1
 (1 0
 0 1
 )
 + α2
 (i 0
 0 −i
 )
 + β1
 (0 1
 −1 0
 )
 + β2
 (0 i
 i 0
 )
 .
 Definirajmo matrice
 e =
 (1 0
 0 1
 )
 , i =
 (i 0
 0 −i
 )
 , j =
 (0 1
 −1 0
 )
 , k =
 (0 i
 i 0
 )
 .
 Ove matrice zadovoljavaju tablicu mnozenja 2.1. Stoga se umnozak u prstenu H moze
 racunati koristenjem tablice 2.1 i distribucije matricnog mnozenja. Ovo motivira
 sljedecu definiciju.
 Definicija 2.11 Brojevi oblika
 x = a e + b i + c j + dk, a, b, c, d ∈ R, (2.6)
 gdje simboli e, i, j i k zadovoljavaju tablicu mnozenja 2.1 nazivaju se realni kvater-
 nioni.
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 Zbroj dvaju kvaterioniona x1 i x2 dan je s
 x1 + x2 = (a1 + a2) e + (b1 + b2) i + (c1 + c2) j + (d1 + d2)k.
 Umnozak
 x1x2 = (a1 e + b1 i + c1 j + d1 k)(a2 e + b2 i + c2 j + d2 k)
 se racuna primjenom tablice 2.1 i distributivnosti mnozenja. Na primjer, ako su
 x1 = 2e + i − k i x2 = −2j + k, onda je
 x1x2 = (2e + i − k)(−2j + k)
 = −4ej − 2ij + 2kj + 2ek + ik − k2
 = −4j − 2k − 2i + 2k − j + e
 = e − 2i − 5j.
 Nula u prstenu je
 0 = 0e + 0i + 0j + 0k, (2.7)
 a jedinica je
 1 = 1e + 0i + 0j + 0k. (2.8)
 Inverz kvaterniona jednak je
 (a e + b i + c j + dk)−1 =a e − b i − c j − dk
 a2 + b2 + c2 + d2
 uz uvjet da je barem jedan od brojeva a, b, c ili d razlicit od nule. Primijetimo da
 prsten kvaterniona H sadrzi podprstene R i C jer realne i kompleksne brojeve mozemo
 identificirati s kvaternionima kao
 a ≡ a e, a + ib ≡ a e + b i.
 Dakle, H predstavlja prosirenje polja kompleksnih brojeva C, ali mnozenje u prosirenom
 prstenu H nije komutativno.
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 2.5 Prsten matrica
 Pojam matrice nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva se moze prosiriti na pro-
 izvoljan prsten. Neka je A matrica reda n s elementima u nekom prstenu R,
 A =
 a11 a12 . . . a1n
 a21 a22 . . . a2n
 ......
 an1 an2 . . . ann
 , aij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.
 Matricu krace oznacavamo s A = (aij) gdje je aij element matrice A u i-tom retku i
 j-tom stupcu. Prsten matrica M(n,R) je skup matrica reda n na kojem zbrajanje i
 mnozenje definiramo na standardni nacin:
 A + B = (aij + bij), (2.9)
 AB =( n∑
 k=1
 aikbkj
 ). (2.10)
 Lako se pokazuje da zbrajanje i mnozenje definirano s (2.9) i (2.10) zadovoljava aksi-
 ome prstena. Nula u prstenu M(n,R) je nul matrica ciji su svi elementi 0 ∈ R. Ako
 R ima jedinicu 1 ∈ R, onda je jedinica u prstenu M(n,R) jedinicna matrica
 In =
 1 0 . . . 0
 0 1 . . . 0...
 ...
 0 0 . . . 1
 .
 U tom slucaju svaku matricu A mozemo napisati kao linearnu kombinaciju s koefici-
 jentima u R,
 A =n∑
 i,j=1
 aijEij ,
 gdje matrica Eij ima u i-tom retku i j-tom stupcu jedinicu a na ostalim mjestima
 nulu. Za umnozak matrica Eij vrijedi pravilo
 EijEkl = δjkEil (2.11)
 gdje je δjk Kroneckerov delta simbol
 δjk =
 1, j = k,
 0, j 6= k.
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 Matrice Eii su idempotentne jer je E2ii = Eii za svaki i = 1, 2, . . . , n. Ako je n > 1,
 onda prema pravilu (2.11) imamo
 E11E12 = δ11E12 = E12,
 E12E11 = δ21E11 = 0.
 Stoga je M(n,R) nekomutativni prsten za n > 1.
 Pretpostavimo da je R komutativni prsten s jedinicom. U tom slucaju standardni
 rezultati iz linearne algebre analogno vrijede i u prstenu M(n,R). Posebice, mozemo
 definirati determinantu matrice kao
 det(A) =∑
 σ∈Sn
 sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n)
 gdje se suma uzima po svim permutacijama skupa {1, 2, . . . , n}, a sgn(σ) je predznak
 permutacije σ. Za determinantu vrijedi Binet-Cauchyeva formula
 det(AB) = det(A)det(B) za svaki A,B ∈ M(n,R). (2.12)
 Prisjetimo se da je kofaktor elementa aij definiran s
 Aij = (−1)i+jΔij ,
 gdje je Δij subdeterminanta matrice A koje se dobije tako da se iz A izbrise i-ti redak
 i j-ti stupac. Adjunkta matrice A je matrica A = (αij) gdje je αij = Aji. Za svaku
 matricu A ∈ M(n,R) vrijedi
 AA = AA = det(A)I (2.13)
 gdje je I ∈ M(n,R) jedinicna matrica.
 Teorem 2.5 Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Tada je A ∈ M(n,R) inver-
 tibilna matrica ako i samo ako je det(A) invertibilna u R.
 Dokaz Neka je A invertibilna matrica. Tada postoji A−1 ∈ M(n,R) takva da je
 AA−1 = A−1A = I. Iz jednadzbe (2.12) dobivamo
 det(A)det(A−1) = det(A−1)det(A) = det(I) = 1,
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 sto pokazuje da je det(A) invertibilna u R. Pretpostavimo sada da je Δ = det(A)
 invertibilna u R, odnosno da postoji Δ−1 ∈ R takav da je ΔΔ−1 = Δ−1Δ = 1. Kako
 je R komutativni prsten, za svaki a ∈ R i B ∈ M(n,R) vrijedi aB = Ba. Mnozenjem
 jednadzbe (2.13) s Δ−1 i koristeci svojstvo komutativnosti u prstenu R dobivamo
 (Δ−1A)A = A(Δ−1A) = I.
 Odavde slijedi da je A invertibilna matrica i da je
 A−1 = Δ−1A.
 �
 Kako svi elementi nekog polja koji su razliciti od nule imaju multiplikativni inverz,
 poseban slucaj ovog teorema je
 Korolar 2.1 Neka je F polje. Tada je A ∈ M(n, F ) invertibilna ako i samo ako je
 det(A) 6= 0.
 2.6 Prsten grupe
 Neka je R prsten s jedinicom 1 ∈ R, i neka je G = {g1, g2, . . . , gn} konacna grupa.
 Oznacimo s RG skup svih formalnih suma
 a1g1 + a2g2 + ∙ ∙ ∙ + angn, ai ∈ R, gi ∈ G.
 Neka je g1 = e neutralni element u G. Tada krace pisemo ag1 = a, i slicno 1gi = gi.
 Zbrajanje u RG se definira po komponentama, tj.
 n∑
 i=1
 aigi +n∑
 i=1
 bigi =n∑
 i=1
 (ai + bi)gi.
 Mnozenje se definira tako da prvo definiramo
 (agi)(bgj) = (ab)gk (2.14)
 gdje je gk = gigj , a zatim (2.14) prosirujemo na formalne sume koristeci zakon distri-
 butivnosti. Ako je( n∑
 i=1
 aigi
 )( n∑
 j=1
 bjgj
 )=
 n∑
 k=1
 ckgk,
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 onda je koeficijent elementa gk jednak
 ck =∑
 gigj=gk
 aibj.
 Ovako definirano zbrajanje i mnozenje u RG zadovolja svojstva prstena. Asocijativ-
 nost mnozenja u RG se naslijeduje od asocijativnosti mnozenja u R i G. Nadalje,
 element 1e = 1 je jedinica u RG. Time skup RG dobiva strukturu prstena s jedinicom
 kojeg nazivamo prsten grupe. Za primjer promotrimo diedralnu grupu
 D4 = 〈R,D | R4 = D2 = 1, RkD = DR−k〉
 i prsten Z. Neka su x = 2R2 − 3D i y = R + 2DR3. Tada je
 xy = (2R2 − 3D)(R + 2DR3)
 = 2R3 − 3DR + 4R2DR3 − 6D2R3
 = 2R3 − 3DR + 4DR−2R3 − 6R3 = −4R3 + DR.
 Ako je R komutativni prsten i G Abelova grupa, onda je prsten RG komutativan.
 Preslikavanjem a 7→ ae s R u RG dobivamo ulganje prstena R u prsten RG. Slicno,
 preslikavanje g 7→ 1g s G u RG predstavlja ulaganje grupe G u prsten RG. Stoga
 RG sadrzi kopije prstena R i grupe G.
 Interesantno je primijetiti da ako je |G| > 1, onda RG ima djelitelje nule. Odaberimo
 g ∈ G, g 6= e. Tada postoji m > 1 takav da je gm = e jer je G konacna grupa.
 Po definiciji prstena grupe, formalne sume e − g i e + g + g2 + ∙ ∙ ∙ + gm−1 nisu nula.
 Medutim
 (e − g)(e + g + g2 + ∙ ∙ ∙ + gm−1) = e − gm = 0,
 sto pokazuje da je e − g je djelitelj nule u RG za svaki g 6= e.
 2.7 Ideali i kvocijenti prsten
 Koncept ideala u prstenu je analogan normalnoj podgrupi. Kvocijentni prsteni se
 tvore na slican nacin kao kvocijentne grupe, a veza izmedu ideala i homomorfizama
 prstena je analogna vezi izmedu normalnih podgrupa i homomorfizama grupa.
 Definicija 2.12 Neprazan podskup I prstena R naziva se ideal ako vrijedi
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 (i) a − b ∈ I za svaki a, b ∈ I,
 (ii) ra ∈ I i ar ∈ I za svaki a ∈ I, r ∈ R.
 Ako umjesto svojstva (ii) vrijedi ra ∈ I za svaki a ∈ I, r ∈ R, onda I nazivamo lijevi
 ideal prstena R. Slicno definiramo desni ideal u R. Ideal je lijevi i desni ideal, pa se
 ponekad naziva dvostrani ideal. Ako je R komutativni prsten, onda je svaki ideal u
 R dvostran. Svaki ideal je podprsten jer je I Abelova podgrupa od R prema svojstvu
 (i), a iz svojstva (ii) slijedi da je I zatvoren na mnozenje u R. Medutim, podprsten
 nije nuzno ideal jer ne mora vrijediti svojstvo (ii). Svaki prsten R ima trivijalne ideale
 {0} i R.
 Primjeri ideala
 (1) Svaki podprsten u prstenu cijelih brojeva Z je ideal. Neka je S ⊆ Z podprsten.
 Ako je r ∈ Z i a ∈ S, onda je
 ra =
 a + a + ∙ ∙ ∙ + a︸ ︷︷ ︸r
 , r > 0,
 0, r = 0,
 −a − a − ∙ ∙ ∙ − a︸ ︷︷ ︸|r|
 , r < 0.
 U svakom slucaju je ra ∈ S jer je S aditivna podgrupa od Z. Stoga je S ideal u
 Z.
 (2) Neka je R prsten gornje-trokutastih kvadratnih matrica reda 2 nad poljem R.
 Tada je podskup
 I =
 {(0 a
 0 0
 )
 | a ∈ R
 }
 ideal u R. Doista, I je ocito aditivna podrupa od R. Za svaku matricu ( x y0 z ) ∈ R
 imamo(
 x y
 0 z
 )(0 a
 0 0
 )
 =
 (0 xa
 0 0
 )
 ∈ I,
 (0 a
 0 0
 )(x y
 0 z
 )
 =
 (0 az
 0 0
 )
 ∈ I,
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 pa zakljucujemo da je I ideal u R. Ako I promatramo kao podskup prstena R′
 kvadratnih matrica reda 2 nad R, onda I nije ni lijevi ni desni ideal u R′. Dakle,
 svojstvo ideala ne ovisi samo o skupu I vec i o prstenu u kojem ga promatramo.
 (3) Neka je R prsten, i neka je a ∈ R. Tada je
 aR = {ar | r ∈ R}
 desni ideal u R, a
 Ra = {ra | r ∈ R}
 lijevi ideal u R. Ako R nema jedinicu, a ne mora biti element skupa aR ili Ra.
 Pokazimo da je aR desni ideal. Odaberimo ar1, ar2 ∈ aR. Tada je
 ar1 − ar2 = a(r1 − r2) ∈ aR
 jer je r1 − r2 ∈ R. Dakle, aR je Abelova podgrupa od R. Nadalje, za svaki r ∈ R
 imamo
 (ar1)r = a(r1r) ∈ aR
 jer je r1r ∈ R, pa zakljucujemo da je aR desni ideal u R. Slicno se pokazuje da
 je Ra lijevi ideal u R.
 (4) Neka je R prsten, i neka je a ∈ R. Definirajmo
 RaR ={∑
 i
 riasi | ri, si ∈ R}
 (2.15)
 gdje∑
 i oznacava konacnu sumu. Razlika dviju ovakvih suma je opet suma oblika
 (2.15), dakle RaR je Abelova podgrupa od R. Takoder, za r, s ∈ R imamo
 r(∑
 i
 riasi
 )=∑
 i
 (rri)asi ∈ RaR,
 (∑
 i
 riasi
 )s =
 ∑
 i
 ria(sis) ∈ RaR,
 sto pokazuje da je RaR (dvostrani) ideal u R.
 Teorem 2.6 Neka su A i B ideali u prstenu R. Tada je skup
 A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}
 ideal u prstenu R.
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 Dokaz Odaberimo x, y ∈ A + B. Tada je x = a + b i y = a′ + b′ za neke a, a′ ∈ A i
 b, b′ ∈ B, pa vrijedi x−y = (a−a′)+(b− b′) ∈ A+B jer je a−a′ ∈ A i b− b′ ∈ B. Za
 svaki r ∈ R imamo rx = ra + rb ∈ A + B jer je ra ∈ A i rb ∈ B. Time je dokazano
 da je A + B ideal od R. �
 Propozicija 2.4 Neka je {Ik}k∈J familija ideala prstena R. Tada je⋂
 k∈J Ik takoder
 ideal prstena R.
 Dokaz Odaberimo a, b ∈⋂
 k∈J Ik i r ∈ R. Tada je a− b ∈ Ik i ra ∈ Ik za svaki k ∈ J
 jer je Ik ideal od R. Slijedi da je a − b ∈⋂
 k∈J Ik i ra ∈⋂
 k∈J Ik, pa zakljucujemo da
 je⋂
 i∈J Ik ideal od R. �
 Definicija 2.13 Neka je S podskup prstena R. Najmanji ideal koji sadrzi S na-
 ziva se ideal generiran skupom S, i oznacava sa (S). Ako je S konacan skup,
 S = {a1, a2, . . . , am}, onda koristimo oznaku (S) = (a1, a2, . . . , am). Ideal (a) ge-
 neriran jednim elementom a ∈ R nazivamo glavni ideal.
 Ideal generiran skupom S ⊆ R se tvori na sljedeci nacin. Neka je A = {Ak}k∈J familija
 ideala od R takvih da je S ⊆ Ak za svaki k ∈ J . Primijetimo da je A neprazan skup
 jer je R ∈ A. Prema propoziciji 2.3,⋂
 k∈J Ak je ideal od R i S ⊆⋂
 k∈J Ak. Ako je B
 bilo koji drugi ideal od R koji sadrzi S, onda je B ∈ A pa je⋂
 k∈J Ak ⊆ B. Dakle,⋂
 k∈J Ak je najmanji ideal koji sadrzi skup S, pa je
 (S) =⋂
 k∈J
 Ak.
 Analogne definicije i tvrdnje se mogu formulirati za lijeve i desne ideale.
 Neka je R prsten s jedinicom. Lako se provjeri da je
 (a) =
 {∑
 i
 riasi | ri, si ∈ R
 }
 = RaR,
 gdje∑
 i oznacava konacnu sumu. Ako je R takoder komutativan, onda je
 (a) = {ra | r ∈ R} = Ra.
 Sada cemo definirati kvocijentni prsten na slican nacin kako smo definirali kvocijentnu
 grupu. Neka je I ideal u prstenu R. Definirajmo relaciju ekvivalencije ∼ na R s
 a ∼ b ako i samo ako je a − b ∈ I.
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 Klasa ekvivalencije elementa a ∈ R je
 a = {b ∈ R | a − b ∈ I} = {a + r | r ∈ I} = a + I.
 Skup svih klasa ekvivalencije a oznacimo s
 R/I = {a + I | a ∈ R}.
 Na skupu R/I mozemo definirati zbrajanje i mnozenje na prirodan nacin:
 (a + I) + (b + I) = (a + b) + I, (2.16)
 (a + I)(b + I) = ab + I. (2.17)
 Pokazimo da su operacije (2.16) i (2.17) dobro definirane, odnosno da ne ovise o
 predstavniku klase ekvivalencije. Ako je a + I = a′ + I i b + I = b′ + I, onda je
 a′ − a = r ∈ I i b′ − b = s ∈ I. Sada imamo
 (a′ + b′) + I = (a + b + r + s) + I = (a + b) + I
 jer je r + s ∈ I. Nadalje,
 a′b′ + I = (a + r)(b + s) + I = (ab + rb + as + rs) + I = ab + I
 jer zbog dvostranosti ideala I imamo rb, as, rs ∈ I. Dakle, zbrajanje i mnozenje u
 R/I je dobro definirano. Lako se provjeri da skup R/I s operacijama (2.16) i (2.17)
 zadovoljava aksiome prstena. Operacije (2.16) i (2.17) mozemo krace zapisati kao
 a + b = a + b, ab = ab za sve a, b ∈ R.
 Nula u prstenu R/I je klasa ekvivalencije 0 = I. Ako R ima jedinicu 1 ∈ R, onda je
 jedinica u R/I dana s 1 = 1 + I.
 Definicija 2.14 Neka je I ideal u prstenu R. Tada se prsten (R/I, +, ∙) naziva
 kvocijentni prsten R modulo I.
 Ako je I = R, onda je R/I nul-prsten jer je r = r + I = 0 za svaki r ∈ R. Ako je
 I = (0), onda se R/I moze identificirati s R ako a + (0) identificiramo s a.
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 Primjeri kvocijentnih prstena
 (1) Neka je (n) ideal u prstenu Z. Ako je n 6= 0, onda je kvocijentni prsten Z/(n)
 jednak prstenu Zn = {0, 1, . . . , n − 1} sa zbrajanjem i mnozenjem modulo n. Ako
 je n = 0, onda je Z/(0) = Z.
 (2) Neka je (x) ideal generiran polinomom x u prstenu R[x]. Promotrimo kvocijentni
 prsten
 R[x]/(x) ={
 f(x) + (x) | f(x) ∈ R[x]}
 .
 Ako je f(x) = a0 + a1x + a2x2 + ∙ ∙ ∙ amxm, onda je
 f(x) = f(x) + (x) = a0 + (x) = a0
 jer je akxk ∈ (x) za svaki k ≥ 1. Dakle,
 R[x]/(x) ={a + (x) | a ∈ R
 }.
 Ako element a + (x) identificiramo s realnim brojem a, onda se zbrajanje i
 mnozenje u R[x]/(x) svodi na zbrajanje i mnozenje u skupu R,
 (a + (x)
 )+(b + (x)
 )= (a + b) + (x),
 (a + (x)
 )(b + (x)
 )= ab + (x).
 Stoga kvocijentni prsten R[x]/(x) mozemo identificirati s poljem realnih brojeva
 R.
 (3) Promotrimo sada kvocijentni prsten
 R[x]/(x2 + 1) ={
 f(x) + (x2 + 1) | f(x) ∈ R[x]}
 .
 Da bismo odredili elemente prstena R[x]/(x2 +1) primijetimo da x2 +1 ∈ (x2 +1)
 implicira
 x2 + 1 = x2 + 1 = 0.
 Dakle, x2 = −1 odakle slijedi da su potencije elementa x ∈ R[x]/(x2 + 1) dane s
 x2n = (−1)n 1, x2n+1 = (−1)n x, n ≥ 1. (2.18)
 Ako je f(x) = a0 + a1x + a2x2 + ∙ ∙ ∙ amxm, onda iz (2.18) slijedi da je
 f(x) = a0 + a1x + a2x2 + ∙ ∙ ∙ + amxm = α + βx
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 za neke α, β ∈ R, gdje se α i β dobiju grupiranjem koeficijenata uz parne i neparne
 potencije od x. Zakljucujemo da je
 R[x]/(x2 + 1) = {α + β x | α, β ∈ R} gdje je x2 = −1. (2.19)
 Ako α i β identificiramo s realnim brojevima α i β, te x identificiramo s imaginar-
 nom jedinicom i =√−1, onda je zbrajanje i mnozenu u R[x]/(x2 + 1) istovjetno
 zbrajanju i mnozenju kompleksnih brojeva. Dakle, R[x]/(x2 + 1) mozemo identi-
 ficirati s poljem kompleksnih brojeva C.
 2.8 Homomorfizmi prstena
 Neka je I ideal u prstenu R. Definirajmo preslikavanje
 π : R → R/I, π(a) = a + I. (2.20)
 Iz definicije binarnih operacija u R/I slijedi da π zadovoljava
 π(a + b) = π(a) + π(b), π(ab) = π(a)π(b).
 Preslikavanje π naziva se projekcija ili kanonski homomorfizam s prstena R na prsten
 R/I . Ovo motivira sljedecu definiciju.
 Definicija 2.15 Neka su R i S prsteni. Preslikavanje f : R → S koje zadovoljava
 svojstva
 (i) f(a + b) = f(a) + f(b),
 (ii) f(ab) = f(a)f(b),
 za sve a, b ∈ R naziva se homomorfizam prstena.
 Ako je f injekcija, odnosno surjekcija, onda kazemo da je f monomorfizam, odnosno
 epimorfizam prstena. Ako je f bijekcija, onda je f izomorfizam prstena i kazemo
 da su prsteni R i S izomorfni. U tom slucaju je inverzno preslikavanje f−1 : S → R
 takoder izomorfizam prstena.
 Definicija 2.16 Neka je f : R → S homomorfizam prstena. Jezgra homomorfizma
 je skup
 Ker(f) = {a ∈ R | f(a) = 0}.
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 Primijetimo da svojstvo (i) iz definicije 2.15 implicira da je svaki homomorfizam
 prstena f : R → S takoder homomorfizam iz grupe (R, +) u grupu (S, +). Stoga
 dokaz sljedeceg teorema izostavljamo jer su analogne tvrdnje dokazane u teoremima
 1.1 i 1.2.
 Teorem 2.7 Neka je f : R → S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Tada
 vrijedi:
 (i) f(0) = 0′ gdje su 0 i 0′ nule u prstenovima R i S, redom,
 (ii) f(−a) = −f(a) za svaki a ∈ R,
 (iii) f je injektivan homomorfizam ako i samo ako je Ker(f) = {0}.
 Primjer
 Odredimo sve homomorfizme iz prstena cijelih brojeva Z u Z. Primijetimo da je
 trivilano preslikavanje f(n) = 0 za sve n ∈ Z homomorfizam prstena. Pretpostavimo
 da je f 6= 0. Tada f(n) = f(1 ∙ n) = f(1)f(n) implicira
 f(n)(1 − f(1)
 )= 0 (2.21)
 odakle slijedi f(1) = 1 jer je Z integralna domena. Sada za svaki n > 0 imamo
 f(n) = f(1) + f(1) + ∙ ∙ ∙ + f(1) = nf(1) = n. (2.22)
 Prema teoremu ?? vrijedi f(−n) = −n dok je f(0) = 0. Ovo povlaci da je preslika-
 vanje f identiteta na Z. Dakle, jedini homomorfizmi na Z su f = 0 i f = idZ.
 Navedimo jos neka svojstva homomorfizma prstena.
 Teorem 2.8 Neka su R i S prstenovi i neka je f : R → S homomorfizam.
 (i) Jezgra Ker(f) je ideal u R.
 (ii) Slika Im(f) je podprsten od S.
 (iii) Ako R ima jedinicu 1, onda je f(1) jedinica u Im(f).
 (iv) Ako je R komutativni prsten, onda je Im(f) komutativni podprsten od S.
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 Dokaz (i) Jezgra Ker(f) je Abelova podgrupa od R. Neka su r ∈ R i a ∈ Ker(f).
 Tada je
 f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0 = 0.
 Slicno se pokazuje f(ar) = 0. Dakle, ra ∈ Ker(f) i ar ∈ Ker(f) sto pokazuje da je
 Ker(f) ideal u R.
 (ii) Neka su x, y ∈ Im(f) ⊆ S. Tada postoje a, b ∈ R takvi da je f(a) = x i f(b) = y.
 Sada imamo
 x − y = f(a) − f(b) = f(a − b) ∈ Im(f),
 xy = f(a)f(b) = f(ab) ∈ Im(f).
 Slijedi da je Im(f) podprsten od S.
 (iii) Pretpostavimo da je R prsten s jedinicom 1 ∈ R. Tada za svaki f(a) ∈ Im(f),
 a ∈ R, vrijedi
 f(a) = f(1 ∙ a) = f(1)f(a),
 i slicno f(a) = f(a)f(1). Dakle, f(1) je jedinica u podprstenu Im(f).
 (iv) Pretpostavimo da je R komutativni prsten. Neka su f(a), f(b) ∈ Im(f) za neke
 a, b ∈ R. Mnozenje u Im(f) je komutativno jer je
 f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a).
 Dakle, Im(f) je komutativni podprsten u S. �
 Naglasimo da f(1) ∈ S ne mora biti jedinica u prstenu S. Doista, preslikavanje
 f : R → M(2,R) dano sa f(a) = ( a 00 0 ) je homomorfizam prstena pa je f(1) = ( 1 0
 0 0 )
 jedinica u podprstenu
 Im(f) =
 {(a 0
 0 0
 )
 | a ∈ R
 }
 . (2.23)
 Medutim, f(1) nije jedinica u M(2,R).
 Iako prsten ne mora imati jedinicu, svaki prsten se moze uloziti u prsten s jedinicom.
 Teorem 2.9 Neka je R prsten. Tada postoji injektivni homomorfizam prstena
 f : R → S gdje je S prsten s jedinicom.
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 Dokaz Neka je S kartezijev umnozak S = R × Z. Na skupu S definirajmo binarne
 operacije
 (a,m) + (b, n) = (a + b,m + n), (2.24)
 (a,m)(b, n) = (ab + mb + na,mn), (2.25)
 gdje su a, b ∈ R i m,n ∈ Z. Lako se provjeri da operacije (2.22) i (2.23) zadovoljavaju
 aksiome prstena. Uredeni par (0R, 1) (gdje je 0R nula u R) je jedinica u S jer je
 (a,m)(0R, 1) = (a0R + m0R + a,m) = (a,m),
 (0R, 1)(a,m) = (0Ra + a + m0R,m) = (a,m).
 Definirajmo preslikavanje f : R → S s f(a) = (a, 0). Iz definicije binarnih operacija
 u S imamo
 f(a + b) = (a + b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = f(a) + f(b),
 f(ab) = (ab, 0) = (a, 0)(b, 0) = f(a)f(b).
 Preslikavanje f je ocigledno injekcija pa je f monomorfizam iz prstena R u prsten S. �
 Prema teoremu 2.10, svaki prsten R mozemo identificirati s podprstenom f(R) ⊆ S,
 ali jedinica u S nije sadrzana u f(R). Ako R ima jedinicu 1R ∈ R, onda je f(1R)
 jedinica u f(R), ali f(1R) nije jedinica u S jer
 (1R, 0)(a, n) = (a + n1R, 0) 6= (a, n). (2.26)
 Sljedeci teorem je analogan prvom teoremu o izomorfizmu u teoriji grupa.
 Teorem 2.10 (Prvi teorem o homomorfizmu prstena) Neka je f : R → S ho-
 momorfizam iz prstena R u prsten S. Tada je
 R/Ker(f) ' Im(f).
 Dokaz Oznacimo K = Ker(f). Definirajmo preslikavanje h : R/K → S s h(a) =
 f(a) gdje je a = a + K. Ako je a = b, onda je a − b ∈ K sto implicira f(a − b) = 0,
 odnosno f(a) = f(b). Dakle, preslikavanje h je dobro definirano. Pokazimo da je h
 homomorfizam prstena. Za svaki a, b ∈ R/K vrijedi
 h(a + b) = h(a + b) = f(a + b) = f(a) + f(b) = h(a) + h(b),
 h(ab) = h(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = h(a)h(b).

Page 104
                        

POGLAVLJE 2. PRSTENI 103
 Nadalje, h je ocigledno surjekcija na Im(f) jer je
 Im(h) = {h(a + K) | a ∈ R} = {f(a) | a ∈ R} = Im(f).
 Preostaje nam dokazati da je h injekcija. Ako je h(a) = h(b), onda je f(a) = f(b) sto
 povlaci f(a − b) = 0, odnosno a − b ∈ K. Odavde slijedi a + K = b + K, odnosno
 a = b. Time je dokazano da je h : R/K → Im(f) izomorfizam. �
 Primjer
 Promotrimo prsten
 R =
 {(n r
 0 0
 )
 | n ∈ Z, r ∈ Q
 }
 . (2.27)
 Lako se provjeri da je skup
 A =
 {(0 s
 0 0
 )
 | s ∈ Q
 }
 (2.28)
 dvostrani ideal u R. Doista,(
 n r
 0 0
 )(0 s
 0 0
 )
 =
 (0 ns
 0 0
 )
 ∈ A, (2.29)
 (0 s
 0 0
 )(n r
 0 0
 )
 =
 (0 0
 0 0
 )
 ∈ A. (2.30)
 Kvocijentni prsten je dan sa
 R/A =
 {(n r
 0 0
 )
 + A | n ∈ Z, r ∈ Q
 }
 =
 {(n 0
 0 0
 )
 + A | n ∈ Z
 }
 . (2.31)
 Preslikavanje f : R/A → Z definirano sa
 f
 ((n 0
 0 0
 )
 + A
 )
 = n (2.32)
 je izomorfizam prstena, stoga je R/A ' Z.
 Neka je f : R → S homomorfizam prstena. Zanima nas u kakvom su odnosu ideali u
 S s idealima u R. Ova korespodencija dana je sljedecim teoremom.
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 Teorem 2.11 Neka je f : R → S epimorfizam prstena. Neka je IR skup svih ideala
 u R koji sadrze jezgru Ker(f) i neka je IS skup svih ideala u S. Tada je preslikavanje
 ψ : IR → IS definirano s ψ(A) = f(A) bijekcija.
 Dokaz Tvrdnju cemo dokazati u dva koraka.
 (i) Pokazimo da je ψ surjekcija. Neka je X ideal u S. Pokazimo da je skup
 f−1(X) = {a ∈ R | f(a) ∈ X}
 ideal u R koji sadrzi Ker(f). Neka su a, b ∈ f−1(X). Tada su f(a), f(b) ∈ X, pa
 vrijedi f(a − b) = f(a) − f(b) ∈ X, dakle je a − b ∈ f−1(X). Za svaki r ∈ R imamo
 f(ra) = f(r)f(a) ∈ X, stoga je ra ∈ f−1(X). Slicno se pokazuje ar ∈ f−1(X), pa
 zakljucujemo da je f−1(X) ideal u R.
 Ako je a ∈ Ker(f), onda je f(a) = 0 ∈ X, odnosno a ∈ f−1(X), sto impli-
 cira da je Ker(f) ⊆ f−1(X). Kako je f : R → S surjekcija, na nivou skupova je
 X = f(f−1(X)
 ). Dakle, ideal X je oblika f(A) gdje je A = f−1(X) ideal u R koji
 sadrzi Ker(f). Time je dokazano da je ψ surjekcija.
 (ii) Sada cemo pokazati da je ψ injekcija. Pretpostavimo da je f(A) = f(B) gdje su
 A,B ∈ IR. Pokazimo da je A = f−1(f(A)
 ). Kako je
 f−1(f(A)
 )= {x ∈ R | f(x) ∈ f(A)},
 trivijalno slijedi da je A ⊆ f−1(f(A)
 ). Odaberimo sada x ∈ f−1
 (f(A)
 ). Tada je
 f(x) = f(a) za neki a ∈ A. Odavde slijedi f(x−a) = 0, odnosno x−a ∈ Ker(f) ⊆ A.
 Stoga je x = a + a′ ∈ A za neki a′ ∈ A, sto implicira f−1(f(A)
 )⊆ A. Time je poka-
 zano da je A = f−1(f(A)
 ), i slicno B = f−1
 (f(B)
 ). Sada iz jednakosti f(A) = f(B)
 odmah slijedi A = B, cime je dokazano da je ψ injekcija. �
 Ovaj teorem pokazuje da ako je f : R → S epimorfizam prstena, onda su ideali u
 S u 1-1 korespondenciji s idealima u R koji sadrze Ker(f). Vazna posljedica ovog
 teorema je sljedeci rezultat koji se odnosi na ideale u kvocijentnom prstenu.
 Teorem 2.12 Neka je I ideal u prstenu R. Tada je svaki ideal u R/I oblika A/I
 gdje je A ⊆ R ideal koji sadrzi I.
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 Dokaz Neka je ϕ : R → R/I kanonski homomorfizam, ϕ(a) = a + I. Kako je ϕ
 surjekcija, prema teoremu 2.12 svaki ideal u prstenu R/I je oblika ϕ(A) gdje je A
 ideal u R i A ⊇ Ker(ϕ) = I. Takoder, vrijedi
 ϕ(A) = {ϕ(a) = a + I | a ∈ A} = A/I,
 cime je teorem dokazan. �
 2.9 Euklidska domena. Domena glavnih ideala
 U prstenu cijelih brojeva Z opcenito nije moguce dijeliti osim s elementima ±1.
 Medutim, u ovom prstenu mozemo svaka dva cijela broja podijeliti s ostatkom jer
 vrijedi
 Teorem 2.13 (Dijeljenje s ostatkom) Neka su a, b ∈ Z, b > 0. Tada postoje
 jedinstveni q, r ∈ Z takvi da je
 a = bq + r, 0 ≤ r < b. (2.33)
 Dokaz Neka je S = {a−bx | x ∈ Z}. Skup S ima pozitivni element a−b(−|a|). Kako
 je skup pozitivnih cijelih brojeva omeden odozdo, S ima najmanji pozitivni element
 m = a − bx0. Ako je m > b, onda je m − b = a − b(x0 + 1) ∈ S sto je u kontradikciji
 s pretpostavkom da je m najmanji pozitivni element od S. Dakle, m ≤ b. Ako je
 m = b, onda a−bx0 = b implicira a = b(x0+1). U ovom slucaju odaberimo q = x0+1
 i r = 0. Ako je m < b, onda odaberimo q = x i r = m jer je tada
 bq + r = bx0 + m = a, r < b. (2.34)
 Pokazimo da su q i r jedinstveni. Ako je a = bq + r = bq′ + r′, onda je
 b(q − q′) = r′ − r. (2.35)
 Kako je |r′ − r| < b, jednakost (??) implicira q = q′ sto opet povlaci r = r′. �
 Svojstvo prstena Z opisano u gornjem teoremu se moze generalizirati i na neke druge
 prstene sto motivira uvodenje pojma norme i Euklidske domene.
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 Definicija 2.17 Neka je R prsten. Svaka funkcija φ : R → N ∪ {0} sa svojstvom
 φ(0) = 0 i φ(a) > 0 za svaki a 6= 0 naziva se norma na R.
 Norma na neki nacin mjeri “velicinu” elemenata u R.
 Definicija 2.18 Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Kazemo da
 je R Euklidska domena ako postoji norma φ : R → N ∪ {0} takva da za sve a, b ∈ R,
 b 6= 0, postoje q, r ∈ R takvi da je
 a = bq + r gdje je φ(r) < φ(b).
 Element q nazivamo kvocijent, a r ostatak pri dijeljenju.
 Primjeri
 (1) Prema teoremu ?? prsten cijelih brojeva Z je Euklidska domena s normom φ(n) =
 |n|.
 (2) Neka je Z[i] prsten Gaussovih cijelih brojeva
 Z[i] ={
 m + in | m,n ∈ Z, i =√−1}
 .
 Definirajmo normu
 φ(m + in) = |m + in| = m2 + n2.
 Neka su a, b ∈ Z[i], b 6= 0. Tada je ab−1 = α+ iβ za neke α, β ∈ Q. Za racionalne
 brojeve α i β neka su α0, β0 ∈ Z takvi da je α0 najblizi α i β0 najblizi β. Tada je
 |α − α0| ≤ 12
 i |β − β0| ≤ 12. Sada imamo
 a = b(α + iβ) = b((α − α0) + i(β − β0) + α0 + iβ0
 )
 = b(α0 + iβ0) + b(α − α0 + i(β − β0)
 ).
 Definirajmo q = α0 + iβ0 i r = b(α − α0 + i(β − β0)
 ). Tada je a = bq + r.
 Ocigledno je q ∈ Z[i], pa slijedi da je r = a − bq ∈ Z[i]. Nadalje,
 φ(r) = |b|2|α − α0 + i(β − β0)|2 = |b|2
 ((α − α0)
 2 + (β − β0)2)
 ≤ |b|2((1
 2
 )2
 +(1
 2
 )2)< |b|2 = φ(b).
 Time smo pokazali da je Z[i] Euklidska domena.
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 Definicija 2.19 Prsten u kojem je svaki ideal glavni naziva se prsten glavnih ideala.
 Komutativna integralna domena s jedinicom u kojoj je svaki ideal glavni naziva se
 domena glavnih ideala.
 Prema ovoj definiciji, u domeni R glavnih ideala svaki ideal je oblika (a) = Ra za
 neki a ∈ R jer R komutativni prsten s jedinicom.
 Teorem 2.14 Svaka Euklidska domena je domena glavnih ideala.
 Dokaz Neka je R Euklidska domena s normom φ : R → N ∪ {0}, i neka je I ideal u
 R. Ako je I = {0} nul-ideal, onda je I = (0). Stoga pretpostavimo I 6= {0}. Skup
 S = {φ(a) | a ∈ I, a 6= 0} je omeden odozdo, pa postoji d ∈ I, d 6= 0, koji ima
 minimalnu normu u S. Pokazimo da je I = (d). Ocigledno je (d) ⊆ I. Odaberimo
 a ∈ I, a 6= 0. Kako je R Euklidska domena, postoje q, r ∈ R takvi da je a = dq + r i
 φ(r) < φ(d). Primijetimo da je r = a−dq ∈ I. Ako je r 6= 0, onda iz 0 < φ(r) < φ(d)
 dobivamo kontradikciju zbog minimalnosti norme φ(d). Dakle, r = 0 sto implicira
 a = dq ∈ (d). Zakljucujemo da je I ⊆ (d), sto povlaci I = (d). �
 Svaki ideal I u Euklidskoj domeni je generiran nekim elementom d ∈ I koji ima
 minimalnu normu u I. Element d ne mora biti jedinstven. Na primjer, prsten cijelih
 brojeva Z je domena glavnih ideala gdje je svaki ideal I generian elementom d koji
 ima najmanju apsolutnu vrijednost u I. Dakle, ako je I 6= {0}, onda je I generiran
 elementima d i −d.
 2.10 Prsten polinoma
 Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Formalna suma
 f(x) = a0 + a1x + a2x2 + ∙ ∙ ∙ + anxn, ai ∈ R, (2.36)
 naziva se polinom u varijabli x. Ako je an 6= 0, onda an nazivamo vodeci koeficijent,
 a anxn vodeci clan polinoma f(x). Polinom f(x) = a0 nazivamo konstantni polinom.
 Ako je a0 = 0, onda f(x) = 0 nazivamo nul–polinom. Stupanj polinoma definiramo sa
 deg(f(x)) = n gdje je an 6= 0 vodeci koeficijent polinoma, dok stupanj nul–polinoma
 definiramo sa deg(0) = −∞. Za simbol −∞ vrijedi standardna konvencija
 −∞ < n, −∞ + (−∞) = −∞, −∞ + n = −∞ ∀ n ≥ 0. (2.37)
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 Dakle, konstantni polinom 6= 0 ima stupanj 0, a nul–polinom ima stupanj −∞. Skup
 svih polinoma oblika (2.25) oznacavamo sa R[x]. Zbroj polinoma f(x) =∑n
 k=0 akxk
 i g(x) =∑m
 k=0 bkxk, n ≥ m, definiramo sa
 f(x) + g(x) =n∑
 k=0
 (ak + bk)xk (2.38)
 gdje smo uzeli da je bm+1 = bm+2 = . . . = bn = 0. Umnozak polinoma je definiran sa
 f(x)g(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + ∙ ∙ ∙ + anbmxn+m
 =n+m∑
 k=0
 ( ∑
 i+j=k
 aibj
 )xk. (2.39)
 Sumu ∑
 i+j=k
 aibj = a0b0 + a1bk−1 + ∙ ∙ ∙ + akb0
 nazivamo konvolucijski umnozak nizova {an} i {bn}. Lako se provjeri da operacije
 (2.27) i (2.28) zadovoljavaju aksiome prstena. Stoga je R[x] komkutativni prsten s
 jedinicom. Prsten R je sadrzan u R[x] kao prsten konstantnih polinoma. Primijetimo
 da za stupanj polinoma vrijede nejednakosti
 deg(f(x) + g(x)) ≤ max(deg(f(x)), deg(g(x))
 ),
 deg(f(x)g(x)) ≤ deg(f(x)) + deg(g(x)),
 koje imaju smisla i za f(x) = 0 ili g(x) = 0 uzevsi u obzir konvenciju (2.26).
 Propozicija 2.5 Neka je R integralna domena. Tada je
 (i) R[x] integralna domena,
 (ii) deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)).
 Dokaz Neka su zadani polinomi f(x) =∑n
 k=0 akxk 6= 0 i g(x) =
 ∑mk=0 bkx
 k 6= 0.
 Tada su an 6= 0 i bm 6= 0 pa je anbm 6= 0 jer je R integralna domena. Ovo povlaci
 da je f(x)g(x) 6= 0 jer je vodeci clan umnoska anbmxn+m 6= 0. Odavde slijedi da je
 deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)). Dakle, R[x] je integralna domena jer nema
 djelitelja nule osim nul-polinoma. �
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 Svojstva polinoma u mnogome ovise o prstenu R. Na primjer, x2 + 1 se ne moze
 faktorizirati u prstenu Z[x], ali u prstenu Z2[x] imamo
 x2 + 1 = x2 + 2x + 1 = (x + 1)2
 jer je 2 = 0. Sada cemo poblize promotriti problem faktorizacije i ireducibilnosti
 polinoma u R[x].
 Teorem 2.15 (Euklidov algoritam) Neka je R komutativni prsten s jedinicom,
 i neka su f(x), g(x) ∈ R[x] gdje je g(x) 6= 0. Ako je vodeci koeficijent od g(x)
 invertibilan u R, onda postoje jedinstveni polinomi q(x), r(x) ∈ R[x] takvi da je
 f(x) = g(x)q(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)). (2.40)
 Dokaz Ako je f(x) = 0, onda su q(x) = r(x) = 0. Pretpostavimo da je f(x) =∑n
 k=0 akxk 6= 0 i neka je g(x) =
 ∑mk=0 bkx
 k gdje je b−1m ∈ R. Ako je deg(g(x)) >
 deg(f(x)), onda u relaciji (2.29) mozemo uzeti q(x) = 0 i r(x) = f(x). Stoga je
 dovoljno promatrati slucaj deg(g(x)) ≤ deg(f(x)), pa dokaz mozemo provesti induk-
 cijom po n = deg(f(x)).
 Ako je n = 0, onda je f(x) = a0 i g(x) = b0 pa mozemo uzeti q(x) = b−10 a0 i r(x) = 0.
 Primijetimo da je deg(r(x)) = −∞ < 0 = deg(g(x)). Pretpostavimo sada da tvrdnja
 (2.29) vrijedi za svaki polinom f(x) stupnja < n. Promotrimo
 anb−1m xn−mg(x) = anb−1
 m xn−m(bmxm + bm−1xm−1 + ∙ ∙ ∙ + b0)
 = anxn + anb−1m (bm−1x
 n−1 + ∙ ∙ ∙ + b0xn−m)
 = anxn + g1(x)
 gdje je deg(g1(x)) ≤ n − 1. Sada je
 f(x) − anb−1m xn−mg(x) = an−1x
 n−1 + ∙ ∙ ∙ + a0 + g1(x) = f1(x) (2.41)
 gdje je deg(f1(x)) ≤ n− 1. Po pretpostavci indukcije postoje q1(x), r(x) ∈ R[x] takvi
 da je
 f1(x) = g(x)q1(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)). (2.42)
 Iz jednadzbi (2.30) i (2.31) slijedi
 f(x) = g(x)(anb−1
 m xn−m + q1(x))
 + r(x).
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 Definirajmo q(x) = anb−1m xn−m + q1(x). Time je dokazana egzistencija polinoma q(x)
 i r(x).
 Da bismo dokazali jedinstvenost rastava (2.29) pretpostavimo da je
 f(x) = g(x)q1(x) + r1(x) = g(x)q2(x) + r2(x)
 gdje je deg(ri(x)) < deg(g(x)) za i = 1, 2. Odavde dobivamo
 g(x)(q1(x) − q2(x)) = r2(x) − r1(x). (2.43)
 Kako je vodeci koeficijent u g(x) invertibilan, to je
 deg(g(x)(q1(x) − q2(x))
 )= deg(g(x)) + deg(q1(x) − q2(x)).
 Takoder, deg(r1(x) − r2(x)) < deg(g(x)) sto zajedno s jednadzbom (2.32) povlaci
 deg(g(x)) + deg(q1(x) − q2(x)) < deg(g(x)).
 Ova nejednakost vrijedi ako i samo ako je deg(q1(x)− q2(x)) = −∞, odnosno q1(x) =
 q2(x). Sada iz jednadzbe (2.32) dobivamo r1(x) = r2(x). �
 U posebnom slucaju kada je F polje i f(x), g(x) ∈ F [x] gdje je g(x) 6= 0, onda
 postoje jedinstveni polinomi q(x), r(x) ∈ F [x] takvi da je f(x) = g(x)q(x) + r(x) i
 deg(r(x)) < deg(g(x)). Odavde slijedi da je F [x] prsten u kojem postoji algoritam
 dijeljenja.
 Teorem 2.16 Ako je F polje, onda je prsten F [x] domena glavnih ideala.
 Dokaz Ako je F polje, onda je prema propoziciji 2.4 F [x] komutativna integralna
 domena s jedinicom. Definirajmo normu φ : F [x] → N0 kao funkciju φ(f) = 2deg(f)
 (gdje je po dogovoru 2−∞ = 0). Sada iz teorema 2.15 slijedi da je F [x] Euklidska
 domena pa je prema teoremu 2.14 F [x] domena glavnih ideala. �
 2.10.1 Ireducibilnost polinoma
 Promotrimo sada poblize problem iredubilnosti i faktorizacije polinoma. Posebno nas
 zanima uvjet kada se u faktorizaciji polinoma javlja linearni faktor, odnosno polinom
 stupnja jedan.
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 Definicija 2.20 Neka je F polje. Kazemo da je polinom f(x) ∈ F [x] ireducibilan
 nad poljem F ako je deg(f(x)) ≥ 1 i ako
 f(x) = g(x)h(x), g(x), h(x) ∈ F [x],
 povlaci g(x) ∈ F ili h(x) ∈ F .
 Drugim rijecima, ako je f(x) ireducibilan, onda u faktorizaciji f(x) = g(x)h(x) jedan
 od polinoma g(x) ili h(x) mora biti konstantan. Primijetimo da je prema definiciji
 2.20 polinom prvog stupnja ireducibilan. Ako je f(x) = g(x)h(x), onda kazemo da
 g(x), odnosno h(x), dijeli f(x). Faktorizacija polinoma u mnogome ovisi o polju u
 kojem se nalaze njegovi koeficijenti. Na primjer, polinom x2 + 1 je ireducibilan nad
 R, ali nad poljem C se moze faktorizirati kao
 x2 + 1 = (x − i)(x + i).
 Isti polinom se takoder moze faktorizirati u prstenu Z2[x] kao
 x2 + 1 = (x + 1)(x + 1)
 jer je 2 = 0. Neka je R prsten i neka je f(x) = anxn + an−1xn−1 + ∙ ∙ ∙+ a0 ∈ R[x]. Za
 svaki α ∈ R mozemo definirati evaluacijsko preslikavanje sa R[x] na R, f(x) 7→ f(α),
 gdje je f(α) = anαn + an−1αn−1 + ∙ ∙ ∙ + a0.
 Definicija 2.21 Neka je R podprsten komutativnog prstena S, i neka je f(x) ∈ R[x].
 Kazemo da je α ∈ S korijen polinoma f(x) u S ako je f(α) = 0.
 Ova definicija uzima u obzir cinjenicu da korijen polinoma ne mora biti u istom
 prstenu kao i njegovi koeficijenti. Na primjer, korijeni polinoma x2 + 1 ∈ Z[x] su ±i
 koji leze u prstenu C.
 Teorem 2.17 Neka je F polje i neka je f(x) ∈ F [x], deg(f(x)) = n ≥ 1.
 (i) α ∈ F je korijen polinoma f(x) ako i samo ako x − α dijeli f(x).
 (ii) f(x) ima najvise n korijena u polju F .
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 Dokaz (a) Ako x− α dijeli f(x), onda je f(x) = (x− α)q(x) za neki q(x) ∈ F [x], pa
 je ocigledno f(α) = 0. Pretpostavimo da je f(α) = 0. Prema teoremu 2.15 postoje
 jedinstveni polinomi q(x), r(x) ∈ F [x] takvi da je
 f(x) = (x − α)q(x) + r(x) (2.44)
 gdje je r(x) = 0 ili r(x) = c 6= 0. Kako je f(α) = 0, iz jednadzbe (2.33) slijedi
 r(α) = 0, sto implicira r(x) = 0. Dakle, x − α dijeli f(x).
 (b) Pretpostavimo da su α1, α2, . . . , αm ∈ F razliciti korjeni polinoma f(x). Tada je
 f(x) = (x − α1)q1(x) za neki q1(x) ∈ F [x], deg(q(x)) ≥ 1.
 Nadalje, f(α2) = (α2 − α1)q1(α2) = 0 povlaci q1(α2) = 0 jer je α2 − α1 6= 0. Sada
 postoji q2(x) ∈ F [x] takav da je q1(x) = (x − α2)q2(x). Ponavljanjem postupka za-
 kljucujemo da polinom (x−α1)(x−α2) . . . (x−αm) dijeli f(x) pa je ocito m ≤ n. �
 Iz teorema 2.17 odmah slijedi da ako polinom f(x) ∈ F [x] stupnja ≥ 2 ima korijen
 α ∈ F , onda je f(x) reducibilan u F . U tom slucaju mozemo f(x) napisati kao
 umnozak polinoma koji nisu konstantni, tj. kao
 f(x) = (x − α)q(x) za neki q(x) ∈ F [x].
 Primijetimo da reducibilan polinom u F [x] ne mora imati korijen u F . Na primjer,
 x4 +2x2 +1 = (x2 +1)(x2 +1) je reducibilan nad R ali nema realne korjene. Medutim,
 za polinome stupnja 2 ili 3 vrijedi obrat.
 Propozicija 2.6 Neka je F polje i neka je f(x) ∈ F [x] polinom stupnja 2 ili 3. Ako
 je f(x) reducibilan nad F , onda f(x) ima korijen u F .
 Dokaz Ako je f(x) reducibilan polinom stupnja 2 ili 3, onda je f(x) = g(x)h(x) gdje
 g(x) i h(x) nisu konstantni polinomi. Dakle, jedan od polinoma g(x) ili h(x) ima
 stupanj 1. Pretpostavimo da je g(x) = ax + b, a 6= 0. Tada je g(−ba−1) = 0 pa
 zakljucujemo da je −ba−1 ∈ F korijen polinoma f(x). �
 Vrlo cesto nas zanima problem faktorizacije u prstenu R[x] gdje je R podprsten polja
 F . Prirodno je zapitati se kako se faktorizacija u F [x] moze iskoristiti da saznamo
 nesto o faktorizaciji u R[x]. Sljedeci rezultati koje navodimo bez dokaza daju neke
 kriterije ireducibilnosti u prstenima Z[x] i Q[x].
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 Lema 2.1 Neka je f(x) = anxn +an−1xn−1 + ∙ ∙ ∙+a0 polinom u Z[x]. Pretpostavimo
 da f(x) ima korijen r/s ∈ Q gdje je r/s potpuno skraceni razlomak.
 (i) Tada r | a0 i s | an.
 (ii) Ako je an = 1 i f(d) 6= 0 za svaki d ∈ Z koji dijeli a0, onda f(x) nema korijen
 u Q.
 Primjer
 Neka su f(x) = x2 − p i g(x) = x3 − p polinomi u Z[x] gdje je p prosti broj. Jedini
 djelitelji slobodnog clana za oba polinoma su ±1 i ±p. Medutim, f(d) 6= 0 i g(d) 6= 0
 za d = ±1,±p, pa polinomi f(x) i g(x) nemaju korjen u Q. Iz propozicije 2.5 sada
 slijedi da su f(x) i g(x) ireducibilni u Q[x]. �
 Teorem 2.18 (Eisensteinov kriterij) Neka je f(x) = anxn +an−1xn−1 + ∙ ∙ ∙+a0 ∈
 Z[x], n ≥ 1. Ako postoji prosti broj p takav da p | ak za k = 0, 1, . . . , n − 1, p - an i
 p2 - a0, onda je f(x) ireducibilan nad Q.
 Primjeri
 (1) Polinom f(x) = 2x5 − 5x4 + 5 je ireducibilan nad Q. Ako je p prost broj koji
 dijeli ak za k = 0, 1, . . . , 4, onda su jedine mogucnosti p = 1 ili 5. Kako 5 - 2, to
 je p = 5. Sada 52 - 5 pa je prema Eisensteinovom kriteriju f(x) ireducibilan nad
 Q.
 (2) Neka je p prost broj. Tada je polinom fp(x) = xp−1+xp−2+∙ ∙ ∙+x+1 ireducibilan
 nad Q. Na ovom polinomu ne mozemo direktno primijeniti Eisensteinov kriterij.
 Medutim, mozemo napraviti sljedecu transformaciju. Primijetimo da je
 fp(x)(x − 1) = xp − 1,
 pa tranformacijom varijabli x 7→ x + 1 i primjenom binomne formule dobivamo
 fp(x + 1)x = (x + 1)p − 1 =
 (p
 1
 )
 x +
 (p
 2
 )
 x2 + ∙ ∙ ∙ +
 (p
 p
 )
 xp.
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 Dakle,
 fp(x + 1) =
 (p
 1
 )
 +
 (p
 2
 )
 x + ∙ ∙ ∙ +
 (p
 p
 )
 xp−1.
 Broj p dijeli(
 pk
 )za k = 1, 2, . . . , p− 1, ali p -
 (pp
 )= 1. Takoder, p2 -
 (p1
 )= p, pa je
 fp(x + 1) ireducibilan nad Q prema Eisensteinovom kriteriju. Ovo implicira da
 je fp(x) ireducibilan nad Q. �
 Za polje F kazemo da je algebarski zatvoreno ako svaki polinom f(x) ∈ F [x] stupnja
 ≥ 1 ima korjen u F . Na primjer, dobro je poznato da je polje C algebarski zatvoreno,
 dok polje R nije. Moze se pokazati da je svako polje sadrzano u nekom polju koje
 je algebarski zatvoreno. Ako je F algebarski zatvoreno polje, onda su ireducibilni
 polinomi u F [x] upravo polinomi prvog stupnja. U tom slucaju svaki polinom f(x) ∈
 F [x] se moze faktorizirati kao
 f(x) = cm∏
 i=1
 (x − αi)ki
 gdje je c ∈ F , c 6= 0, ki ∈ N i α1, α2, . . . , αm ∈ F su korijeni polinoma f(x).
 2.11 Maksimalni ideali
 U ovom odjeljku proucavamo vaznu klasu ideala koji nisu sadrzani ni u jednom pravom
 idealu. Takve ideale nazivamo maksimalni ideali. Oni su usko povezani s prostim
 prstenima koji imaju samo trivijalne ideale.
 Definicija 2.22 Kazemo da je R prosti prsten ako R nema netrivijalnih ideala.
 Drugim rijecima, jedini ideali u prstom prstenu su nul-ideal {0} i cijeli prsten R.
 Ocigledno, svako polje je prosti prsten. Ako je A ideal u polju F i A 6= {0}, onda
 postoji x ∈ A, x 6= 0, pa je x−1x = 1 ∈ A. Sada za svaki x ∈ F vrijedi x = x 1 ∈ A
 sto povlaci da je A = F .
 Definicija 2.23 Neka je R prsten. Kazemo da je A maksimalani ideal u R ako
 vrijedi:
 (i) A 6= R,
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 (ii) ako je B ideal u R i B ⊇ A, onda je B = A ili B = R.
 Proizvoljni prsten ne mora imati maksimalne ideale. Medutim, moze se pokazati da u
 svakom prstenu R 6= 0 s jedinicom maksimalni ideali uvijek postoje. Sljedeci teorem
 daje karakterizaciju maksimalnih ideala.
 Teorem 2.19 Neka je R prsten, i neka je A 6= R ideal u R. Tada su sljedeca svojstva
 ekvivalentna:
 (i) A je maksimalni ideal,
 (ii) R/A je prosti prsten,
 (iii) za svaki x ∈ R, x /∈ A, vrijedi A + (x) = R.
 Dokaz (i) ⇒ (ii) Neka je J ⊆ R/A ideal. Prema Teoremu 2.13, J = B/A za neki
 ideal B ⊆ R takav da B ⊇ A. Kako je A je maksimalni ideal, to je B = A ili B = R
 sto povlaci J = A/A = {0} ili J = R/A. Dakle, R/A ima samo trivijalne ideale pa je
 R/A prosti prsten.
 (ii) ⇒ (iii) Neka je x ∈ R, x /∈ A. Tada je B = A + (x) ideal u R gdje je A pravi
 podskup od B. Ovo povlaci da je B/A ideal u R/A koji nije nul-ideal. Tada iz pret-
 postavke (ii) slijedi da je B/A = R/A odakle dobivamo A + (x) = R.
 (iii) ⇒ (i) Neka je B ideal u R takav da B ⊇ A. Ako je B 6= A, onda postoji
 x ∈ B \A. Ideali (x) i A su sadrzani u B, stoga je A + (x) ⊆ B. Iz pretpostavke (iii)
 slijedi A + (x) = R sto povlaci B = R. Dakle, A je maksimalni ideal u R. �
 Ako je R komutativni prsten s jedinicom, onda su maksimalni ideali karakterizirani
 strukturom kvocijentnih prstena.
 Teorem 2.20 Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Ideal M ⊂ R je maksima-
 lan ako i samo ako je R/M polje.
 Dokaz Primijetimo da je R = R/M komutativni prsten s jedinicom 1 = 1 + M ,
 1 ∈ R. Neka je M maksimalan ideal u R. Zelimo pokazati da svaki element a ∈ R,
 a 6= 0, ima multiplikativni inverz u R. Prema teremu 2.19 kvocijentni prsten R je
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 prost, stoga je (a) = R za svaki a 6= 0. Medutim, (a) = a R = R a jer je R komuta-
 tivni prsten s jedinicom. Sada iz R = a R = R a slijedi da za 1 ∈ R postoji b ∈ R
 takav da je 1 = a b = b a. Time je dokazano da je R polje.
 Pretpostavimo sada da je R polje. Neka je K ⊆ R ideal u R takav da K ⊇ M . Tada
 je K/M ideal u R, pa je K/M = {0} ili K/M = R jer R nema netrivijalnih ideala.
 Ovo implicira da je K = M ili K = R, stoga je M maksimalan ideal u R. �
 Koristeci gornje teoreme mozemo konstruirati maksimalne ideale.
 Primjeri maksimalnih ideala
 (1) Promotrimo prsten 2 × 2 matrica nad poljem F
 R =
 {(a b
 0 0
 )
 | a, b ∈ F
 }
 . (2.45)
 Lako se provjeri da je
 M =
 {(0 b
 0 0
 )
 | b ∈ F
 }
 (2.46)
 ideal u R. Definirajmo prsten
 S =
 {(a 0
 0 0
 )
 | a ∈ F
 }
 . (2.47)
 Preslikavanje f : R → S damo sa
 f
 (a b
 0 0
 )
 =
 (a 0
 0 0
 )
 (2.48)
 je epimorfizam prstena s jezgrom Ker(f) = M pa je prema prvom teoremu o
 izomorfizmu R/M ' S. Primijetimo da je S ' F jer je preslikavanje ( a 00 0 ) 7→ a
 izomorfizam prstena. Stoga je R/M polje, odnosno R/M je prosti prsten pa je
 prema teoremu 2.19 M maksimalni ideal.
 (2) Neka je R[x] prsten polinoma nad poljem R. U proslom odjeljku smo pokazali da
 su kvocijentni prsteni R[x]/(x) i R[x]/(x2 + 1) izomorfni poljima R i C:
 R[x]/(x) ' R, R[x]/(x2 + 1) ' C.
 Prema teoremu 2.20 ideali (x) i (x2 + 1) su maksimalni ideali u R[x].
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 (3) Svi maksimalni ideali u prstenu Z su oblika (p) gdje je p prosti broj. Neka je M
 maksimalan ideal u Z. Tada je M = (n) za neki n > 0 jer je Z domena glavnih
 ideala. Prema Teoremu 2.20 slijedi da je Z/(n) polje. Ako n nije prosti broj,
 onda n mozemo faktorizirati kao n = n1n2 za neke 1 < n1, n2 < n. U tom slucaju
 je n = n1n2 = 0 sto je kontradikcija s n1, n2 6= 0 jer polje nema djelitelja nule.
 Dakle, n je prosti broj.
 Dokazimo obrat tvrdnje. Neka je n prosti broj. Pokazat cemo da je Z/(n) polje.
 Ako je 0 < a < n, onda je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i n jednak 1.
 Stoga postoje p, q ∈ Z takvi da je
 p a + qn = 1. (2.49)
 U kvocijentnom prstenu jednakost (2.38) daje
 p a + q n = p a = 1
 jer je n = 0. Ovo pokazuje da svaki element a 6= 0 ima mulitiplikativni inverz.
 Dakle Z/(n) je polje, pa prema teoremu 2.20 slijedi da je (n) maksimalni ideal u
 Z.
 Sljedeci rezultat opisuje maksimalne ideale u prstenu polinoma F [x] gdje je F polje.
 Teorem 2.21 Neka je F polje. M ⊆ F [x] je maksimalni ideal u F [x] ako i samo ako
 je M = (p(x)) gdje je p(x) ireducibilni polinom u F [x].
 Dokaz Neka je p(x) ∈ F [x] ireducibilan polinom. Prema teoremu 2.16 prsten F [x]
 je domena glavnih ideala. Neka je (h(x)) ideal u F [x] takav da (h(x)) ⊇ (p(x)).
 Tada je p(x) ∈ (h(x)) sto povlaci p(x) = g(x)h(x) za neki g(x) ∈ F [x]. Kako je
 p(x) ireducibilan polinom, to je g(x) = c ili h(x) = c. Ako je g(x) = c, onda je
 (p(x)) = (c h(x)) = (h(x)). Ako je h(x) = c, onda je (h(x)) = (c) = F [x]. Dakle,
 (h(x)) = (p(x)) ili (h(x)) = F [x] sto povlaci da je (p(x)) maksimalni ideal u F [x].
 Pretpostavimo sada da je (p(x)) maksimalni ideal u F [x], i neka je
 p(x) = g(x)h(x) (2.50)
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 za neke g(x), h(x) ∈ F [x]. Tada je (p(x)) ⊆ (g(x)) sto povlaci (g(x)) = (p(x)) ili
 (g(x)) = F [x]. Ako je (g(x)) = (p(x)), onda je g(x) = k(x)p(x) za neki k(x) ∈ F [x].
 Supstitucijom ovog izraza u (2.39) dobivamo
 p(x) = k(x)p(x)h(x)
 sto implicira da su k(x) i h(x) konstantni polinomi. S druge strane, ako je (g(x)) =
 F [x], onda je g(x) konstantan polinom. U svakom slucaju iz jednadzbe (2.39) dobi-
 vamo g(x) = c ili h(x) = c za neki c ∈ F sto pokazuje da je p(x) ireducibilan polinom.
 �
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 Moduli
 3.1 Definicija i primjeri modula
 Modul je Abelova grupa cije elemente mozemo mnoziti elementima nekog prstena.
 Na primjer, vektori u Rn tvore modul nad poljem R jer vektore mozemo mnoziti
 realnim brojevima. Polinomi s koeficijentima u prstenu R takoder tvore modul nad
 R jer takve polinome mozemo mnoziti elementima prstena R.
 Definicija 3.1 Neka je R prsten, i neka je (M, +) Abelova grupa. Kazemo da je M
 lijevi R-modul ako postoji preslikavanje R × M → M , (r,m) 7→ rm, sa svojstvima
 (i) r(m1 + m2) = rm1 + rm2,
 (ii) (r1 + r2)m = r1m + r2m,
 (iii) (r1r2)m = r1(r2m),
 (iv) 1m = m ako je 1 ∈ R,
 za sve r, r1, r2 ∈ R i m,m1,m2 ∈ M .
 Ako je R polje, onda M nazivamo vektorski prostor nad poljem R. Operacija (r,m) 7→
 rm naziva se mnozenje skalarom r, a prsten R se cesto naziva prsten skalara. Svojstva
 (i) i (ii) su zakoni distributivnosti u odnosu na zbrajanje u M i R, a svojstvo (iii) je
 zakon mijesane asocijativnosti. Modul M se naziva lijevi R-modul jer je mnozenje
 rm definirano slijeva. Slicno se definira desni R-modul.
 119
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 Ako je R komutativni prsten i M je lijevi R-modul, onda M postaje desni R-modul
 ako definiramo
 mr = rm, r ∈ R,m ∈ M.
 Lako se provjeri da za ovu definiciju vrijede aksiomi (i)-(iv) gdje je mnozenje skalarom
 definirano zdesna. Za ilustraciju dokazimo svojstvo (iii). Zbog komutativnosti u R
 imamo
 m(r1r2) = (r1r2)m = (r2r1)m = r2(r1m) = r2(mr1) = (mr1)r2.
 U ovom slucaju lijevi R-modul je istovjetan desnom R-modulu pa ih ne trebamo
 razlikovati. Takve module jednostavno nazivamo R-moduli ili moduli nad prstenom
 R. U daljnjem tekstu R-modul ce uvijek znaciti lijevi modul osim ako nije naglaseno
 drugacije.
 Primjeri modula
 (1) Svaki prsten R je lijevi i desni R-modul.
 (2) Ako je G aditivna Abelova grupa, onda je G lijevi Z-modul jer vrijedi
 k(g1 + g2) = kg1 + kg2,
 (k1 + k2)g = k1g + k2g,
 (k1k2)g = k1(k2g),
 1g = g,
 za sve k, k1, k2 ∈ Z i g, g1, g2 ∈ G.
 (3) Neka je Rn skup svih uredenih n-torki
 (x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R.
 Skup R je Abelova grupa u odnosu na zbrajanje
 (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).
 Neutralni element je
 0 = (0, 0, . . . , 0),
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 a suprotni element je definiran s
 −(x1, x2, . . . , xn) = (−x1,−x2, . . . ,−xn).
 Ako definiramo mnozenje R× Rn → Rn s
 r(x1, x2, . . . , xn) = (rx1, rx2, . . . , rxn),
 onda Rn postaje modul nad poljem R. Ovaj modul nazivamo n-dimenzionalni
 realni vektorski prostor.
 (4) Neka je M(n,R) aditivna grupa matrica reda n nad prstenom R. Definirajmo
 mnozenje R × M(n,R) → M(n,R) s
 r[aij ] = [raij ] (3.1)
 gdje je [aij ] matrica u M(n,R). Tada mnozenje dano sa (3.1) tvori strukturu
 lijevog R-modula na M(n,R).
 (5) (Direktni umnozak modula) Neka su M i N lijevi moduli nad prstenom R. Ako
 na Kartezijevom umnosku M × N definiramo operacije
 (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′),
 r(x, y) = (rx, ry)
 za sve (x, y), (x′, y′) ∈ M ×N i r ∈ R, onda skup M ×N postaje lijevi R-modul.
 Ovaj modul naziva se direktni umnozak modula M i N .
 Navedimo neka elementarna svojstva R-modula M :
 (i) 0m = 0, m ∈ M , 0 ∈ R,
 (ii) r0 = 0, r ∈ R, 0 ∈ M ,
 (iii) (−r)m = −(rm) = r(−m), r ∈ R, m ∈ M .
 Kada je iz konteksta jasno, nulu iz prstena R i nulu iz modula M oznacavamo istim
 simbolom 0. Svojstva (i)–(iii) dokazuju se slicno kao kod prstena, pa dokaz izostav-
 ljamo.
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 3.2 Podmoduli i direktne sume
 U daljnjem tekstu svi rezultati se odnose na lijeve R-module koje cemo jednostavno
 nazivati R-moduli. Analogni rezultati vrijede za desne R-module.
 Definicija 3.2 Neka je M modul nad R. Neprazan podskup N ⊆ M je podmodul od
 M ako vrijedi
 (i) a − b ∈ N za sve a, b ∈ N ,
 (ii) ra ∈ N za sve a ∈ N , r ∈ R.
 Ako je R polje, onda N nazivamo vektorski podprostor od M . Drugim rijecima
 podmodul je Abelova podgrupa od M koja je zatvorena na mnozenje elementima
 iz prstena R. Ocigledno su {0} i M trivijalni podmoduli od M .
 Primjeri podmodula
 (1) Ako je I lijevi ideal u prstenu R, onda je I podmodul R-modula R.
 (2) Neka je M modul nad R i neka je x ∈ M . Tada je skup
 Rx = {rx | r ∈ R}
 podmodul od M . Doista,
 r1x − r2x = (r1 − r2)x ∈ Rx,
 r1(r2x) = (r1r2)x ∈ Rx,
 za sve r1, r2 ∈ R. Podmodul Rx opcenito ne sadrzi x osim ako R ima jedinicu jer
 je tada x = 1 x ∈ Rx.
 (3) Prsten polinoma F [x] je vektorski prostor nad poljem F . Neka je Fn[x] skup
 svih polinoma iz F [x] do ukljucivo reda n. Tada je Fn[x] vektorski podprostor
 prostora F [x].
 (4) (Podmodul generiran jednim elementom) Neka je M modul nad R i neka je x ∈ M .
 Skup
 K = {rx + nx | r ∈ R, n ∈ Z}
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 je najmanji podmodul od M koji sadrzi x. K nazivamo podmodul generiran
 elementom x. Primijetimo da ovdje nx oznacava sumu x + x + ∙ ∙ ∙ + x za n > 0,
 odnosno −x − x ∙ ∙ ∙ − x za n < 0. K je Abelova podgrupa od M jer za svaki
 r, s ∈ R i n,m ∈ Z vrijedi
 (rx + nx) − (sx + mx) = (r − s)x + (n − m)x ∈ K.
 Ako je a ∈ R, onda je
 a(rx + nx) = (ar + na)x ∈ Rx
 jer je ar+na ∈ R. Time je dokazano da je K podmodul od M . Nadalje, za r = 0
 i n = 1 dobivamo x ∈ K. Neka je sada L bilo koji podmodul od M koji sadrzi x.
 Tada prema definiciji 3.2 vrijedi rx ∈ L i nx ∈ L za svaki r ∈ R i n ∈ Z. Stoga je
 rx + nx ∈ L sto povlaci K ⊆ L. Dakle, K najmanji podmodul od M koji sadrzi
 x.
 Pretpostavimo sada da R ima jedinicu 1. Pokazimo da je u tom slucaju K = Rx.
 Doista, kako je x = 1x imamo
 rx + nx = (r + 1 + 1 + ∙ ∙ ∙ + 1)x (za n > 0),
 odnosno
 rx + nx = (r − 1 − 1 − ∙ ∙ ∙ − 1)x (za n < 0).
 Dakle, ako R ima jedinicu, onda je rx+nx = (r+n1)x ∈ Rx sto povlaci K ⊆ Rx.
 Inkluzija Rx ⊆ K je trivijalna (za n = 0), pa zakljucujemo da je K = Rx.
 Teorem 3.1 Neka je {Ni}i∈I familija podmodula R-modula M . Tada je⋂
 i∈I Ni
 takoder podmodul od M .
 Dokaz Neka su x, y ∈⋂
 i∈I Ni i a ∈ R. Tada su x, y ∈ Ni za svaki i ∈ I iz cega
 slijedi x − y ∈ Ni i ax ∈ Ni za svaki i ∈ I. Dakle, x − y ∈⋂
 i∈I Ni i ax ∈⋂
 i∈I Ni sto
 dokazuje da je⋂
 i∈I Ni podmodul od M . �
 Neka je S neprazan podskup R-modula M . Najmanji podmodul od M koji sadrzi
 skup S nazivamo podmodul generiran skupom S i oznacavamo sa (S). Ako je S =
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 {x1, x2, . . . , xn}, onda koristimo oznaku (S) = (x1, x2, . . . , xn). Podmodul generiran
 skupom S tvori se na sljedeci nacin. Neka je F = {Nk}k∈J familija podmodula od M
 koji sadrze skup S, Nk ⊇ S. F je neprazan skup jer je M ∈ F . Prema teoremu 3.1
 presjek⋂
 k∈J Nk je podmodul od M i S ⊆⋂
 k∈J Nk. Ako je N bilo koji podmodul koji
 sadrzi S, onda je N ∈ F pa je⋂
 k∈J Nk ⊂ N . Dakle,⋂
 k∈J Nk je najmanji podmodul
 koji sadrzi S, tj.
 (S) =⋂
 k∈J
 Nk.
 Definicija 3.3 Kazemo da je R-modul M konacno generirani modul ako je M =
 (x1, x2, . . . , xn) za neke xi ∈ M , 1 ≤ i ≤ n. Elemente xi nazivamo generatori modula
 M . Ako je M = (x) za neki x ∈ M , onda M nazivamo ciklicki modul.
 Neka su x1, x2, . . . , xn ∈ M . Izraz
 r1x1 + r2x2 + ∙ ∙ ∙ + rnxn (3.2)
 nazivamo linearna kombinacija elemenata x1, x2, . . . , xn. Skup svih takvih linearnih
 kombinacija oznacavamo s
 n∑
 i=1
 Rxi ={r1x1 + r2x2 + ∙ ∙ ∙ + rnxn | ri ∈ R, xi ∈ M
 }.
 Sljedeci rezultat pokazuje da ako R ima jedinicu, onda se konacno generirani R-moduli
 sastoje tocno od linearnih kombinacija (3.2).
 Teorem 3.2 Neka je R prsten s jedinicom i neka je M modul nad R. Ako je M
 konacno generiran elementima x1, x2, . . . , xn, onda je
 M =n∑
 i=1
 Rxi. (3.3)
 Dokaz Pokazimo da je skup∑n
 i=1 Rxi podmodul od M . Neka su m1 =∑n
 i=1 rixi i
 m2 =∑n
 i=1 sixi. Tada je
 m1 − m2 =n∑
 i=1
 (ri − si)xi ∈n∑
 i=1
 Rxi.
 Ako je a ∈ R, onda je
 am1 =n∑
 i=1
 (ari)xi ∈n∑
 i=1
 Rxi.
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 Dakle,∑n
 i=1 Rxi je podmodul od M . Nadalje, svi generatori modula M su sadrzani
 u∑n
 i=1 Rxi jer je xk = 1xk ∈∑n
 i=1 Rxi za svaki k = 1, 2, . . . , n. Stoga je
 (x1, x2, . . . , xn) ⊆n∑
 i=1
 Rxi (3.4)
 jer je (x1, x2, . . . , xn) najmanji modul koji sadrzi sve generatore x1, x2, . . . , xn. Po
 pretpostavci je M = (x1, x2, . . . , xn), pa iz relacije (3.4) slijedi M =∑n
 i=1 Rxi. �
 Dakle, svaki element m konacno generiranog modula je linearna kombinacija m =∑n
 i=1 rixi. Generatori nekog modula ne moraju biti jedinstveni. Neka je Fn[x] vek-
 torski prostor polinoma nad poljem F do ukljucivo stupnja n. Tada su
 {1, x, x2, . . . , xn} i {1, 1 + x, x2, . . . , xn}
 dva razlicita skupa generatora prostora Fn[x].
 Definicija 3.4 Neka su N1, N2, . . . , Nk podmoduli R-modula M . Podmodul generiran
 unijom⋃k
 i=1 Ni nazivamo suma podmodula Ni i oznacavamo s∑k
 i=1 Ni.
 Prema ovoj definiciji je
 ( k⋃
 i=1
 Ni
 )=
 k∑
 i=1
 Ni. (3.5)
 Ako je M =∑k
 i=1 Ni, onda kazemo da je M generiran podmodulima Ni. Struk-
 tura podmodula (3.5) karakterizirana je sljedecim teoremom (koji ujedno objasnjava
 oznaku∑k
 i=1 Ni).
 Teorem 3.3 Neka su N1, N2, . . . , Nk podmoduli R-modula M . Tada je
 k∑
 i=1
 Ni ={ k∑
 i=1
 xi | xi ∈ Ni
 }. (3.6)
 Dokaz Neka je S skup svih konacnih suma∑k
 i=1 xi, xi ∈ Ni. Pokazimo da je S
 podmodul od M . Neka su∑k
 i=1 xi,∑k
 i=1 yi ∈ S, i neka je a ∈ R. Tada je
 k∑
 i=1
 xi −k∑
 i=1
 yi =k∑
 i=1
 (xi − yi) ∈ S
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 jer je xi − yi ∈ Ni za svaki 1 ≤ i ≤ k, i
 ak∑
 i=1
 xi =k∑
 i=1
 axi ∈ S
 jer je axi ∈ Ni za svaki 1 ≤ i ≤ n. Ocigledno je⋃k
 i=1 Ni ⊆ S jer je Ni ⊆ S za svaki
 1 ≤ i ≤ n. Pokazimo da je S najmanji podmodul od M koji sadrzi⋃k
 k=1 Ni. Neka
 je K podmodul od M takav da K ⊇⋃k
 i=1 Ni. Tada K sadrzi sve elemente oblika∑k
 i=1 xi, xi ∈ Ni, pa je S ⊆ K. Dakle, S je podmodul generiran skupom⋃k
 i=1 Ni, pa
 je∑k
 i=1 Ni dan izrazom (3.6). �
 Definicija 3.5 Neka su N1, N2, . . . , Nk podmoduli R-modula M . Suma podmodula∑k
 i=1 Ni naziva se direktna suma ako se svaki element x ∈∑
 i=1 Ni moze na jedinstven
 nacin zapisati kao x =∑k
 i=1 xi, xi ∈ Ni. Direktnu sumu oznacavamo s
 N1 ⊕ N2 ∙ ∙ ∙ ⊕ Nk.
 Ako direktna suma generira cijeli modul M , onda pisemo
 M = N1 ⊕ N2 ∙ ∙ ∙ ⊕ Nk.
 Za ilustraciju promotrimo vektorski prostor V = R3 nad poljem R. Odaberimo
 vektore e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1). Svaki vektor x = (x1, x2, x3) ∈ V
 se moze na jedinstven nacin napisati kao
 x = x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1) = x1e1 + x2e2 + x3e3.
 Stoga je V = Re1 ⊕ Re2 ⊕ Re3, direktna suma podprostora Rei = {rei | r ∈ R}.
 Teorem 3.4 Neka su N1 i N2 podmoduli R-modula M . Tada je M = N1 ⊕N2 ako i
 samo ako je M = N1 + N2 i N1 ∩ N2 = {0}.
 Dokaz Pretpostavimo da je M = N1 ⊕N2. Tada je ocigledno M = N1 + N2. Ako je
 x ∈ N1 ∩ N2, onda x mozemo rastaviti na sume
 x = x + 0, x ∈ N1, 0 ∈ N2 i x = 0 + x, 0 ∈ N1, x ∈ N2.
 Kako suma mora biti jedinstvena zakljucujemo da je x = 0. Dakle N1 ∩ N2 = {0}.
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 Pretpostavimo sada da je M = N1 + N2 i N1 ∩ N2 = {0}. Tada se svaki x ∈ M
 moze napisati kao x = x1 + x2, xi ∈ Ni. Pokazimo da je suma jedinstvena. Ako je
 x = y1 + y2 za neke yi ∈ Ni, onda je x1 + x2 = y1 + y2, odnosno x1 − y1 = y2 − x2.
 Ovo povlaci da je x1 − y1 ∈ N1 ∩ N2 i y2 − x2 ∈ N1 ∩ N2. Kako je N1 ∩ N2 = {0}
 zakljucujemo da je x1 = y1 i x2 = y2. Time je dokazano da je M = N1 ⊕ N2. �
 Na slican nacin se pokazuje da je M = N1 ⊕ N2 ∙ ∙ ∙ ⊕ Nk ako i samo ako je
 M =k∑
 i=1
 Ni ik⋂
 i=1
 Ni = {0}.
 3.3 Homomorfizmi modula i kvocijentni moduli
 Definicija 3.6 Neka su M i N moduli nad prstenom R, i neka je f : M → N pres-
 likavanje koje zadovoljava
 (i) f(x + y) = f(x) + f(y),
 (ii) f(rx) = rf(x),
 za svaki x, y ∈ M , r ∈ R. Tada se f naziva linearno preslikavanje ili homomorfizam
 iz modula M u modul N . Ako je R polje, onda kazemo da je f linearna transformacija
 iz vektorskog prostora M u vektorski prostor N .
 Skup svih homomorfizama f : M → N oznacavamo s HomR(M,N). Ako je M = N ,
 onda kazemo da je f endomorfizam modula M . Skup svih endomorfizama modula
 M oznacavamo s EndR(M). Svaki homomorfizam modula f : M → N je takoder
 homomorfizam Abelovih grupa M i N , pa vrijedi
 (i) f(0) = 0,
 (ii) f(−x) = −f(x),
 (iii) f(x − y) = f(x) − f(y),
 za svaki x, y ∈ M . Jezgra homomorfizma
 Ker(f) = {x ∈ M | f(x) = 0}
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 je podmodul modula M , a slika homomorfizma
 Im(f) = {f(x) | x ∈ M}
 je podmodul modula N . Homomorfizam f : M → N je injekcija ako i samo ako je
 Ker(f) = {0}. Ako je homomorfizam f : M → N bijekcija, onda kazemo da je f
 izomorfizam modula. U tom slucaju su moduli M i N izomorfni i pisemo M ' N .
 Primjeri homomorfizama
 (1) Neka je R komutativni prsten, i neka je M modul nad R. Odaberimo a ∈ R i
 definirajmo fa : M → M s
 fa(x) = ax.
 Tada je fa homomorfizam. Doista, fa(x + y) = fa(x) + fa(y) slijedi trivijalno, a
 zbog komutativnosti prstena imamo
 fa(rx) = a(rx) = (ar)x = (ra)x = rfa(x)
 za svaki x ∈ M , r ∈ R.
 (2) Definirajmo preslikavanje λi : Rn → R s
 λi(x1, x2, . . . , xn) = xi.
 λi je linearna transformacija iz Rn na R koji nazivamo projekcija na i-tu kompo-
 nentu vektora x.
 (3) Neka je Ck(a, b) vektorski prostor funkcija f : (a, b) → R koje imaju neprekidnu
 derivaciju do ukljucivo k-tog reda. Tada je derivacija D : Ck(a, b) → Ck−1(a, b),
 D(f) =df
 dx
 linearna transformacija iz prostora Ck(a, b) na prostor Ck−1(a, b). �
 Skup HomR(M,N) je Abelova grupa u kojoj je zbrajanje definirano po tockama,
 (f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ M. (3.7)
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 Ako je R komutativni prsten, onda mozemo definirati mnozenje R×HomR(M,N) →
 HomR(M,N) s
 (rf)(x) = rf(x), x ∈ M. (3.8)
 Doista, rf je linearno preslikavanje jer za svaki x, y ∈ M i a ∈ R vrijedi
 (rf)(x + y) = rf(x + y) = rf(x) + rf(y) = (rf)(x) + (rf)(y), (3.9)
 (rf)(ax) = rf(ax) = (ra)f(x) = (ar)f(x) = a(rf)(x). (3.10)
 Primijetimo da je relacija (3.10) posljedica komutativnosti prstena R. Lako se poka-
 zuje da zbrajanje i mnozenje definirano izrazima (3.7) i (3.8) zadovoljavaju aksiome
 modula, pa je HomR(M,N) modul nad komutativnim prstenom R.
 Definirajmo sada pojam kvocijentnog modula. Konstrukcija kvocijentnog modula
 sasvim je analogna konstrukciji kvocijentne grupe ili kvocijentnog prstena. Stoga
 su neki detalji ostavljeni citatelju za provjeru. Neka je N podmodul R-modula M .
 Definirajmo relaciju ekvivalencije ∼ na M s
 a ∼ b ⇔ a − b ∈ N.
 Klasa ekvivalencije koja sadrzi element a ∈ M je skup
 a = {a + x | x ∈ N} = a + N.
 Skup svih klasa ekvivalencije na M oznacavamo s M/N ,
 M/N = {a + N | a ∈ M}.
 Na skupu M/N mozemo definirati zbrajanje i mnozenje na sljedeci nacin:
 (a + N) + (b + N) = (a + b) + N, (3.11)
 r(a + N) = ra + N, (3.12)
 za svaki a, b ∈ M , r ∈ R. Moze se pokazati da su operacije (3.11) i (3.12) dobro
 definirane, odnosno da ne ovise o predstavniku klase ekvivalencije. Ove operacije
 zadovoljavaju aksiome modula na skupu M/N kojeg nazivamo kvocijentni modul. Ako
 je R polje, onda M/N nazivamo kvocijentni prostor. Preslikavanje ϕ : M → M/N ,
 ϕ(x) = x + N
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 Slika 3.1: Kvocijentni prostor se sastoji od pravaca koji su paralelni s pravcem U .
 naziva se kanonska projekcija. Zbog relacija (3.11) i (3.12) kanonska projekcija je
 ocigledno homomorfizam iz modula M na modul M/N .
 Kao primjer promotrimo podprostor vektorskog prostora V = R3 definiran s
 U = {(ts1, ts2, ts3) | t ∈ R}.
 Potprostor U prestavlja pravac koji prolazi ishodistem i ima vektor smjera ~s =
 (s1, s2, s3) (vidi sliku 3.1). Opisimo kvocijentni prostor
 V/U = {x + U | x ∈ R3}.
 Klasa ekvivalencije
 x + U = {(x1 + ts1, x2 + ts2, x3 + ts3) | t ∈ R}
 predstavlja pravac koji prolazi tockom x = (x1, x2, x3) i ima vektor smjera ~s. Dakle,
 kvocijentni prostor V/U se sastoji od svih pravaca koji su paraleleni sa zadanim prav-
 cem U .
 Sljedeci rezultat je analogan fundamentalnom teoremu o homomorfizmima grupa ili
 prstena.
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 Teorem 3.5 Neka su M i N moduli nad R i neka je f : M → N homomorfizam
 modula. Tada je
 M/Ker(f) ' Im(f).
 Dokaz Dokaz je slican dokazu teorema 2.11 pa detalje izostavljamo. Definirajmo
 podmodul K = Ker(f) i preslikavanje
 ϕ : M/K → N, ϕ(x + K) = f(x).
 Preslikavanje ϕ je dobro definirano. Ako je x + K = y + K, onda je x − y ∈ K sto
 implicira f(x−y) = 0, odnosno f(x) = f(y). Lako se pokazuje da je ϕ homomorfizam
 modula:
 ϕ((x + K) + (y + K)
 )= f(x + y) = f(x) + f(y) = ϕ(x + K) + ϕ(y + K),
 ϕ(r(x + K)
 )= f(rx) = rf(x) = rϕ(x + K),
 za sve x, y ∈ M , r ∈ R. Nadalje, ϕ je injekcija jer ϕ(x + K) = ϕ(y + K) povlaci
 f(x) = f(y), odnosno f(x − y) = 0 pa je x − y ∈ K. Odavde slijedi x + K = y + K.
 Kako je Im(ϕ) = Im(f) preslikavanje ϕ : M/K → Im(f) je bijekcija. Stoga su mo-
 duli M/Ker(ϕ) i Im(f) izomorfni. �
 Kao primjenu teorema 3.5 navedimo sljedeci rezultat.
 Teorem 3.6 Neka je R prsten s jedinicom 1 ∈ R, i neka je M modul nad R. Tada
 je M ciklicki modul ako i samo ako je M ' R/I za neki ideal I ⊆ R.
 Dokaz Pretpostavimo da je M = Rx ciklicki modul. Definirajmo preslikavanje
 f : R → Rx gdje R promatramo kao R-modul. Ocigledno je f surjekcija i homomorfi-
 zam modula jer je f(r+s) = rx+sx = f(r)+f(s) i f(rs) = r(sx) = rf(x). Prema te-
 oremu 3.5 je R/Ker(f) ' Rx. Jezgra homomorfizma f , Ker(f) = {r ∈ R | rx = 0},
 naziva se anihilator elementa x ∈ M i oznacava s Ann(x). Dakle,
 R/Ann(x) ' Rx = M.
 Pretpostavimo sada da je M ' R/I za neki ideal I ⊆ R. R-modul R/I je generiran
 elementom 1 + I jer je R/I = {r(1 + I) | r ∈ R} = R(1 + I). Stoga je M ciklicki
 modul. �
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Poglavlje 4
 Pregled ostalih algebarskih
 struktura
 U ovom poglavlju dajemo pregled nekih algebarskih struktura koje su vazne u razli–
 citim granama matematike i fizike. Poglavlje je iskljucivo informativnog karaktera
 i sluzi da studenta upozna s osnovnim pojmovima iz teorije asocijativnih algebri,
 Liejevih i Weylovih algebri. Stoga je prezentacija nuzno nepotpuna i donosi samo
 letimican pregled ideja vezanih za ove algebarske strukture prema autorovom odabiru.
 4.1 Asocijativne algebre
 Definicija 4.1 Asociativna algebra nad poljem F je vektorski prostor nad F na kojem
 je definirano bilinearno preslikavanje m : A × A → A, m(a, b) = ab, koje zadovoljava
 a(bc) = (ab)c za sve a, b, c ∈ A.
 Preslikavanje m : A×A → A nazivamo mnozenje u algebri A. Primijetimo da biline-
 arnost mnozenja povlaci da za sve a, b, c ∈ A i λ ∈ F vrijedi
 (i) (a + b)c = ac + bc,
 (ii) a(b + c) = ab + ac,
 (iii) (λa)b = a(λb) = λ(ab).
 Asocijativnost i distributivnost mnozenja povlace da je A prsten u kojem su zbrajanje
 i mnozenje isti kao u algebri A.
 132
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 Definicija 4.2 Kazemo da je A unitalna algebra ili algebra s jedinicom ako postoji
 element 1 ∈ A takav da je 1a = a1 = a za svaki a ∈ A.
 Ako postoji, jedinicni element je jedinstven. Napomenimo da se definicija algebre
 ponesto razlikuje ovisno o literaturi. Neki autori podrazumijevaju da algebra A uvijek
 ima jedinicu ili da je F komutativni prsten s jedinicom.
 Primjeri
 (1) Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je EndF(V ) skup svih linearnih
 transformacija na prostoru V . Na EndF(V ) su definirane operacije zbrajanja i
 kompozicije, te mnozenja skalarom:
 (f + g)(u) = f(u) + g(u),
 (f ◦ g)(u) = f(g(u)),
 (λf)(u) = λf(u),
 za sve λ ∈ F i u ∈ V . EndF(V ) je vektorski prostor nad F u odnosu na ove
 operacije. Mnozenje definirano kompozicijom m(f, g) = f ◦ g je bilinearno jer su
 f i g linearna preslikavanja. EndF(V ) je algebra nad F s jedinicom idV gdje je
 idV (x) = x za svaki x ∈ V .
 (2) Skup M(n,F) matrica reda n nad poljem F je algebra nad F s operacijama zbra-
 janja i mnozenja matrica, te mnozenja matrica skalarom. Jedinica u M(n,F) je
 jedinicna matrica In.
 (3) Prsten polinoma F[x] je algebra nad poljem F gdje je mnozenje skalarom defini-
 rano s
 λ( n∑
 k=0
 αkxk)
 =n∑
 k=0
 (λαk)xk.
 Konstantni polinom p(x) = 1 je jedinica u algebri F[x].
 (4) Prsten kvaterniona H je algebra nad poljem realnih brojeva R.
 (5) Neka je G = {g1 = e, g2, . . . , gn} konacna grupa i neka je F polje. Neka je F[G]
 vektorski prostor nad F cija baza je skup G. Elementi prostora F[G] su konacne
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 linearne kombinacije∑
 i αigi, αi ∈ F. Zbrajanje i mnozenje skalarom je definirano
 na prirodan nacin, dok je umnozak u F[G] definiran s
 (∑
 i
 αigi
 )(∑
 j
 βjgj
 )=∑
 i,j
 αiβj(gigj).
 Algebra F[G] s ovako definiranim operacijama zbrajanja i mnozenja naziva se
 algebra konacne grupe. Jedinica u algebri F[G] je jedinica u grupi G, tj. 1 = e.
 �
 Algebra A je komutativna ako je ab = ba za svaki a, b ∈ A. Algebre EndF(V ), M(n,F)
 i H su nekomutativne, dok je F[x] komutativna algebra.
 Dimenzija algebre A je dimenzija vektorskog prostora A nad poljem F. Algebre mogu
 biti konacno i beskonacno dimenzionalne. Na primjer, M(n,F) je n2-dimenzionalna
 algebra s bazom
 Eij =
 0... 0
 ∙ ∙ ∙ 1 ∙ ∙ ∙
 0... 0
 , 1 ≤ i, j ≤ n,
 gdje se element 1 nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu, a ostali elementi su jednaki nuli.
 S druge strane, algebra polinoma F[x] je beskonacno dimenzionalna jer je prostor F[x]
 razapet monomima {1, x, x2, . . .}.
 Definicija 4.3 Neka je A algebra nad poljem F. Podskup B ⊆ A je podalgebra od A
 ako je B podprsten prstena A i podprostor vektorskog prostora A.
 Primjer
 Neka je H = {a + bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ R} kvaternionska algebra s tablicom
 mnozenja
 i2 = j2 = k2 = −1, (4.1)
 ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. (4.2)
 H je algebra nad poljem R s bazom {1, i, j, k}. Skup kompleksnih brojeva C = {a+bi |
 a, b ∈ R} je podalgebra algebre H. �
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 Definicija 4.4 Neka su A i B algebre nad poljem F. Preslikavanje ϕ : A → B koje
 za sve elemente a, b ∈ A i λ ∈ F zadovoljava
 (i) ϕ(λa) = λϕ(a),
 (ii) ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b),
 (iii) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),
 naziva se homomorfizam algebri. Ako je ϕ bijekcija, onda je ϕ izmorfizam algebri.
 Od posebnog su znacaja homomorfizmi algebri koje nazivamo reprezentacije.
 Definicija 4.5 Neka je A asocijativna algebra nad poljem F. Reprezentacija algebre
 A je uredeni par (ρ, V ) gdje je V vektorski prostor nad F i ρ : A → EndF(V ) je
 homomorfizam algebri. Ako A ima jedinicu 1, onda je ρ(1) = idV .
 Neka je A unitalna algebra nad poljem F. Svakom elementu a ∈ A mozemo pri-
 druziti linearno preslikavanje aL ∈ EndF(A) dano s aL(x) = ax. Definirajmo ρ : A →
 EndF(A), ρ(a) = aL. Pokazimo da je ρ homomorfizam algebri. Za sve a, b, x ∈ A i
 λ ∈ F imamo
 ρ(a + b)(x) = (a + b)x = ax + bx = ρ(a)(x) + ρ(b)(x),
 ρ(λa)(x) = (λa)x = λ(ax) = λρ(a)(x),
 ρ(ab)(x) = (ab)x = a(bx) = ρ(a)(ρ(b)(x)
 )= ρ(a) ◦ ρ(b)(x).
 Zakljucujemo da je ρ(a+b) = ρ(a)+ρ(b), ρ(αa) = αρ(a) i ρ(ab) = ρ(a)◦ρ(b), stoga je
 ρ reprezentacija algebre A na vektorskom prostoru A. Preslikavanje a 7→ ρ(a) je injek-
 tivno jer je A unitalna algebra. Doista, ako je ρ(a) = ρ(b), onda ρ(a)(1) = ρ(b)(1)
 implicira a1 = b1, odnosno a = b. Ovu reprezentaciju nazivamo regularna reprezen-
 tacija.
 Pretpostavimo da je A konacno dimenzionalna algebra dimenzije n. Tada svakoj line-
 arnoj transformaciji aL mozemo pridruziti matricu [aL] s obzirom na odabranu bazu
 prostora A. U tom slucaju homomorfizam ρ : A → M(n,F), ρ(a) = [aL], nazivamo
 regularna matricna reprezentacija od A.
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 Primjer
 Neka je H kvaternionska algebra nad R s bazom B = {1, i, j, k} gdje elementi baze za-
 dovoljavaju relacije (4.1)-(4.2). Odredimo regularnu matricnu reprezentaciju ρ : H→
 M(4,R) u odnosu na bazu B. Neka je u = a01 + a1i + a2j + a3k ∈ H. Matrica
 transformacije ρ(u) = uL je dana s
 [uL] = [uL(1) | uL(i) | uL(j) | uL(k)]
 gdje se u stupcima nalaze komponente vektora uL(b) = ub, b ∈ B. Nalazimo
 uL(1) = u 1 = a01 + a1i + a2j + a3k,
 uL(i) = u i = −a1 + a0i + a3j − a2k,
 uL(j) = u j = −a2 − a3i + a0j + a1k,
 uL(k) = u k = −a3 + a2i − a1j + a0k.
 Dakle, regularna reprezentacija je dana s
 ρ(u) =
 a0 −a1 −a2 −a3
 a1 a0 −a3 a2
 a2 a3 a0 −a1
 a3 −a2 a1 a0
 .
 4.2 Liejeve algebre
 Liejeve algebre su neasocijativne algebre koje imaju vaznu primjenu u matematici
 i teorijskoj fizici. Otkrice Liejevih algebri vezano je uz pojam Liejevih grupa koje
 je uveo norveski matematicar Sophus Lie u proucavanju neprekidnih simetrija dife-
 rencijalnih jednadzbi. U daljnjem tekstu F oznacava polje realnih ili kompleksnih
 brojeva.
 Definicija 4.6 Liejeva algebra g je vektorski prostor nad poljem F na kojem je defi-
 nirano preslikavanje [ , ] : g× g→ g koje zadovoljava sljedece uvjete:
 (i) linearnost
 [ax + by, z] = a[x, z] + b[y, z] za sve a, b ∈ F i x, y, z ∈ g,
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 Slika 4.1: Marius Sophus Lie, 1805-1865. Lie je tvorac teorije neprekidnih simetrija
 koje su nasle primjenu u proucavanju diferencijalnih jednadzbi.
 (ii) antisimetricnost
 [x, y] = −[y, x] za sve x, y ∈ g,
 (iii) Jacobijev indentitet
 [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 za sve x, y, z ∈ g.
 Preslikavanje [ , ] nazivamo Liejeva zagrada. Iz uvjeta (i) i (ii) slijedi da je Liejeva
 zagrada bilinearno preslikavanje, dok uvjet (ii) povlaci da je
 [x, x] = 0 za svaki x ∈ g.
 Ako je F = R (C), onda kazemo da je g realna (kompleksna) Liejeva algebra. Di-
 menzija Liejeve algebre je dimenzija vektorskog prostora g nad F. Liejevu algebru
 mozemo interpretirati kao algebru ciji je umnozak [x, y] antikomutativan, a umjesto
 asocijativnosti zadovoljava Jacobijev identitet.
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 Primjeri
 (1) Neka je A asocijativna algebra. Tada [a, b] = ab− ba definira Liejevu zagradu na
 A. Jacobijev identitet slijedi iz asocijativnosti mnozenja u A:
 [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = a(bc − cb) − (bc − cb)a
 + b(ca − ac) − (ca − ac)b
 + c(ab − ba) − (ab − ba)c = 0.
 Posebno vazan primjer je EndF(V ), algebra linearnih operatora na vektorskom
 prostoru V s operacijama zbrajanja i kompozicije operatora. Tada je [A,B] =
 A ◦ B − B ◦ A Liejeva zagrada na EndF(V ).
 (2) Ako je A = M(n,F) algebra matrica reda n nad poljem F, onda je A n2-
 dimenzionalna Liejeva algebra sa zagradom [A,B] = AB − BA. U tom slucaju
 Liejevu zagradu nazivamo komutator matrica A i B.
 (3) Neka je R3 realni vektorski prostor s elementima ~u = (u1 u2 u3)t, gdje t oznacava
 transponiranje, na kojem je zagrada definirana kao vektorski umnozak
 [~u,~v] = ~u × ~v =
 u2v3 − u3v2
 u3v1 − u1v3
 u1v2 − u2v1
 . (4.3)
 Linearnost i antisimetricnost zagrade su ocigledni iz svojstava vektorskog umnoska,
 dok Jacobijev slijedi iz vektorskog identiteta
 ~u × (~v × ~w) + ~v × (~w × ~u) + ~w × (~u × ~v) = ~0 za sve ~u,~v, ~w ∈ R3.
 Prostor R3 sa zagradom [~u,~v] = ~u × ~v je trodimenzionalna Liejeva algebra.
 (4) Neka je C∞(R2n) prostor glatkih funkcija f : R2n → R,
 f(q, p) = f(q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn).
 Definirajmo zagradu na C∞(R2n) s
 [f, g] =n∑
 i=1
 ( ∂f
 ∂qi
 ∂g
 ∂pi
 −∂f
 ∂pi
 ∂g
 ∂qi
 ). (4.4)
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 Slika 4.2: Simeon Denis Poisson, 1781-1840, francuski matematicar i fizicar.
 Zagrada (4.4) naziva se Poissonova zagrada i igra vaznu ulogu u fizici, narocito u
 teorijskoj mehanici. Poissonova zagrada je bilinearna jer su parcijalne derivacije
 linearni operatori, dok je antisimetricnost zagrade ocigledna. Izravnim racunom
 se provjeri da Jacobijev identitet vrijedi jer parcijalne derivacije drugog reda
 komutiraju,∂2f
 ∂qi∂pj
 =∂2f
 ∂pj∂qi
 .
 Prostor C∞(R2n) s Poissonovom zagradom (4.4) je primjer beskonacno dimenzi-
 onalne Liejeve algebre.
 (5) Heisenbergova Liejeva algebra. Neka je (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z) baza vek-
 torskog prostora V nad poljem F. Na V mozemo definirati strukturu Liejeve
 algebre tako da definiramo zagradu sa
 [xi, yi] = −[yi, xi] = z
 i gdje su zagrade ostalih elemenata jednake nuli. Element z komutira sa svim
 elementima baze pa ga nazivamo centralni element. Heisenbergova algebra se
 moze prikazati pomocu matrica na sljedeci nacin. Definirajmo redak vektore
 ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Fn gdje se 1 nalazi na i-tom mjestu. Elementima baze
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 pridruzimo matrice
 Xi =
 0 ei 0
 0 0n 0
 0 0 0
 , Yi =
 0 0 0
 0 0n eti
 0 0 0
 , Z =
 0 0 1
 0 0n 0
 0 0 0
 (4.5)
 gdje je 0n nul–matrica reda n. Lako se provjeri da matrice (4.5) zadovoljavaju
 komutacijske relacije Heisenbergove algebre. Opci element algebre mozemo pri-
 kazati kao linearnu kombinaciju
 X =n∑
 i=1
 uiXi +n∑
 i=1
 viYi + cZ =
 0 u c
 0 0n vt
 0 0 0
 , ui, vi, c ∈ F.
 Neka je g n-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem F i neka je {E1, E2, . . . , En}
 baza prostora g. Tada je
 [Ei, Ej ] =n∑
 k=1
 Ckij Ek (4.6)
 za neke konstante Ckij ∈ F koje nazivamo strukturne konstante algebre g. Kazemo da
 je g Lijeva algebra generirana elementima E1, E2, . . . , En. Antisimetricnost i Jacobijev
 identitet povlace da strukturne konstante zadovoljavaju
 Ckij = −Ck
 ji, (4.7)n∑
 m=1
 (Cm
 ij Crmk + Cm
 jk Crmi + Cm
 ki Crmj
 )= 0. (4.8)
 Struktura algebre g potpuno je odredena konstantama Ckij . Ako su poznati koeficijenti
 Ckij , onda zbog bilinearnosti Lijeve zagrade iz jednadzbe (4.6) mozemo izracunati [x, y]
 za sve x, y ∈ g. Obrnuto, bilo koji skup konstanti Ckij koji zadovoljava uvjete (4.7) i
 (4.8) definira Liejevu algebru sa zagradom (4.6) koja se bilinearno prosiruje na cijelu
 algebru g.
 Definicija 4.7 Neka je g Liejeva algebra sa zagradom [ , ] i neka je h vektorski pod-
 prostor od g. Ako je [X,Y ] ∈ h za sve X,Y ∈ h, onda kazemo da je h Liejeva
 podalgebra od g.
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 Definicija 4.8 Neka su g i h Liejeve algebre nad poljem F. Linearno preslikavanje
 ϕ : g→ h koje zadovoljava uvjet
 ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]
 za sve x, y ∈ g naziva se homomorfizam Liejevih algebri. Ako je ϕ bijektivno presli-
 kavanje, onda ϕ nazivamo izomorfizam Liejevih algebri.
 Vazan primjer homomorfizma Liejevih algebri je adjungirana reprezentacija
 ad: g→ EndF(g).
 Za svaki x ∈ g operator ad(x) : g→ g je definiran s
 ad(x)(y) = [x, y].
 Zbog bilinearnosti Liejeve zagrade operator ad(x) je linearan. Iz istog razloga je
 preslikavanje x 7→ ad(x) linearno. Da bismo pokazali da je adjungirana reprezentacija
 homomorfizam Liejevih algebri potrebno je provjeriti da je
 ad([x, y]) = ad(x) ◦ ad(y) − ad(y) ◦ ad(x),
 odnosno
 [[x, y], z] = [x, [y, z]] − [y, [x, z]] za svaki z ∈ g.
 Primijetimo da je ovo svojstvo ekvivalentno Jacobijevom identitetu. Iz Jacobijevog
 identiteta takoder slijedi da ad(x) zadovoljava Leibnizovo pravilo u odnosu na zagradu
 [y, z]:
 ad(x)([y, z]) = [ad(x)(y), z] + [y, ad(x), z].
 Linearno preslikavanje D : g→ g za koje vrijedi D([a, b]) = [D(a), b] + [a,D(b)] nazi-
 vamo derivacija, a preslikavanje ad(x) : g→ g naziva se unutarnja derivacija.
 Promotrimo vektorski prostor antisimetricnih matrica
 h = {X ∈ M(3,R) | X t = −X}. (4.9)
 Pokazimo da je komutator [X,Y ] = XY − Y X zatvoren u h sto implicira da je h
 podalgebra Liejeve algebre M(3,R). Ako su X,Y ∈ h, onda je X t = −X i Y t = −Y
 sto povlaci
 [X,Y ]t = (XY )t − (Y X)t = Y tX t − X tY t = (−Y )(−X) − (−X)(−Y ) = −[X,Y ].
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 Dakle, [X,Y ] ∈ h za sve X,Y ∈ h. Svaka matrica X ∈ h se moze napisati u obliku
 X =
 0 −c b
 c 0 −a
 −b a 0
 za neke a, b, c ∈ R. Stoga se X moze rastaviti na jedinstvenu linearnu kombinaciju
 X = aL1 + bL2 + cL3
 gdje su
 L1 =
 0 0 0
 0 0 −1
 0 1 0
 , L2 =
 0 0 1
 0 0 0
 −1 0 0
 , L3 =
 0 −1 0
 1 0 0
 0 0 0
 .
 Matrice L1, L2, L3 tvore bazu vektorskog prostora h. Komutatori matrica Li su dani
 s
 [L1, L2] = L3, [L2, L3] = L1, [L3, L1] = L2 (4.10)
 sto krace mozemo zapisati kao
 [Li, Lj ] =3∑
 k=1
 εijkLk (4.11)
 gdje je εijk Levi-Civita simbol
 εijk =
 +1, (ijk) je parna permutacija od (1 2 3),
 −1, (ijk) je neparna permutacija od (1 2 3),
 0, ako se indeks i, j ili k ponavlja.
 Iz jednadzbe (4.11) vidimo da su strukturne konstante algebre (4.9) dane s Ckij = εijk.
 Algebra (4.9) je primjer klasicne Liejeve algebre koju nazivamo so(3).
 Algebra so(3) je izomorfna Liejevoj algebri R3 sa zagradom [~u,~v] = ~u × ~v. Neka su
 ~e1 = (1 0 0)t, ~e2 = (0 1 0)t i ~e3 = (0 0 1)t vektori koji tvore kanonsku bazu prostora
 R3. Vektorski umnozak elemenata baze dan je s
 ~e1 × ~e2 = ~e3, ~e2 × ~e3 = ~e1, ~e3 × ~e1 = ~e2. (4.12)
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 Usporedba s jednadzbom (4.10) sugererira da vektor ~ei ima istu ulogu kao matrica
 Li. Definirajmo linearno preslikavanje ϕ : R3 → so(3) s ϕ(~ei) = Li. Tada je ϕ
 izomorfizam Liejevih algebri jer iz relacija (4.10) i (4.12) dobivamo
 ϕ([~ei, ~ej ]) = [Li, Lj ]
 sto povlaci da je ϕ([~u,~v]) = [ϕ(~u), ϕ(~v)] za sve ~u,~v ∈ R3.
 4.2.1 Klasicne Liejeve algebre
 Klasicne Liejeve algebre javljaju se u proucavanju odredenih simetrija u matematici
 i teorijskoj fizici. Ovdje cemo dati kratak opis nekih od njih.
 Opca i specijalna linearna Liejeva algebra
 Algebru M(n,F) s matricnim komutatorom [A,B] = AB − BA nazivamo opca line-
 arna Liejeva algebra nad poljem F i oznacavamo s gl(n,R).
 Trag matrice A = [aij ] je funkcija Tr(A) =∑n
 i=1 aii. Primijetimo da je Tr(AB) =
 Tr(BA) sto implicira Tr([A,B]) = Tr(AB) − Tr(BA) = 0 za sve A,B ∈ M(n,R).
 Stoga je vektorski prostor
 sl(n,F) = {X ∈ M(n,F) | Tr(X) = 0} (4.13)
 zatvoren na matricni komutator, pa tvori Liejevu podalgebru od M(n,F). Algebra
 (4.13) naziva se specijalna linearna Liejeva algebra nad poljem F.
 Ortogonalne Liejeve algebre
 Neka su p, q ≥ 0 cijeli brojevi i neka je p + q = n. Neka je Ipq blok matrica reda n
 Ipq =
 (Ip 0
 0 −Iq
 )
 (4.14)
 gdje su Ip i Iq jedinicne matrice reda p i q, redom. Specijalna ortogonalna Liejeva
 algebra so(p, q) je definirana s
 so(p, q) = {X ∈ M(n,R) | X tIpq = −IpqX}. (4.15)
 Ako je p = n, onda so(p, q) postaje algebra antisimetricnih matrica
 so(n,F) = {X ∈ M(n,F) | X t = −X}.
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 Simplekticka Liejeva algebra
 Neka je J antisimetricna matrica reda 2n,
 J =
 (0 In
 −In 0
 )
 gdje je In jedinicna matrica reda n. Algebra
 sp(n,F) = {X ∈ M(2n,F) | X tJ = −JX}
 naziva se simplekticka Liejeva algebra ranga n.
 Unitarne Liejeve algebre
 Neka su p, q ≥ 0 cijeli brojevi, p + q = n, i neka je Ipq matrica dana izrazom (4.14).
 Algebra
 u(p, q) = {X ∈ M(n,C) | X∗Ipq = −IpqX},
 gdje je X∗ = Xtadjungirana matrica matrice X, naziva se unitarna Liejeva algebra.
 Specijalna unitarna algebra definirana je kao su(p, q) = u(p, q) ∩ sl(n,C), odnosno
 su(p, q) = {X ∈ u(p, q) | Tr(X) = 0}.
 Osim navedenih algebri postoje i kvaternionske Liejeve algebre koje su definirane nad
 prstenom kvaterniona H.
 4.3 Weylove algebre
 Weylove algebre, nazvane po njemackom matematicaru Hermannu Weylu, uvedene
 su pocetkom 20. stoljeca kao algebre koje opisuju operatore polozaja i impulsa u
 kvantnoj mehanici. Ovdje cemo dati kratak opis Weylovih algebri kao prsten diferen-
 cijalnih operatora.
 Neka je F polje realnih ili kompleksnih brojeva i neka je F[x] = F[x1, x2, . . . , xn] pr-
 sten polinoma u varijablama x1, x2, . . . , xn. Prsten F[x] je beskonacno dimenzionalni
 vektorski prostor nad poljem F. Bazu prostora tvore monomi
 xk11 xk2
 2 . . . xknn , ki ≥ 0,
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 Slika 4.3: Hermann Weyl, 1885-1955. Jedan od najznacajnijih matematicara 20.
 stoljeca ciji rad je imao veliki utjecaj na razvoj matematicke fizike.
 gdje je x0i = 1. Neka su xi i ∂i linearni operatori na F[x] definirani s
 xi(f) = xif, ∂i(f) =∂f
 ∂xi
 , 1 ≤ i ≤ n.
 Definicija 4.9 Weylova algebra An je podalgebra algebre EndF(F[x]) generirana ope-
 ratorima xi i ∂i, 1 ≤ i ≤ n. Za n = 0 definiramo A0 = F.
 Elementi algebre An su linearne kombinacije monoma u generatorima x1, x2, . . . , xn i
 ∂1, ∂2, . . . , ∂n. Algebra An nije komutativna jer operatori xi i ∂i ne komutiraju. Pro-
 motrimo kako operator ∂ixj djeluje na polinom f ∈ F[x]:
 (∂ixj)(f) = ∂i(xjf) =∂
 ∂xi
 (xjf) = δijf + xj∂f
 ∂xi
 gdje je δij Kroneckerov simbol. Iz ove jednadzbe dobivamo
 (∂ixj)(f) = (δij1 + xj∂i)(f) (4.16)
 gdje 1 oznacava operator identitete dan sa 1(f) = f za svaki f ∈ F[x]. Relaciju (4.16)
 mozemo zapisati kao komutacijsku relaciju
 [∂i, xj] = δij1, 1 ≤ i, j ≤ n, (4.17)
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 gdje definiramo [a, b] = a ◦ b − b ◦ a za sve a, b ∈ EndF(F[x]). Ocigledno je da ostali
 operatori komutiraju,
 [∂i, ∂j] = [xi, xj] = 0, 1 ≤ i, j ≤ n.
 Kada je iz konteksta jasno da se radi o operatoru mnozenja, xi cemo identificirati s
 varijablom xi. Takoder, operator δij1 identificiramo s δij .
 Neka je f ∈ F[x]. Promotrimo kako operator [∂i, f ] djeluje na polinom h ∈ F[x].
 Prema definiciji komutatora,
 [∂i, f ]h = (∂if)h − (f∂i)h =∂
 ∂xi
 (fh) − f∂h
 ∂xi
 =∂f
 ∂xi
 h + f∂h
 ∂xi
 − f∂h
 ∂xi
 =∂f
 ∂xi
 h.
 Dakle,
 [∂i, f ] =∂f
 ∂xi
 , (4.18)
 sto znaci da je [∂i, f ] operator mnozenja polinomom ∂f∂xi
 . Ako f ne ovisi o varijabli
 xi, onda ∂i i f komutiraju, [∂i, f ] = 0. Iz relacije imamo (4.17) imamo
 ∂ixj = xj∂i + δij ,
 sto pokazuje da svaki monom u ∂i i xi mozemo napisati kao linearnu kombinaciju
 monoma u kojima su varijable xi slijeva a derivacije ∂i zdesna. Na primjer,
 ∂2 x22 ∂1 x3
 1 = (x22 ∂2 + 2x2)(x
 31 ∂1 + 3x2
 1)
 = x22 ∂2 x3
 1 ∂1 + 2x2 x31 ∂1 + 3x2
 2 ∂2 x21 + 6x2 x2
 1
 = x22 x3
 1 ∂2 ∂1 + 2x2 x31 ∂1 + 3x2
 2 x21 ∂2 + 6x2 x2
 1. (4.19)
 Ako je monom zapisan u obliku (4.19), onda kazemo da je zapisan u kanonskoj bazi.
 Za opisivanje baze Weylove algebre korisno je uvesti multi-indeks α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
 Nn. Monom xα11 xα2
 2 . . . xαnn krace zapisujemo kao xα, a stupanj monoma je duljina
 multi-indeksa |α| =∑n
 i=1 αi. Moze se pokazati da je baza Weylove algebre dana s
 B = {xα∂β | α, β ∈ Nn},
 stoga je An beskonacno dimenzionalna algebra nad poljem F.
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