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4
 BAB II
 KAJIAN TEORITIS
 2.1 Deskripsi Teori
 2.1.1 Aljabar Matriks
 Matriks adalah salah satu metode yang sangat ampuh dalam matematika.
 Untuk menggunakan matriks secara efisien, harus diketahui sifat-sifat dan
 operasi matriks. Entri-entri dari sebuah matriks disebut skalar. Entri-entri ini
 biasanya merupakan bilangan-bilangan riil atau kompleks.
 .
 a. Notasi Matriks
 Jika sutau matriks akan ditulis semua entrinya, digunakan huruf-huruf
 besar A, B, C dan sebagainya. Pada umumnya, aij akan menyatakan entri matriks
 A yang berada pada baris i dan kolom j. Jadi jika A adalah matriks m × n, maka
 A =
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 mnmmm
 n
 n
 aaaa
 aaaaaaaa
 L
 MMMM
 L
 L
 321
 2232221
 1131211
 b. Vektor
 Matriks yang hanya memiliki satu baris atau satu kolom menjadi
 perhatian khusus karena matriks tersebut digunakan untuk menyatakan
 penyelesaian dari sistem linier. Suatu penyelesaian dari sistem dengan m
 persamaan linier dalam n peubah adalah suatu tupel-n dari bilangan-bilangan
 riil. Suatu tupel-n bilangan-bilangan riil disebut suatu vektor. Jika suatu tupel-n
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 dinyatakan sebagai matriks 1 × n, maka matriks tersebut adalah vektor baris
 (row vector). Sebaliknya, jika tupel-n dinyatakan oleh matriks n × 1, maka
 matriks tersebut adalah suatu vektor kolom (column vector). Sebagai contoh,
 solusi sistem linier.
 x1 + x2 = 3
 x1 - x2 = 1
 dapat dinyatakan oleh vektor baris (2, 1) atau vektor kolom ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡12
 .
 Himpunan semua matriks-matriks n × 1 dari bilangan-bilangan riil disebut
 ruang-n Euclidis (Euclidian n-space) dan biasanya dituliskan dengan Rn. Notasi
 baku untuk suatu vektor kolom adalah huruf kecil dengan cetakan tebal:
 x =
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 nx
 xx
 M2
 1
 Jika A suatu matriks m × n, maka vektor-vektor baris dari A diberikan
 oleh:
 a(i, …) = (ai1, ai2, … ,ain) i = 1, … , m
 dan vektor-vektor kolom diberikan oleh:
 aj = (…, j) =
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 mj
 j
 j
 a
 aa
 M2
 1
 j = 1, … , n
 Matriks A dapat dinyatakan oleh vektor-vektor kolomnya maupun oleh vektor-
 vektor barisnya.
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 A = (a1, a2, … ,an) atau A =
 ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 m
 2
 1
 a
 aa
 M
 KESAMAAN
 Agar dua matriks menjadi sama maka kedua matriks ini harus memiliki
 orde yang sama dan entri-entrinya yang seletak harus sama.
 DEFINISI.
 Dua matriks A dan B yang masing-masing berorde m × n dikatakan sama
 jika aij = bij untuk setiap i dan j.
 PERKALIAN SKALAR
 Jika A suatu matriks dan α suatu scalar, maka α A adalah matriks yang
 terbentuk oleh masing-masing entri dari A dengan α
 DEFINISI.
 Jika A suatu matriks m × n dan suatu α skalar, maka α A adalah matriks m × n
 yang entri baris i dan kolom j-nya adalah α aij.
 PENJUMLAHAN MATRIKS
 Dua matriks dengan orde yang sama dapat dijumlahkan dengan
 menjumlahkan entri-entri yang seletak.
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 DEFINISI.
 Jika A = (aij) dan B = (bij) kedua-duanya adalah matriks m × n, maka jumlah
 A + B adalah m × n yang entri ke- ij adalah aij + bij untuk setiap pasang (i, j).
 PERKALIAN MATRIKS.
 Matriks A dapat dilakukan dengan matriks B jika banyaknya kolom A
 sama dengan banyaknya baris dari B. Kolom pertama dari hasil kali ini
 ditentukan oleh kolom pertama dari B, yaitu kolom pertama dari AB adalah Ab1,
 kolom dari AB adalah Ab2, dan seterusnya. Jadi hasil kali AB adalah matriks
 yang kolom-kolomnya adalah Ab1, Ab2, …,Abn.
 AB = (Ab1, Ab2, …,Abn)
 Entri ke (i, j) dari AB adalah entri ke-i dari vektor kolom Abj. Entri ini
 ditentukan oleh perkalian antar vektor baris ke-i dari A dan vektor kolom ke-j
 dari B.
 DEFINISI.
 Jika A = (aij) adalah matriks m × n dan B = (bij) adalah matriks n × r, maka hasil
 kali AB = C = (cij) adalah matriks m × n yang entri-entrinya didefinisikan oleh:
 cij = a(i, …)bj = ∑=
 n
 kkjik
 ba1
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 c. Aturan-Aturan Aljabar
 TEOREMA
 Masing-masing pernyataan berikut adalah sahih untuk setiap skalar α
 dan β dan untuk setiap matriks A, B, C untuk mana operasi-operasi yang
 bersangkutan terdefinisi.
 1. A + B = B + A
 2. (A + B) + C = A + (B + C)
 3. (AB) C = A(BC)
 4. A (B + C) = AB + AC
 5. (A + B) C = AC + BC
 6. (α β )A = α ( β A)
 7. α (AB) = (α A)B = A(α B)
 8. (α + β ) C = α C + β C
 9. α (A + B) = α A + α B
 d. Matriks Satuan (Identity Matrix)
 Seperti halnya bilangan 1 bertindak sebagai satuan untuk perkalian
 bilangan-bilangan riil, maka terdapat matriks khusus I yang bertindak sebagai
 satuan untuk perkalian matriks, yaitu
 IA = AI = A
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 DEFINISI
 Matriks satuan adalah matriks I = (ij
 δ ) berorde n × n, dimana
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 ≠
 ==
 ji
 ji
 ij
 jika0
 jika1δ
 e. Invers Matriks.
 Suatu bilangan riil a dikatakan memiliki invers perkalian jika terdapat bilangan
 b sehingga ab = 1. Sembarang bilangan bukan nol a memiliki invers perkalian
 b = a1 . Konsep invers perkalian dapat diperluas pada matriks-matriks dengan
 definisi berikut.
 DEFINISI.
 Suatu matriks A berorde n × n dikatakan taksingular (nonsingular) atau dapat
 di-invers (invertible) jika terdapat matriks B sehingga AB = BA = I. Matriks B
 disebut sebagai invers perkalian (multiplicative invers) dari A
 Jika B dan C kedua-duanya adalah invers perkalian dari A, maka
 B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C
 Jadi satu matriks memiliki paling banyak satu invers perkalian. Invers perkalian
 dari suatu matriks taksingular A disebut invers dari A dan ditulis sebagai A-1.
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 DEFINISI.
 Suatu matriks n × n dikatakan singular jika tidak memiliki invers perkalian.
 f. Transpos Suatu Matriks
 Jika diberikan suatu matriks A berorde m × n, dapat dibentuk matriks
 baru n × m yang kolom-kolomnya adalah baris-baris dari A.
 DEFINISI
 Transpos dari suatu matriks A berorde m × n adalah matriks B berorde n × m
 yang didefinisikan oleh:
 bji = aij
 untuk j = 1, …, n dan i = 1, …, m. Transpos matriks A dinotasikan dengan AT
 atau A'.
 Terdapat empat aturan dasar mengenai transpos
 1. (AT)T = A
 2. (α A) T = α AT
 3. (A + B) T = AT + BT
 4. (AB) T = BT AT
 DEFINISI
 Suatu matriks A berorde n × n disebut simetris jika AT = A.
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 g. Matriks-Matriks Elementer
 Jika diberikan suatu sistem linear Ax = b maka kedua ruas dapat
 dikalikan dengan barisan-barisan matriks khusus untuk memperoleh satu sistem
 ekivalen, yang berbentuk eselon baris. Matriks-matriks khusus yang akan
 digunakan disebut matriks-matriks elementer (elementary matrices). Matriks-
 matriks ini akan digunakan untuk menghitung invers dari suatu matriks
 taksingular dan juga untuk memperoleh faktorisasi matriks yang penting.
 TEOREMA.
 Jika A dan B adalah matriks-matriks n × n yang tak singular maka A dan
 B juga tak singular (AB) –1 = B-1A-1.
 BUKTI
 (B-1 A-1)AB = B-1(A-1A)B = B-1 B = 1
 (AB) (B-1A-1) = A(BB-1)A-1 = AA-1 = 1
 Suatu matriks yang diperoleh dari satuan I dengan melakukan satu
 operasi baris elementer disebut matriks elementer. Terdapat tiga jenis matriks-
 matriks elementer yang berkorespondensi dengan ketiga jenis operasi baris
 elementer.
 Jenis I. Matriks elementer jenis I adalah matriks yang diperoleh dengan
 mempertukarkan dua baris atau kolom dari I.
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 Jenis II. Matriks elementer jenis II adalah matriks yang diperoleh dengan
 mengalikan satu baris atau kolom dari I dengan konstanta bukan nol.
 Jenis III. Matriks elementer jenis III adalah matriks yang diperoleh dari I
 dengan menjumlahkan kelipatan dari satu baris atau kolom pada baris
 atau kolom yang lain.
 TEOREMA
 Jika E adalah matriks elementer, maka E taksingular, dan E-1 adalah
 matriks elementer dengan jenis yang sama.
 BUKTI
 Jika E adalah matriks elementer jenis I yang terbentuk dari I dengan
 mempertukarkan baris ke-i dan baris ke-j, maka E ditransformasi menjadi I
 kembali dengan mempertukarkan baris-baris yang sama ini lagi. Jadi EE = I
 sehingga E adalah invers dari matriks itu sendiri. Jika E adalah matriks
 elementer jenis II yang terbentuk oleh perkalian baris ke-i dari I dengan skalar
 bukan nol α , maka E dapat ditransformasi menjadi matriks satuan kembali
 dengan perkalian baris ke-I atau kolom ke-I dengan α1 . Jadi:
 E-1 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 1
 1/1
 1
 1
 O
 O
 α baris ke-i
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 Akhirnya, misalkan E adalah matriks elementer jenis III yang terbentuk
 dari I dengan menjumlahkan m kali baris ke-i pada baris ke-j
 E = j-ke baris
 i-ke baris
 1000
 10
 10
 1
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 KKK
 OM
 KK
 OM
 K
 OM
 m
 E dapat ditransformasikan kembali menjadi I dengan mengurangi m kali
 baris ke-i dari baris ke-j atau dengan mengurangi m kali kolom ke-j dari kolom
 ke-i. Jadi
 E-1 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 1000
 10
 10
 1
 KKK
 OM
 KK
 OM
 K
 OM
 m
 h. Determinan Matriks
 Setiap matriks A berorde n × n dapat diasumsikan mengasosiasikan suatu skalar,
 det(A), yang nilainya akan menentukan matriks tersebut taksingular atau
 singular.
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 DEFINISI
 Determinan suatu matriks berorde n × n, dinyatakan sebagai det(A), adalah suatu
 skalar yang diasosiasikan dengan matriks A dan didefinisikan secara induktif
 sebagai berikut.
 det(A) ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 >+++
 =
 1jika...
 1jika
 1112121111
 11
 nAaAaAa
 na
 nn
 di mana
 A1j = (-1)1+j det(M1j) j = 1, …, n
 adalah kofaktor-kofaktor yang diasosiasikan dengan entri-entri dalam baris
 pertama dari A.
 TEOREMA
 Jika A suatu matriks n × n dengan n ≥ 2, maka det(A) dapat dinyatakan
 sebagai ekspansi kofaktor dengan menggunakan sembarang baris atau kolom
 dari A.
 det(A) = ininiiii
 AaAaAa +++ ...2211
 = njnjjjjj
 AaAaAa +++ ...2211
 untuk i = 1, …, n dan j = 1, …,n
 TEOREMA
 Jika A adalah suatu matriks n × n, maka det (AT) = det(A).

Page 12
                        
                        

15
 BUKTI
 Buktinya adalah dengan induksi matematika. Sifat ini berlaku jika n = 1, karena
 suatu matriks 1 × 1 adalah simetris. Misalkan sifat ini berlaku untuk semua
 matriks–matriks k × k dan A suatu matriks (k + 1) × (k + 1). Dengan
 mengekspansikan det(A) sepanjang baris pertama dari A diperoleh:
 det(A) = )det(...)()det(1,11,12211 ++
 ±−+−kkiiii
 MaMaMa
 Karena semua Mij adalah matriks-matriks k × k, maka hipotesis induksi akan
 mengakibatkan bahwa
 det(A) = )det(...)()det(1,11,1122111
 Tk
 Ti
 Ti k
 MaMaMa++
 ±−+−
 Ruas kanan persamaan di atas taklain adalah ekspansi minor dari det(AT) dengan
 menggunakan kolom pertama dari AT. Oleh karena itu
 det(AT) = det(A)
 TEOREMA
 Jika A adalah suatu matriks segitiga n × n, maka determinan dari A
 sama dengan hasil kali elemen-elemen diagonal dari A.
 BUKTI
 Berdasarkan teorema di atas adalah cukup untuk membuktikan teorema untuk
 matriks segitiga bawah. Hasil ini dapat dibuktikan dengan mudah dengan
 menggunakan ekspansi kofaktor dan induksi pada n.
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 TEOREMA
 Misalkan A suatu matriks n × n
 (i) Jika A memiliki baris atau kolom yang semua elemennya adalah nol,
 maka det(A) = 0.
 (ii) Jika A memiliki dua baris yang identik atau dua kolom yang identik, maka
 det(A = 0)
 2.1.2. Nilai Eigen dan Vektor Eigen
 Ax = λx adalah sebuah persamaan yang banyak ditemukan dalam aplikasi
 aljabar linier. Jika persamaan tersebut mempunyai penyelesaian tak nol x, maka
 λ disebut sebagai nilai eigen (eigenvalue) dari A dan x disebut sebagai vektor
 eigen (eigenvector) yang dimiliki λ.
 Nilai eigen adalah suatu hal yang wajar dalam kehidupan, baik disadari
 maupun tidak. Di mana ada getaran di situ ada nilai eigen, yakni frekuensi alami
 dari getaran tersebut. Nilai eigen dan vektor eigen merupakan kunci untuk
 memahami bagaimana suatu transformasi bekerja. Jika λ > 0, maka pengaruh
 transformasi pada setiap vektor eigen yang dimiliki λ semata-mata merupakan
 suatu ekspansi atau penyusutan oleh suatu vektor konstan.
 DEFINISI.
 Misalkan A adalah sebuah suatu matriks n × n. Skalar λ disebut sebagai suatu
 nilai eigen atau nilai karakteristik (characteristic value) dari A jika terdapat
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 suatu vektor tak nol x, sehingga Ax = λx. Vektor x disebut vektor eigen atau
 vektor karakteristik dari λ.
 Persamaan Ax = λx dapat dituliskan dalam bentuk
 (A – λI)x = 0 (1)
 Jadi λ adalah nilai eigen dari A jika dan hanya jika (1) memiliki suatu
 penyelesaian tak trivial. Himpunan penyelesaian terhadap persamaan (1) adalah
 N (A – λI), yang merupakan ruang bagian dari Rn. Jadi, jika λ adalah nilai eigen
 dari A, maka N (A – λI) ≠ {0} dan sembarang vektor tak nol dalam N (A – λI)
 adalah vektor eigen milik λ. Ruang bagian N (A – λI) dinamakan ruang eigen
 (eigenspace) yang berhubungan dengan nilai eigen λ.
 Persamaan (1) akan mempunyai persamaan tak trivial jika dan hanya jika
 A – λI singular, atau secara ekivalen,
 det(A – λI) = 0 (2)
 Jika determinan pada persamaan (2) diuraikan, akan didapatkan suatu poliniom
 berderajat ke-n (nth degree) dalam peubah λ.
 p(λ) = det(A – λI)
 Polinom ini disebut polinom karakteristik (characteritic polynomial) dan
 persamaan (2) disebut persamaan karakteristik (characteristic equation) untuk
 matriks A. Akar-akar dari polinom karakteristik adalah nilai eigen dari A. Jika
 dihitung akar menurut kelipatannya, maka polinom karakteristik pasti akan
 mempunyai n akar. Jadi, A akan mempunyai n nilai eigen, di mana beberapa di
 antaranya kemungkinan akan berulang dan beberapa nilai eigen lainnya
 kemungkinan berupa bilangan kompleks. Untuk mengatasi kasus terakhir,
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 medan skalar diperluas menjadi bilangan kompleks serta memperbolehkan
 dipergunakannya entri-entri kompleks untuk vektor dan matriks.
 2.1.3. Diagonalisasi
 Matriks A berorde n × n dituliskan menjadi suatu hasil kali berbentuk
 XDX -1, di mana D adalah diagonal. Akan dicari suatu syarat yang perlu dan
 cukup untuk eksistensi faktorisasi yang demikian. Hal ini dimulai dengan
 memperlihatkan bahwa vektor-vektor eigen yang dimiliki oleh nilai eigen
 berbeda adalah bebas linier.
 TEOREMA.
 Jika λ1, λ2, …, λk adalah nilai-nilai eigen yang berbeda dari matriks A
 n × n, dengan vektor-vektor eigen yang bersesuaian x1, x2,…, xk, maka x1,…, xk
 adalah bebas linear.
 BUKTI.
 Misalkan r adalah dimensi ruang bagian dari Rn yang dibentuk oleh
 x1,…,xk dan misalkan r < k. Dapat diasumsikan (bila perlu diurutkan kembali xi
 dan λi) bahwa x1,…,xr adalah bebas linier. Oleh karena, x1, x2…, xr, xr+1 adalah
 bergantung linier maka terdapat skalar c1,…,cr, cr+1 yang tidak semuanya nol
 sehingga
 c1 x1 + … + cr xr + cr+1 xr+1. = 0
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 Perlu dicatat bahwa cr+1 harus taknol; jika tidak x1,…,xr, akan bergantung. Jadi
 cr+1 xr+1 dan karenanya c1,…,cr tidak semuanya nol. Dengan mengalikan (1)
 dengan A, diperoleh
 c1 Ax1 + … + cr Axr + cr+1 Axr+1. = 0
 Atau
 c1 λ1x1 + … + cr λrxr + cr+1 λr+1xr+1. = 0
 Dengan mengurangi persamaan (2) dengan persamaan (1) sebanyak λr+1 kali,
 diperoleh
 c1 (λ1 - λr+1)x1 + … + cr (λ1 - λr+1)xr = 0
 Hal ini bertentangan dengan bebas liniernya x1,…,xr. Jadi, r harus sama dengan
 k.
 DEFINISI.
 Suatu matriks A berorde n × n, disebut dapat didiagonalisasi jika terdapat
 matriks X singular dan suatu matriks diagonal D sedemikian rupa sehingga
 X –1AX = D
 Dengan kata lain X mendiagonalisasi A.
 TEOREMA.
 Suatu matriks A berorde n × n, dapat diagonalisasi jika dan hanya jika
 A mempunyai n vektor eigen yang bebas linier.
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 BUKTI.
 Misalkan matriks A mempunyai n vektor eigen bebas linier x1, x2,…, xn.
 Misalkan λi adalah nilai eigen dari matriks yang bersesuaian dengan xi untuk
 setiap i (beberapa λi boleh sama). Misalkan X adalah matriks di mana vektor
 kolom ke-j adalah xj untuk j = 1,…, n. Selanjutnya terlihat bahwa adalah vektor
 tersebut adalah kolom ke-j dari AX. Maka
 AX = (Ax1, Ax2,…, Axn)
 = (λ1 x1, λ2 x2, …, λn xn)
 = (x1, x2, …, xn)
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 nλ
 λλ
 O2
 1
 = X D
 Karena X mempunyai n vektor kolom yang bebas linier, maka X adalah tak
 singular dan karena itu
 D = X-1 XD = X-1 AX
 Sebaliknya, misalkan A dapat didiagonalisasi. Selanjutnya terdapat suatu
 matriks tak singular X sehingga AX = XD. Jika x1, x2, …, xn adalah vektor-
 vektor kolom dari X, maka
 A xj = λj xj (λj = djj )
 untuk setiap j. Jadi untuk setiap j, λj adalah nilai eigen dari A dan xj adalah
 vektor eigen yang dimiliki λj. Karena vektor-vektor kolom X adalah bebas linier,
 maka A mempunyai n vektor eigen bebas linier.
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 Catatan:
 1. Jika dapat didiagonalisasi, maka vektor-vektor kolom dari pendiagonalisasi
 X (yang mendiagonalisasi A) adalah vektor-vektor eigen dari A dan elemen-
 elemen diagonal D adalah nilai-nilai eigen yang bersesuaian dengan A.
 2. Matriks pendiagonal X tidaklah tunggal. Dengan menyusun ulang urutan
 kolom dari matriks pendiagonal X, atau mengalikannya dengan suatu skalar
 tak nol, akan dihasilkan suatu matriks pendiagonal yang baru.
 3. Jika A adalah n × n dan A mempunyai n nilai eigen yang berbeda, maka A
 dapat didiagonalisasi. Jika nilai-nilai eigen tidak berbeda, maka A dapat atau
 tidak dapat didiagonalisasi, bergantung pada A apakah A mempunyai atau
 tidak mempunyai n vektor eigen bebas linier.
 4. Jika A dapat didiagonalisasi maka A dapat difaktorkan ke dalam hasil kali
 XDX-1.
 Berdasarkan catatan 4 maka:
 A2 = (XDX -1)( XDX -1) = XD 2 X -1
 Dan secara umum
 Ak = XD k X –1
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 kn
 k
 k
 )(
 )()(
 2
 1
 λ
 λλ
 O X -1
 Sekali diperoleh faktorisasi A = XDX-1, maka mudah untuk menghitung pangkat-
 pangkat dari A.
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 2.1.4. Genetika
 Genetika adalah cabang ilmu biologi yang mengkaji penurunan sifat-sifat
 dan variasinya. Unit hereditas ditransmisikan dari satu generasi ke generasi yang
 berikutnya disebut gen (William D. Stansfield, 2002).
 Hereditas yaitu sebuah konsep yang menyatakan bahwa sifat-sifat
 individu dapat dikodekan dengan cara-cara tertentu sehingga sifat-sifat tersebut
 dapat diturunkan pada generasi berikutnya. Gen dalam molekul yang panjang
 disebut deoxyribonucleic acid (DNA). DNA dalam konjungsinya dengan
 matriks protein menghasilkan nucleoprotein dan awalnya tersusun dari struktur-
 struktur dengan bermacam-macam jenis bentuk yang disebut kromosom, dan
 dapat ditemukan di dalam nucleus pada setiap sel. Informasi yang dapat
 diturunkan ini disimpan dalam setiap individu. Setiap individu suatu spesies
 membawa sebuah genome yang berisi beberapa kromosom dalam bentuk
 molekul-molekul DNA.. Setiap kromosom berisi sejumlah gen, di mana unit-
 unit hereditas dan pengkodean informasi diperlukan untuk membangun dan
 menjaga suatu individu. Semua kromosom yang eksklusif dalam sel kromosom
 disebut autosom.
 Selama perkembangan dan juga selama kehidupan suatu individu, DNA
 dibaca dengan suatu enzim yang disebut dengan RNA polymerase. Proses ini
 dikenal sebagai transcription yang menghasilkan messenger RNA (mRNA).
 Selanjutnya, protein dibentuk dalam suatu proses yang disebut translation
 menggunakan mRNA sebagai sebuah template.
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 Masing-masing gen bisa memiliki beberapa setting. Sebagai contoh
 adalah gen yang mengkodekan warna mata manusia. Manusia dapat memiliki
 warna mata bebeda-beda: coklat, biru, hitam, dan sebagainya. Setting gen ini
 dikenal sebagai allele. Selanjutnya, genome yang lengkap dari suatu individu,
 dengan semua setting-nya (kode warna mata, warna rambut, dan sebagainya)
 disebut sebagai genotype. Suatu individu dengan semua sifat-sifatnya dikenal
 dengan istilah phenotype (Suyanto, 2005).
 Gen berisi informasi terkode untuk produksi protein. DNA umumnya
 adalah molekul stabil dengan kapasitas untuk menduplikasi diri sendiri. Tetapi
 kadang-kadang, perubahan dapat terjadi secara spontan pada sebagian DNA.
 Perubahan ini dikenal dengan nama mutasi. Hasil mutasi dapat dilihat dari
 perubahan tampilan fisik individual atau perubahan atribut terukur dari
 organisma yang disebut karakter atau sifat.
 Dalam proses evolusi di dunia, terdapat dua cara reproduksi, yaitu sexual
 reproduction dan asexual reproduction. Pada sexual reproduction, kromosom-
 kromosom dari dua individu (sebagai orang tua) dikombinasikan untuk
 menghasilkan indvidu baru. Artinya kromosom pada indvidu baru berisi
 beberapa gen yang diambil dari kedua orang tua. Hal ini disebut sebagai cross
 over (pindah silang). Namun demikian proses pengkopian gen orang tua ini tidak
 luput dari kesalahan. Kesalahan pengkopian ini dikenal dengan dengan istilah
 mutation (mutasi). Sedangkan pada asexual reproduction, hanya satu individu
 orang tua yang diperhatikan, sehingga tidak terjadi proses crossover. Tetapi
 proses mutasi juga mungkin terjadi pada asexual reproduction

Page 21
                        
                        

24
 a. Hemofilia
 Hemofilia adalah kelainan perdarahan yang disebabkan adanya
 kekurangan salah satu faktor pembekuan darah. Hemofilia terdiri dari 2 jenis
 dan seringkali disebut dengan "The Royal Diseases" atau penyakit kerajaan.
 Untuk kewaspadaan medis, penderita hemofilia harus mengenakan gelang
 atau kalung penanda hemofilia.
 Hemofilia adalah penyakit gangguan pembekuan darah dan
 diturunkan oleh melalui kromoson X. Penyakit ini ditandai dengan
 perdarahan spontan yang berat dan buang air kecil yang nyeri dan menahun.
 Hemofilia lebih banyak terjadi pada laki-laki, karena mereka hanya
 mempunyai satu kromosom X. Sedang perempuan umumnya menjadi
 pembawa sifat (carrier). Namun perempuan dapat juga menderita hemofilia
 jika pria hemofilia menikah dengan wanita carrier hemofilia.
 b. Jenis Hemofilia
 Hemofilia terbagi atas dua jenis, yaitu:
 Hemofilia A Hemofilia Klasik. Jenis hemofilia ini paling banyak
 kekurangan faktor pembekuan pada darah. Hemofilia
 kekurangan Faktor VIII, terjadi karena kekurangan faktor
 8 (Faktor VIII) protein pada darah yang menyebabkan
 masalah pada proses pembekuan darah.
 Hemofilia B: Christmas Disease; ditemukan untuk pertama kalinya
 pada seorang bernama Steven Christmas asal Kanada.
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 Hemofilia kekurangan Faktor IX, terjadi karena
 kekurangan faktor 9 (Faktor IX) protein pada darah yang
 menyebabkan masalah pada proses pembekuan darah.
 Hemofilia A atau B adalah penyakit yang jarang ditemukan.
 Hemofilia A terjadi sekurang-kurangnya satu di antara 10.000 orang.
 Hemofilia B lebih jarang ditemukan, yaitu satu di antara 50.000 orang.
 c. Sejarah Hemofilia
 Meski belum memiliki nama, hemofilia telah ditemukan sejak lama.
 Talmud, yaitu sekumpulan tulisan para rabi Yahudi, 2 abad setelah Masehi
 menyebutkan bahwa seorang bayi laki-laki tidak harus dikhitan jika dua
 kakak laki-lakinya mengalami kematian akibat dikhitan. Selain itu, seorang
 dokter asal Arab, Albucasis, yang hidup pada abad ke-12 menulis tentang
 sebuah keluarga yang setiap anak laki-lakinya meninggal setelah terjadi
 perdarahan akibat luka kecil.
 Pada tahun 1803, Dr. John Conrad Otto, seorang dokter asal
 Philadelphia menulis sebuah laporan mengenai perdarahan yang terjadi pada
 suatu keluarga tertentu saja. Ia menyimpulkan bahwa kondisi tersebut
 diturunkan hanya pada pria. Ia menelusuri penyakit tersebut pada seorang
 wanita dengan tiga generasi sebelumnya yang tinggal dekat Plymouth, New
 Hampshire pada tahun 1780.
 Kata hemofilia pertama kali muncul pada sebuah tulisan yang ditulis
 oleh Hopff di Universitas Zurich, tahun 1828. Menurut ensiklopedia
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 Britanica, istilah hemofilia (hemophilia) pertama kali diperkenalkan oleh
 seorang dokter berkebangsaan Jerman, Johann Lukas Schonlein (1793-
 1864), pada tahun 1928.
 Hemofilia juga disebut dengan "The Royal Diseases" atau penyakit
 kerajaan. Ini di sebabkan Ratu Inggris, Ratu Victoria (1837-1901) adalah
 seorang pembawa sifat/carrier hemofilia. Anaknya yang ke delapan,
 Leopold adalah seorang hemofilia dan sering mengalami perdarahan.
 Leopold meninggal dunia akibat perdarahan otak pada saat ia berumur 31
 tahun.
 Salah seorang anak perempuan Victoria yaitu Alice, ternyata adalah
 carrier hemofilia dan anak laki-laki dari Alice, Viscount Trematon, juga
 meninggal akibat perdarahan otak pada tahun 1928. Alice dan Beatrice,
 adalah carrier dan merekalah yang menyebarkan penyakit hemofilia ke
 Spanyol, Jerman dan keluarga Kerajaan Rusia.
 Pada abad ke 20, pada dokter terus mencari penyebab timbulnya
 hemofilia. Akhirnya mereka percaya bahwa pembuluh darah dari penderita
 hemofilia mudah pecah. Kemudian pada tahun 1937, dua orang dokter dari
 Havard, Patek dan Taylor, menemukan pemecahan masalah pada pembekuan
 darah, yaitu dengan menambahkan suatu zat yang diambil dari plasma dalam
 darah.
 Zat tersebut disebut dengan "anti-hemophilic globulin". Pada tahun
 1944, Pavlosky, seorang dokter dari Buenos Aires, Argentina, mengerjakan
 suatu uji coba laboratorium yang hasilnya memperlihatkan bahwa darah dari
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 seorang penderita hemofilia dapat mengatasi masalah pembekuan darah pada
 penderita hemofilia lainnya dan sebaliknya. Secara kebetulan, ia menemukan
 dua jenis penderita hemofilia dengan masing-masing kekurangan zat protein
 yang berbeda - Faktor VIII dan Faktor IX. Pada tahun 1952 dikenal
 hemofilia A dan hemofilia B sebagai dua jenis penyakit yang berbeda.
 Kemudian di tahun 1960-an, cryoprecipitate ditemukan oleh Dr.
 Judith Pool. Dr. Pool. Ia menemukan bahwa pada endapan di atas plasma
 yang mencair mengandung banyak Faktor VIII. Untuk pertama kalinya
 Faktor VIII dapat dimasukkan pada penderita yang kekurangan, untuk
 menanggulangi perdarahan yang serius. Setelah itu, melakukan operasi pada
 penderita hemofilia menjadi mungkin.
 Walaupun hemofilia telah dikenal lama dalam ilmu dunia
 kedokteran, namun baru pada tahun 1965, diagnosis melalui laboratorium
 diperkenalkan oleh Kho Lien Kheng. Diagnosis laboratorium yang
 diperkenalkannya menggunakan Thromboplastin Generation Test (TGT),
 selain pemeriksaan waktu perdarahan dan masa waktu pembekuan darah.
 Pada saat itu pemberian darah lengkap segar merupakan satu-satunya cara
 pengobatan yang tersedia di rumah sakit.
 d. Gejala dan Pengobatan Hemofilia
 Apabila terjadi benturan pada tubuh akan mengakibatkan kebiru-
 biruan (pendarahan di bawah kulit). Apabila terjadi pendarahan di kulit luar
 maka pendarahan tidak dapat berhenti.
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 Pendarahan dalam kulit sering terjadi pada persendian seperti siku
 tangan maupun lutut kaki sehingga mengakibatkan rasa nyeri yang hebat.
 Mereka yang memiliki gejala-gejala tersebut, disarankan segera melakukan
 tes darah untuk mendapat kepastian penyakit dan pengobatannya.
 Pengobatan penderita hemofilia berupa Recombinant faktor VIII yang
 diberikan kepada pasien hemofili berupa suntikan maupun tranfusi.
 Pemberian transfusi rutin berupa kriopresipitat-AHF untuk penderita
 hemofilia A dan plasma beku segar untuk penderita hemofilia B. Terapi
 lainnya adalah pemberian obat melalui injeksi. Baik obat maupun transfusi
 harus diberikan pada penderita secara rutin setiap 7-10 hari. Tanpa
 pengobatan yang baik, hanya sedikit penderita yang mampu bertahan hingga
 usia dewasa. Karena itulah kebanyakan penderita hemofilia meninggal dunia
 pada usia kanak-kanak atau balita.
 e. Penanganan Hemofilia
 Hemofilia adalah penyakit yang tidak populer dan tidak mudah
 didiagnosis. Karena itulah para penderita hemofilia diharapkan mengenakan
 gelang atau kalung penanda hemofilia dan selalu membawa keterangan
 medis dirinya. Hal ini terkait dengan penanganan medis, jika penderita
 hemofilia terpaksa harus menjalani perawatan di rumah sakit atau
 mengalami kecelakaan. Yang paling penting, penderita hemofilia tidak boleh
 mendapat suntikan ke dalam otot karena dapat menimbulkan luka atau
 pendarahan.
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 Penderita hemofilia juga harus rajin melakukan perawatan dan
 pemeriksaan kesehatan gigi dan gusi secara rutin. Untuk pemeriksaan gigi
 dan khusus, minimal setengah tahun sekali, sebab kalau giginya bermasalah,
 misalnya harus dicabut, tentunya dapat menimbulkan perdarahan.
 Penderita hemofilia disarankan mengkonsumsi makanan atau
 minuman yang sehat dan menjaga berat tubuh agar tidak berlebihan. Karena
 berat badan berlebih dapat mengakibatkan perdarahan pada sendi-sendi di
 bagian kaki (terutama pada kasus hemofilia berat).
 Penderita hemofilia harus menghindari penggunaan aspirin karena
 dapat meningkatkan perdarahan dan jangan sembarang mengonsumsi obat-
 obatan.
 Penderita hemofilia juga harus berolahraga secara teratur untuk
 menjaga otot dan sendi tetap kuat. Kondisi fisik yang baik dapat mengurangi
 jumlah masa perdarahan. Jadi, penderita hemofilia dapat beraktivitas dan
 menjalani hidup layaknya orang normal.
 f. Pewarisan Sifat
 Penurunan sifat diasumsikan diatur oleh sekumpulan dua gen yang
 dilambangkan dengan A dan a. Di bawah pewarisan autosomal, setiap individu
 dalam populasi (baik jantan atau betina) memiliki dua dari gen-gen ini, sehingga
 pasangan berbeda yang mungkin adalah AA, Aa dan aa. Pasangan gen ini disebut
 genotype individual, yang mengontrol penurunan sifat. Sebagai contoh, dalam
 tumbuhan snapdragon (kancing naga), pasangan dua gen ini menentukan warna
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 bunga. Genotipe AA menghasilkan bunga merah, Aa menghasilkan bunga merah
 jambu, dan aa menghasilkan bunga putih. Pada manusia, warna mata dapat
 dikontrol melalui warisan autosomal. Genotipe AA dan Aa menghasilkan mata
 berwarna coklat, genotipe aa menghasilkan mata berwarna biru. Dalam hal ini
 dapat dikatakan bahwa gen A lebih dominan terhadap gen a atau gen a resesif
 terhadap gen A. Hal ini disebabkan genotipe Aa mempunyai kesamaan tampilan
 luar dengan genotipe AA.
 Sebagai tambahan pewarisan autosomal, akan didiskusikan juga
 pewarisan yang terkait-X. Pada pewarisan sifat seperti ini, pria mempunyai
 hanya satu dari dua kemungkinan gen (A atau a), dan wanita memiliki pasangan
 dua gen (AA, Aa, atau aa). Pada manusia, butawarna, kebotakan, hemofilia, dan
 muscular dystrophy, diatur oleh pewarisan terkait-X.
 g. Warisan Autosomal
 Pada kasus warisan autosomal, seorang individu mewarisi satu gen dari
 tiap pasangan gen induknya dalam membentuk pasangan gen miliknya sendiri.
 Sepanjang diketahui, pewarisan ini adalah pewarisan induk kepada
 keturunannya. Jadi, jika salah satu induk bergenotipe Aa, maka keturunannya
 akan mewarisi gen A atau gen a dari induk tersebut. Jika salah satu induknya
 bergenotipe aa dan induk yang lainnya bergenotipe Aa, maka keturunannya akan
 selalu menerima gen a dari induk aa, dan akan menerima gen A atau gen a
 (dengan peluang yang sama) dari induk Aa. Akibatnya, setiap keturunan
 mempunyai peluang yang sama untuk bergenotipe aa atau Aa. Dalam tabel
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 berikut, dicantumkan peluang genotipe yang mungkin dimiliki oleh keturunan
 dari berbagai kombinasi genotipe kedua induknya.
 Tabel 2.1. Probabilitas Genotipe Induk Jantan dan Betina (1) Sumber: Anton, 2000, p.706
 Genotipe Induk Genotipe
 Keturunan AA-AA AA-Aa AA-aa Aa-Aa Aa-aa aa-aa
 AA 1 21 0 4
 1 0 0
 Aa 0 21 1 2
 1 21 0
 aa 0 0 0 41 2
 1 1
 Contoh 1 : Distribusi genotipe pada sebuah populasi
 Misalkan sebuah peternakan mempunyai populasi tanaman yang terdiri dari tiga
 distribusi genotipe AA, Aa, dan aa. Seorang petani ingin melakukan program
 pembiakan di mana setiap tanaman dalam populasi selalu difertilisasi dengan
 tanaman bergenotipe AA dan kemudian diganti dengan satu dari keturunannya.
 Akan dicari ekspresi distribusi dari populasi bergenotipe 3 macam itu setelah
 sekian generasi.
 Untuk n = 0, 1, 2, … dan seterusnya, definisikan:
 an = peluang tumbuhan bergenotipe AA pada generasi ke-n
 bn = peluang tumbuhan bergenotipe Aa pada generasi ke-n
 cn = peluang tumbuhan bergenotipe aa pada generasi ke-n
 Jadi a0, b0 dan c0 merupakan distribusi awal ketiga genotipe. Juga diperoleh
 bahwa: an + bn + cn = 1 untuk n = 0, 1, 2, …
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 Dari tabel 2.1 dapat ditentukan distribusi genotipe tiap generasi dari
 distribusi genotipe sebelumnya dengan menggunakan persamaan-persamaan
 berikut ini:
 an = an-1 + 21 bn-1
 bn = cn-1 + 21 bn-1 n = 1, 2, … (1)
 cn = 0
 Sebagai contoh, yang pertama dari ketiga persamaan ini menyatakan
 bahwa semua keturunanan dari suatu tumbuhan yang bergenotipe AA akan
 bergenotipe AA dengan pewarisan gen, dan separuh dari keturunan suatu
 tumbuhan yang bergenotipe Aa akan bergenotipe AA.
 Persamaan (1) dapat dtulis dengan notasi matriks sebagai berikut.
 x(n) = M x(n-1), n = 1, 2, … (2)
 di mana:
 x(n) = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 n
 n
 n
 cba
 , x(n-1) = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −
 −
 1
 1
 1
 n
 n
 n
 cba
 , dan M = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 0001001
 2121
 Perhatikan bahwa ketiga kolom matriks M adalah sama seperti ketiga kolom
 tabel 2.1.
 Dari persamaan (2) diperoleh bahwa:
 x(n) = M x(n-1) = M2 x(n-2) = … = Mn x(0) (3)
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 Akibatnya, jika ekspresi eksplisit untuk Mn dapat dicari, maka persamaan (3)
 dapat digunakan untuk memperoleh ekspresi eksplisit untuk x(n). Untuk mencari
 ekspresi eksplisit untuk Mn, haruslah M didiagonalisasikan dulu. Jadi, akan
 dicari matriks invertible P dan matriks diagonal D sedemikian sehingga:
 M = PDP-1 (4)
 Dengan diagonalisasi seperti ini, diperoleh:
 Mn = PDn P-1 , n = 1, 2, …
 di mana
 D n =
 n
 k ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 λ
 λλ
 L
 MMMM
 L
 L
 000
 000000
 2
 1
 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 nk
 n
 n
 λ
 λλ
 L
 MMMM
 L
 L
 000
 000000
 2
 1
 Diagonalisasi M diselesaikan dengan mencari nilai-nilai eigen dan menentukan
 vector-vektor eigen. Berikut adalah hasilnya (dihitung dengan perangkat lunak
 Maple-8).
 Nilai eigen: λ1 = 1 λ2 = 21
 λ3 = 0
 Vektor eigen yang bersangkutan:v1 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 001
 , v2 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−01
 1, v3 =
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−12
 1
 Jadi, dari persamaan (4) diperoleh:
 D = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 3
 2
 1
 000000
 λλ
 λ =
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 00000001
 21
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 Juga
 P[v1 | v2 | v3] = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−−100210
 111
 Jadi,
 x(n) = PDn P-1 x(0) = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−−100210
 111( )
 ⎥⎥⎥
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 00000001
 21 n
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 x(n) = ⎥⎥⎥
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 Dengan menggunakan an + bn + cn = 1 maka diperoleh:
 an = 10
 121
 021 )()( cb nn −−−
 bn = 0
 121
 021 )()( cb nn −+ n = 1, 2, …
 cn = 0
 Bentuk terakhir adalah formula eksplisit untuk fraksi ketiga genotipe dalam
 generasi ke n dari tumbuhan dinyatakan dengan fraksi genotipe awal.
 Karena n)( 21 cenderung mendekati 0 jika n mendekati tak terhingga maka
 berdasarkan persamaan di atas diperoleh:
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 an → 1
 bn → 0
 cn = 0
 jika n mendekati tak hingga. Jadi, secara limit, semua tanaman dalam populasi
 akan begenotipe AA.
 Contoh 2 : (Modifikasi dari contoh 1)
 Contoh 1 dapat dimodifikasi sehingga daripada melakukan fertilisasi tiap
 tanaman dengan sebuah genotipe AA, setiap tanaman difertilisasi dengan
 tanaman dari genotipe yang bersangkutan. Dengan menggunakan notasi yang
 sama seperti contoh 1, diperoleh:
 x(n) = M x(n-1)
 di mana
 M = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 100001
 412141
 Kolom-kolom matriks M ini adalah sama dengan kolom-kolom tabel 2.1 yang
 bersangkutan dengan induk yang bergenotipe AA-AA, Aa-Aa dan aa-aa.
 Nilai eigen dari M adalah (dengan menggunakan perangkat lunak
 Maple-8): λ1 = 1 λ2 = 1 λ3 = 21 , dengan vektor-vektor eigen
 yang bersangkutan adalah v1 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 001
 , v2 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 100
 , v3 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−12
 1.
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 Kalkulasi untuk x(n) adalah sebagai berikut.
 x(n) = M x(n-1) = PDn P-1 x(0)
 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−110200
 101
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 n)(00010001
 21 ⎥
 ⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 − 001001
 21
 2121
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 0
 0
 0
 cba
 = ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −
 +
 +
 1)(00)(00)(1
 121
 21
 21
 121
 21
 n
 n
 n
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 0
 0
 0
 cba
 Jadi, an = 0
 a + [ 121
 21 )( +− n ]
 0b
 bn = n)( 21
 0b n = 1, 2, … (6)
 cn = 0
 c + [ 121
 21 )( +− n ]
 0b
 Secara limit, jika n cenderung mendekati tak hingga n)( 21 → 0 dan 1
 21 )( +n → 0,
 sehingga: an → 0
 a + 21
 0b
 bn → 0
 cn → 0
 c + 21
 0b
 Jadi, fertilisasi pada setiap tumbuhan dengan satu dari tumbuhannya
 sendiri akan secara limit menghasilkan tumbuhan bergenotipe AA dan aa.
 h. Penyakit Autosomal Resesif
 Banyak sekali penyakit genetik yang diturunkan dengan pewarisan
 atusomal, di mana gen normal A mendominasi sebuah gen abnormal a. Genotipe
 AA adalah individu yang normal, sedangkan genotipe Aa adalah pembawa
 penyakit, tetapi tidak menderita penyakit tersebut, sedangkan genotipe aa adalah
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 individu yang menderita penyakit tersebut. Pada manusia, penyakit keturunan
 seperti itu sering dihubungkan dengan suatu kelompok ras tertentu; sebagai
 contoh, cystic fibrosis (dominan di antara ras Caucasians), sickle-sell anemia
 (dominan di antara ras hitam), Cooley’s anemia (dominan di antara orang asli
 Mediterania), penyakit Tay-sachs (dominan di antara orang Yahudi di Eropa
 Timur).
 Misalkan seekor hewan pejantan mempunyai populasi yang membawa
 penyakit resesif autosomal. Misalkan juga, semua hewan yang menderita
 penyakit tersebut tidak dapat bertahan dan mati. Suatu kemungkinan untuk
 mengontrol penyakit tersebut adalah mengawinkan betina, yang genotipenya apa
 pun, dengan jantan yang normal. Dengan cari ini, semua keturunannya di
 kemudian hari akan mempunyai induk jantan normal dan induk betina yang
 normal (pasangan AA-AA) atau induk jantan yang normal dan induk betina yang
 bersifat carrier (pasangan AA-Aa). Tidak akan terjadi pasangan AA-aa karena
 hewan yang bergenotipe aa tidak dapat bertahan hidup sampai dewasa.
 Dengan cara ini tidak ada keturunan di kemudian hari yang akan
 menderita penyakit tersebut, walau pun masih ada generasi pembawa penyakit
 (carrier). Cara penentuan fraksi pembawa penyakit ini adalah sebagai berikut.
 x(n) = ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡
 n
 n
 ba
 , n = 1, 2, …
 di mana
 n
 a = fraksi populasi dengan genotipe AA pada generasi ke-n
 n
 b = fraksi populasi dengan genotipe Aa (carrier) pada generasi ke-n
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 Karena setiap keturunan mempunyai sekurang-kurangnya satu induk
 yang normal, program pengendalian keturunan adalah perkawinan kontinyu
 dengan genotipe AA, seperti pada contoh 1. Jadi, transisi distribusi genotipe dari
 satu generasi ke generasi berikutnya diatur dengan persamaan:
 x(n) = M x(n-1) , n = 1, 2, …
 di mana
 M = ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡
 2121
 01
 Dengan mengetahui distribusi awal x(0), maka distribusi genotipe pada
 generasi ke-n dapat diperoleh dengan menggunakan
 x(n) = M n x(0) , n = 1, 2, …
 Diagonalisasi pada matriks M dapat dilakukan dan menghasilkan:
 x(n) = PDn P-1 x(0) = ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡−1011
 ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡n)(0
 01
 21 ⎥
 ⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡−1011
 ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡
 0
 0
 ba
 = ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡ −n
 n
 )(0)(11
 21
 21
 ⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡
 0
 0
 ba
 = ⎥⎥⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎣
 ⎡ −+
 021
 021
 00
 )()(
 bbba
 n
 n
 Karena a0 + b0 = 1, maka diperoleh:
 n
 a = 102
 1 )( bn−
 n
 b = 02
 1 )( bn n = 1, 2, … (7)
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 Jika n membesar mendekati tak berhingga, diperoleh:
 n
 a → 1
 n
 b → 0
 Jadi, secara limit, tidak akan ada carrier di dalam populasi tersebut.
 Dari persamaan (7) diperoleh:
 nb =
 121
 −nb n = 1, 2, … (8)
 Jadi, fraksi carrier dalam tiap generasi adalah separuh dari fraksi carrier
 generasi terdahulu. Hal yang menarik untuk diselidiki adalah penjalaran carrier
 dengan perkawinan random, di mana dua hewan kawin tanpa mengindahkan
 genotipenya. Sayangnya, perkawinan random seperti ini menghasilkan
 persamaan non-linier dan teknik yang sudah dibahas tidak dapat diterapkan.
 Tetapi, dengan teknik lain dapat diperlihatkan bahwa dengan perkawinan
 random, persamaan (8) dapat diganti dengan:
 nb =
 121
 1
 1−
 −
 +n
 n
 bb
 , n = 1, 2, … (9)
 i. Penurunan Terkait-X
 Sebagaimana telah disebutkan pada pendahuluan, pada pewarisan terkait-
 X, spesies jantan yang bergen tunggal (A atau a) kawin dengan spesies betina
 yang bergen dua (AA, Aa atau aa). Istilah “terkait-X” (“X-linked”) digunakan
 karena gen tersebut ditemukan pada kromosom X, di mana spesies jantan
 mempunyai satu kromosom X dan spesies betina mempunyai dua kromosom X.
 Pewarisan gen berlangsung sebagai berikut. Keturunan jantan mendapat satu
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 kromosom X dari induk betina yang mempunyai dua kromosom X dengan
 peluang yang sama. Keturunan betina mendapat satu kromosom X dari induk
 jantan dan satu kromosom X dari induk betina dengan peluang yang sama.
 Akan dibahas program pewarisan yang berhubungan dengan pewarisan
 terkait-X. Pembahasan dimulai dengan seekor jantan dan betina. Dipilih dua dari
 keturunannya secara random, satu jantan dan satu betina, dan kemudian
 dikawinkan. Ambil lagi dua dari keturunannya, satu jantan dan satu betina, dan
 dikawinkan lagi, dan seterusnya. Perkembangbiakan seperti ini dapat dilakukan
 dengan binatang. (Pada manusia, perkawinan antar saudara digunakan pada
 jaman Mesir kuno, guna menjadi kemurinan keturunan kerajaan).
 Tabel 2.2 Probabilitas Genotipe Induk Jantan dan Betina (2) Sumber: Anton, 2000, p.711.
 Genotipe Induk (Jantan, Betina)
 (A,AA) (A,Aa) (A,aa) (a,AA) (a,Aa) (a,aa)
 A 1 21 0 1 2
 1 0
 Jant
 an
 a 0 21 1 0 2
 1 1
 AA 1 21 0 0 0 0
 Aa 0 21 1 1 2
 1 0 Ket
 urun
 an
 Bet
 ina
 aa 0 0 0 0 21 1
 Pasangan jantan-betina awal dapat dinyatakan dengan 6 tipe,
 berhubungan dengan keenam kolom tabel 2.2, yakni: (A,AA), (A,Aa), (A,aa),
 (a,AA), (a,Aa), (a,aa).
 Pasangan saudara yang dikawinakan dalam tiap generasi yang berturutan
 mempunyai peluang tertentu untuk menjadi satu dari enam tipe yang ada. Untuk
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 menghitung peluang-peluang ini, untuk n = 0, 1, 2, … , digunakan simbolisasi
 sebagai berikut.
 an = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (A , AA)
 bn = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (A , Aa)
 cn = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (A , aa)
 dn = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (a , AA)
 en = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (a , Aa)
 fn = probabilitas pasangan saudara yang dikawinkan dalam generasi ke-n
 bertipe (a , aa)
 Dengan probabilitas ini, dapat dibentuk vektor kolom:
 x(n) =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 n
 n
 n
 n
 n
 n
 fedcba
 , n = 0, 1, 2, …
 Dari tabel 2.2 diperoleh:
 x(n) = M x(n-1) , n = 0, 1, 2, … (10)
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 di mana
 (A,AA) (A,Aa) (A,aa) (a,AA) (a,Aa) (a,aa)
 M =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 1000000100000000000010000001
 4141
 4141
 4141
 4141
 ),(),(),(),(),(),(
 aaaAaaAAaaaAAaAAAA
 Sebagai contoh, misalkan dalam generasi ke-(n - 1), pasangan saudara
 yang dikawinkan bertipe (A, Aa). Jadi keturunan mereka yang jantan akan
 bergenotipe A atau a dengan probabilitas yang sama. Keturunannya yang betina
 akan bergenotipe AA atau Aa dengan probabilitas yang sama. Karena satu dari
 keturunan yang jantan dan satu dari keturunan yang betina dipilih secara random
 untuk dikawinkan, maka pasangan saudara berikutnya akan bertipe salah satu
 dari (A,AA), (A, Aa), (a, AA), (a, Aa) dengan probabilitas yang sama. Jadi kolom
 kedua M akan mengandung “ 41 ” dalam tiap baris dari empat baris yang
 bersangkutan dengan keempat pasangan saudara.
 Seperti pada contoh sebelumnya, dari persamaan (10) diperoleh bahwa:
 x(n) = M x(n-1) , n = 0, 1, 2, … (11)
 Setelah dilakukan perhitungan yang panjang, dapat diperoleh nilai-nilai
 eigen dan vektor-vektor eigen sebagai berikut.
 λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 21 , λ4 = - 2
 1 , λ5 = )51(41 + , λ6 = )51(4
 1 −

Page 40
                        
                        

43
 v1 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 000001
 , v2 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 100000
 , v3 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −
 −
 12
 11
 21
 , v4 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −−
 16336
 1
 ,
 v5 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−
 +−+−
 −−
 )53(1
 )51()51(
 1)53(
 41
 4141
 41
 , v6 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 +−
 −−−−
 +−
 )53(1
 )51()51(
 1)53(
 41
 4141
 41
 Diagonalisasi M menghasilkan persamaan:
 x(n) = PDn P-1 x(0) , n = 0, 1, 2, … (12)
 di mana
 P =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 +−−−−−
 −−+−−−+−−−
 −+−−−−
 )53()53(1110116200
 )51()51(3100)51()51(3100
 116200)53()53(1101
 41
 41
 41
 41
 41
 41
 41
 41
 Dn =
 [ ][ ] ⎥⎥
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 +
 −
 n
 n
 n
 n
 )51(000000)51(000000)(000000)(00000010000001
 41
 41
 21
 21
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 P-1 =
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−++
 −−−−
 0)55(55)55(00)55(55)55(000001001
 201
 51
 51
 201
 201
 51
 51
 201
 241
 121
 121
 241
 81
 41
 41
 81
 32
 31
 32
 31
 31
 32
 31
 32
 Perkalian matriks dari persamaan (12) tidak dilakukan. Tetapi jika vektor khusus
 x(0) diberikan, kalkulasi untuk x(n) tidak sulit.
 Karena nilai mutlak dari empat isian diagonal terakhir dari D kurang dari
 1, maka jika n mendekati tak berhingga,
 D n →
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 000000000000000000000000000010000001
 Dan dari persamaan (12):
 x (n) →
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 000000000000000000000000000010000001
 P-1 x (0)
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 Dengan melakukan perkalian matriks di sebelah kanan, diperoleh:
 x (n) →
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 ++++
 ++++
 032
 031
 032
 031
 0
 031
 032
 031
 032
 0
 0000
 edcbf
 edcba
 (13)
 Jadi, secara limit, semua pasangan saudara akan mempunyai tipe salah
 satu dari (A,AA) atau tipe (a, aa). Sebagai contoh, jika inisial induk merupakan
 tipe (A, Aa) (yakni b0 = 1 dan a0 = c0 = d0 = e0 = f0 = 0), maka jika n
 cenderung mendekati tak hingga maka:
 x (n) →
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 31
 32
 0000
 Jadi, secara limit, diperoleh probabilitas 32 untuk pasangan saudara yang
 bergenotipe (A, AA) dan probabilitas 31 untuk yang bergenotipe (a, aa).
 2.2. Kerangka Berpikir
 Dalam penelitian ini penulis akan memaparkan tentang bagaimana
 hubungan matematika yang selama ini telah dikenal dengan ilmu pasti, tetapi
 ternyata dapat berguna dalam kehidupan sehari-hari khususnya pada bidang
 kedokteran. Penurunan sifat genetik pada hewan dan tumbuhan yang biasanya
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 hanya dapat diperkirakan oleh dunia kedokteran melalui ilmunya, kini dengan
 beberapa materi yang ada pada matematika akan dilakukan penelitian dengan
 merepakan ilmu matematika tersebut pada bidang kedokteran.
 Contoh penyakit yang akan diambil dalam penelitian ini adalah penyakit
 Hemofilia. Secara singkat Hemofilia ini adalah sebuah penyakit yang terdapat
 kelainan pendarahan yang disebabkan adanya kekurangan atau gangguan salah satu
 factor pembekuan darah dan diturunkan melalui kromosom X.
 Dengan dasar materi yang didapat, maka akan diambil sebuah kasus dimana
 dengan kasus tersebut diharapkan dapat mengetahui bagaimana generasinya
 tanaman tersebut pada masa akan datang.
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