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Diskrete Mathematik und ihre Anwendungen:
 Auf dem Weg zu authentischem Mathematikunterricht
 Martin Grotschel∗und Brigitte Lutz-Westphal†
 Zusammenfassung
 Der Mathematikunterricht in Schulen lebt unter anderem davon, immer wiederneue Impulse zu bekommen und aufzunehmen. Wir haben in den vergangenen Jahrendaran gearbeitet, Themen der modernen angewandten Mathematik, insbesondere ausder angewandten diskreten Mathematik, fur den Unterricht an Schulen zuganglich zumachen. In diesem Artikel zeigen wir einige fur den Mathematikunterricht geeigneteAnwendungen. Wir legen dar, auf welchen Vorstellungen von Mathematikunterricht dieerarbeiteten Konzepte basieren und aus welchen Grunden wir die Themen fur geeignethalten, einen solchen Unterricht zu realisieren.
 1 Moderne angewandte Mathematik fur den Schul-unterricht
 Das heutige Leben ist durchdrungen von komplexen Technologien. Ohne Kommuni-kationsnetze, Internet, Mobilfunk, Logistik, Verkehrstechnik, medizinische Apparate,etc. konnte die moderne Gesellschaft nicht funktionieren. Fast alle dieser Technologienhaben einen hohen Mathematikanteil. Der
 ”normale Burger“ weiß davon nichts, der
 Schulunterricht konnte dem ein wenig abhelfen. Einige mathematische Aspekte dieserTechnologien sind einfach und sogar spielerisch intuitiv zuganglich. Solche Anwendun-gen, die zusatzlich noch der Lebensumwelt der Schuler zugehoren, konnen dazu genutztwerden, die mathematische Modellierung, also die mathematische Herangehensweisean die Losung praktischer Fragen, anschaulich zu erlautern. Gerade in der diskretenMathematik konnen hier, quasi
 ”nebenbei“ mathematische Theorien erarbeitet und
 Teilaspekte (Definitionen, Fragestellungen, einfache Sachverhalte) durch eigenstandi-ges Entdecken der Schuler entwickelt werden. Wir beginnen mit einigen Beispielen.
 1.1 Mobilfunk und Graphenfarbung
 Das Farben von Landkarten hat zu der Frage nach der minimalen Zahl von Farbengefuhrt, mit denen man die Knoten eines Graphen so farben kann, dass zwei benachbar-te Knoten verschieden gefarbt sind. Landkartenfarben ist vielleicht heute nicht mehrso spannend wie die Mobilfunkerei, denn fast jeder Schuler hat ein Handy und setztsich mit dessen Funktionsweise auseinander. Jeder deutsche Mobilfunkanbieter verfugtuber rund hundert Kanale, die er seinen rund 15.000 Antennen so zuweisen muss, dass
 ∗TU Berlin, Zuse-Institut Berlin, MATHEON, [email protected]†Hochschule Vechta, MATHEON, [email protected]
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sich die Antennen gegenseitig nicht storen. Zwei”nah beieinander“ liegende Anten-
 nen storen sich, wenn sie auf demselben Kanal senden. Die einfachste Version diesesProblems kann man als Knotenfarbungsproblem (Farbe entspricht Kanal) formulie-ren. Fuhrt man Interferenzwerte und Kanalabstande ein, so kommt man sehr schnellzu anschaulich klaren und praxisnahen Fragen der Kanalzweisung, die derzeit Gegen-stand der Forschung, aber Schulern durchaus zuganglich sind und fur die Schuler u. a.heuristische Losungsalgorithmen entwickeln konnen. Nebenbei bemerkt: Hier bietensich in hoheren Klassen Abstecher zur Kryptographie und zur Codierungstheorie an,Themen, die man ganz elementar in den Unterricht umsetzen kann.
 1.2 Wege finden
 Die Suche nach optimalen Wegen: Ein abwechslungsreicheres Anwendungsfeld gibt eskaum. Wie komme ich mit offentlichen Verkehrsmitteln am besten von zu Hause zurSchule oder einen zentralen Punkt der Stadt? In allen Stadten bieten heute die Nahver-kehrssysteme im Internet
 ”Routenplaner“ an, die schnellste Wege berechnen. Schuler
 nutzen diese (speziell in Großstadten wie Berlin) intensiv, wenn sie sich verabreden.Die Algorithmen hierzu sind einfach und eignen sich sehr gut fur die selbstandige Er-arbeitung im Unterricht. Aber was ist uberhaupt der beste Weg: der kurzeste, derschnellste, der bequemste (wenig umsteigen), der preiswerteste? Dieselbe Frage stelltsich, wenn das Auto der Familie ein Navigationssystem hat und der beste Weg zum Zielgesucht wird. Hier kann man wunderbar uber Modellierung, Zielkonflikte etc. disku-tieren und z. B. die Dispositionszentrale der ortlichen Verkehrsbetriebe besuchen, umeinen Eindruck von der enormen Komplexitat der Aufgaben im OPNV zu bekommen.Die Disponenten werden dann gerne erlautern, wie schwierig es, ist einen guten Fahr-plan zu erstellen, die Umlaufe von Bussen zu planen und Busfahrer gut einzusetzen.Stark abgemagerte Versionen dieser Aufgaben kann man wiederum im Unterricht be-handeln. Wieviele Umsteigemoglichkeiten gibt es am Bahnhof Berlin-Alexanderplatz?Wie beschreibt man die Abbiegemoglichkeiten am Ernst-Reuter-Platz graphentheo-retisch? Und dann kann man sich mit Flugreisen beschaftigen, der Wegeplanung furdie Mullabfuhr, den Postboten oder den Zeitungsaustrager, Varianten, die manchmalschwierig und manchmal einfach zu losen sind. Zusatzlich kann man dann, wenn es derzeitliche Rahmen erlaubt, in die Informatik eintauchen, das Problem angemessener Da-tenstrukturen zur Speicherung von Graphen erarbeiten, Laufzeiten von Algorithmenoder sogar Grundzuge der Komplexitatstheorie.
 1.3 Logistik
 Wie kommt der Joghurtbecher in den Kuhlschrank und der Bleistift in die Schultasche?Was bedeutet
 ”just in time“ im Automobilbau? Hier geht es um Flusse in Netzwer-
 ken und die Beschreibung zeitkritischer Prozesse. Naturlich ist die Komplexitat dieserAnwendungen zu groß fur die Behandlung im Schulunterricht, aber die Bewegungeneines Bediengerates fur ein Hochregallager lassen sich muhelos graphentheoretisch deu-ten. Eine Besichtigung eines Logistikzentrums oder eines großen Warenlagers kann denSchulern einen Eindruck von der Welt der Guterversorgung geben, und hier ist uber-all, das sehen Schuler sehr schnell, wenn sie einmal ihren Blick dafur gescharft haben,Mathematik am Werk. Fragen der Reihenfolgeplanung (z. B. bei der Maschinenbele-gung) sind kombinatorischer und/oder graphentheoretischer Natur und sind sehr gutfur einen anwendungsnahen Unterricht geeignet.
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1.4 Leiterplatten und Chips
 Jeder der einmal ein Fernsehgerat, einen Laptop oder ein Mobilfunkgerat geoffnet hat,sieht dort eine Vielzahl von Leiterplatten und Chips. Unzahlige mathematische Auf-gaben sind beim Entwurf und der Produktion dieser Gerate zu losen. Wie platziere ichdie Komponenten auf einem Chip, wie lege ich die Verbindungen zwischen den Kompo-nenten (Verdrahtung)? Wie bohre ich die Locher moglichst schnell in die Leiterplatte,wie kann ich die Anzahl der benotigten Locher minimieren, etc.? Fur vereinfachteLeiterplatten und Chips kann man Verdrahtungsprobleme graphentheoretisch analy-sieren. Das schnelle Bohren von Lochern fuhrt auf ein Travelling-Salesman-Problem(das klassische Problem der kombinatorischen Optimierung). Die Minimierung derAnzahl der Locher kann man auf ein Max-Cut-Problem zuruckfuhren und stoßt dabeiauf interessante Aspekte der Graphentheorie.
 2 Authentischer Mathematikunterricht
 Die im ersten Abschnitt erlauterten modernen Anwendungen von Mathematik sollenden Mathematikunterricht bereichern und konnen insbesondere in Verbindung miteiner speziellen methodischen Herangehensweise dazu beitragen, einen neuen Blick aufMathematik zu vermitteln1 Zunachst erlautern wir, welche Vorstellungen und Zielewir mit einem solchen Mathematikunterricht verfolgen.
 Es gibt zahllose Forderungen an die Intentionen und Ziele von Mathematikun-terricht. Jede davon betont andere Schwerpunkte. Die Diskussion uber die Ziele desMathematikunterrichts wurde in den letzten Jahren durch die Einfuhrung von Bil-dungsstandards und der damit verbundenen Kompetenzorientierung des Unterrichtsneu belebt und erweitert.
 Der Beitrag des Faches Mathematik zur Bildung wird in den 2003 in Deutschlandin Kraft getretenen
 ”Bildungsstandards im Fach Mathematik fur den Mittleren Schul-
 abschluss“ durch folgende Liste von Grunderfahrungen, die der Unterricht ermoglichensoll, charakterisiert.
 ”Mathematikunterricht tragt zur Bildung der Schulerinnen und Schuler
 bei, indem er ihnen insbesondere folgende Grunderfahrungen ermoglicht,die miteinander in engem Zusammenhang stehen:
 • technische, naturliche, soziale und kulturelle Erscheinungen und Vor-gange mit Hilfe der Mathematik wahrnehmen, verstehen und unterNutzung mathematischer Gesichtspunkte beurteilen,
 • Mathematik mit ihrer Sprache, ihren Symbolen, Bildern und Formelnin der Bedeutung fur die Beschreibung und Bearbeitung von Aufga-ben und Problemen inner- und außerhalb der Mathematik kennen undbegreifen,
 • in der Bearbeitung von Fragen und Problemen mit mathematischenMitteln allgemeine Problemlosefahigkeit erwerben.“
 Weiter wird die”aktive Auseinandersetzung“ mit der Materie gefordert,
 ”selbststan-
 diges Lernen“, das”individuelle Lernwege und Lernergebnisse“ berucksichtigt, Orien-
 tierung an den Lernprozessen und Lernergebnissen der Schulerinnen und Schuler undnicht allein an der Fachsystematik.
 ”Schulerinnen und Schuler sollen auf diese Wei-
 se Mathematik als anregendes, nutzbringendes und kreatives Betatigungsfeld erleben[. . . ]“ (alles [12], S. 9).
 1vgl. hierzu die Fragebogenantworten von Schuler/innen in Kapitel 7 in [11] bzw. auszugsweise in Ab-schnitt 5 dieses Artikels, etwa die Aussage, der Unterricht sei
 ”besser als Mathe”gewesen.
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Die veranderte Perspektive auf die Unterrichtsziele hat nicht nur Auswirkungen aufdie Unterrichsmethodik, sondern sie soll idealerweise auch Raum fur neue Themen imMathematikunterricht bieten. Ein solches neues Thema ist die kombinatorische Opti-mierung. Die verstarkte Konzentration auf die Forderung von bestimmten Kompeten-zen der Schulerinnen und Schuler hat die inhaltliche Diskussion allerdings etwas in denHintergrund treten lassen. Die in den vergangenen Jahren entwickelten standardorien-tierten Lehrplane der einzelnen Bundeslander beschaftigen sich zum Großteil auf derBasis des traditionellen Inhaltskanons mit der Umsetzung der Kompetenzforderung.Moderne Inhalte oder neue Aspekte traditioneller Inhalte kommen eher zu kurz.
 Vor diesem Hintergrund soll hier ein Beitrag zur Diskussion uber inhaltliche Unter-richtsziele geleistet werden. Insbesondere wird dabei eine Betonung auf den Bezug zurmathematischen Forschung gelegt. Die zentrale Forderung an Mathematikunterrichtist dabei, dass er authentisch in verschiedener Hinsicht sein soll.
 Authentischer Mathematikunterricht umfasst:
 1. eine authentische (= personlich ansprechende und herausfordernde, echte mathe-matische Erfahrungen ermoglichende) Begegnung und Auseinandersetzung derSchulerinnen und Schuler mit dem Stoff,
 2. Authentizitat (= fachliche Angemessenheit) der im Laufe der unterrichtlichenErarbeitung verwendeten mathematischen Methoden und
 3. authentische (= ein zeitgemaßes Bild von Mathematik vermittelnde) Inhalte inrealen oder realistischen Kontexten.
 Diese drei Punkte haben insbesondere Einfluss auf zwei Dimensionen von Unter-richt: die Tatigkeiten der Schulerinnen und Schuler und die fachlichen Inhalte.
 Ziele eines authentischen Unterrichts sind:
 • einen Bezug zwischen der personlichen Erlebniswelt und mathematischem Den-ken und Handeln herzustellen,
 • mathematische Denk- und Arbeitsweisen durch eigenes Tun zu entdecken undkennenzulernen,
 • das individuelle mathematische Handlungsrepertoire zu erweitern,
 • Mathematik als lebendige Wissenschaft in ihren Anwendungen zu erleben.
 • einen Einblick in die mathematische Forschung zu bekommen.
 Diese Thesen entwickeln die von Alexander Israel Wittenberg (in [17], 1963) undHans-Joachim Vollrath (in [15], 2001) ausgearbeiteten Theorien weiter2. Vollrath defi-niert ([15], S. 26):
 ”Ein Unterricht, der zuverlassige Erfahrungen mit Mathematik ver-
 mittelt, soll authentisch genannt werden.“ Solch ein Unterricht habe drei grundlegendeFragen zu beantworten ([15], S.26): Was ist Mathematik? Wie entsteht Mathematik?Was kann man mit Mathematik anfangen?
 Einen ahnlichen Ansatz gibt es in den Niederlanden. Dort wird aufbauend auf denTheorien Hans Freudenthals, der Mathematik als eine menschliche Tatigkeit hervor-hob (im Gegensatz zur Mathematik als fertiges, zu lernendes Produkt), die
 ”Realistic
 Mathematics Education“ (RME) seit den 70er Jahren fortentwickelt (vgl. Van denHeuvel-Panhuizen [13], [14] und Westermann [16]). Dabei steht
 ”realistic“ nicht un-
 bedingt fur realitatsgetreue Anwendungen, sondern bezieht sich, ebenso wie in derTheorie des authentischen Mathematikunterrichts, vor allem auf die Art der Ausein-andersetzung der Schulerinnen und Schuler mit den Inhalten.
 2Bei einigen anderen Autoren findet man den Begriff”authentisch“ ebenfalls: z. B. in: Buchter/Leuders
 [2], Habdank-Eichelsbacher/H. N. Jahnke [7], Hußmann/Leuders [8], Th. Jahnke [10].
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Bereits in den fruhen 60er Jahren machte Alexander Israel Wittenberg sich fureinen (damals noch nicht so benannten) authentischen Mathematikunterricht stark([17], S. 50/51):
 ”Im Unterricht muss sich fur den Schuler eine gultige Begegnung mit der
 Mathematik, mit deren Tragweite, mit deren Beziehungsreichtum vollzie-hen; es muß ihm am Elementaren ein echtes Erlebnis dieser Wissenschafterschlossen werden. Der Unterricht muß dem gerecht werden, was Mathe-matik wirklich ist. Diese Zielrichtung muß die Auseinandersetzung mit derkonkreten Gestaltung des Unterrichts leiten.“
 Seine Forderungen beziehen sich also nicht nur auf eine bestimmte Methodik oderbestimmte Inhalte, sondern auf beides zugleich, was diesen Ansatz gegenuber vielenanderen auszeichnet, die entweder vorwiegend die Methodik oder vorwiegend die In-halte bzw. die Sequenzierung der Inhalte im Blick haben.
 Auch Freudenthal pladiert fur eine ahnliche Ausrichtung des Unterrichts, wenner schreibt ([4], S. 126):
 ”[. . . ] wie die Struktur im Großen der zu unterrichtenden
 Mathematik zu verstehen ware: sie ist nicht starres Gerust, sondern sie entsteht undvergeht mit der sich im Lehrprozess entwickelnden Mathematik. [. . . ] Das im GroßenStrukturierende soll [. . . ] erlebte Wirklichkeit sein; nur so konnten wir beziehungsvolleMathematik unterrichten; nur so konnten wir sicher sein, daß der Schuler sich dieMathematik, die er lernt, einverleibt; nur so konnte die Anwendbarkeit der gelerntenMathematik gewahrleistet werden.“
 Authentischer Mathematikunterricht bedeutet, authentische Erfahrungen mit ma-thematischen Fragen, Inhalten und Methoden zu ermoglichen, und zwar anhand von
 ”authentischer Mathematik“. Damit ist gemeint, fur den Unterricht Inhalte auszuwahlen,
 die widerspiegeln, was heute die Wissenschaft Mathematik ausmacht. Aktuelle For-schungsrichtungen und Anwendungen sind ebenso einzubeziehen wie klassische Inhalte,die dem mathematischen Basiswissen zuzuordnen sind.
 3 Unterricht uber Wegeoptimierung
 Die von uns gewahlten klassischen Themen der kombinatorischen Optimierung, wiedas Kurzeste-Wege-Problem, das Travelling-Salesman-Problem oder das ChinesischePostboten-Problem lassen sich hervorragend in einem problemorientierten erforschen-den Unterricht erarbeiten. Die initiale Fragestellung ist kurz und sofort verstandlich,das Arbeitsmaterial leicht zu beschaffen. Spezielle mathematische Vorkenntnisse sindfur die Erarbeitung nicht notwendig, da das benotigte Fachwissen im Rahmen desProblemloseprozesses aufgebaut werden kann und soll.
 Weil eine einzige Frage, z. B. ”Wie komme ich optimal zum Ziel?”, ausreicht, umdas Thema sehr umfassend zu erschliessen, kann hier auch gut mit Lerntagebucherngearbeitet werden.3 Als Unterrichtsmaterial dienen U-Bahnstreckennetze oder Stadt-planausschnitte oder nach einem Erkundungsausflug erstellte schematische Plane vonBahnhofen o. a.
 Der Unterricht kann so gestaltet werden, dass zunachst der Prozess der mathema-tischen Modellierung im Vordergrund steht, was hier bedeutet, passende Graphen zufinden und sich fur eine bestimmte Modellierungstiefe zu entscheiden (siehe Abb. 1).Auch wenn diese Modellierung auf den ersten Blick vielleicht trivial erscheinen mag,so kann sie, gerade wenn ein Straßennetz als Graph interpretiert werden soll, vielewichtige Aspekte des Modellierungsprozesses bewusst machen.
 Anhand dieser Graphen konnen einige Definitionen und Grapheneigenschaften ex-perimentell und selbststandig erarbeitet werden (siehe Abb. 2), um dann in einer drit-
 3zur Theorie der Lerntagebucher vgl. [5]
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Abbildung 1: Optimierung des Weges eines Mullautos: Modellieren auf Folie hilft beim Uber-gang vom Stadtplan (Realmodell) zum mathematischen Modell (Schulerin LK 13, Wieland-Herzfelde-Gymnasium Berlin-Weißensee).
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Abbildung 2: Skizzenblatt eines Schulers der 11. Klasse (Herder-Oberschule Berlin-Charlottenburg(: Auf der Suche nach einem Graphen mit genau funf Knoten mit ungerademGrad.
 ten Phase (die nicht unbedingt zeitlich nach der zweiten Phase kommen muss) dieGrundideen fur die entsprechenden Graphenalgorithmen zu erarbeiten (ein Beispielfindet sich in Abb. 3). Diese Algorithmen konnen von den Schulern selbst gefundenund erprobt werden.4
 Alle Phasen des Unterrichts werden durch selbststandige Erarbeitung und langereZeitabschnitte des freien Experimentierens und des Austausches mit den Mitschulerngepragt. Im Wechsel damit gibt es nach Bedarf Plenumsphasen, in denen Erarbeiteteszusammengetragen und gegenseitig abgeglichen wird oder in denen kurze Lehrervor-trage zu dem jeweiligen Zeitpunkt benotigte Fakten (z. B. Begriffsnamen oder neueImpulse fur die Weiterarbeit) prasentieren. Die Rolle der Lehrerin oder des Lehrers istdabei meist die eines Moderators des Lern- und Erarbeitungsprozesses, der individuelleHilfen und Denkanstoße geben kann, aber nicht vorschreibt, wie der Weg zur Losungauszusehen hat.
 4 Didaktische Stoffanalyse
 Eine ausfuhrliche didaktische Analyse der Inhalte und die Ruckmeldungen aus demUnterricht haben bestatigt, dass das Themengebiet der kombinatorischen Optimierungsich zur Verwirklichung eines authentischen Mathematikunterrichts gut eignet.
 • Es finden sich darin leicht zugangliche Problemstellungen aus der Lebensweltder Schulerinnen und Schuler, die eine authentische Begegnung mit Mathematikdirekt ermoglichen.
 • Die spezifischen mathematischen Methoden knupfen an ein im Alltag erworbenesHandlungsrepertoire an und bleiben durch ihre oftmals algorithmische Strukturauch bei wachsender Komplexitat fur Schulerinnen und Schuler erfassbar.
 • Die algorithmischen Methoden sind handlungsorientiert und konnen von denSchulerinnen und Schulern eigenstandig handelnd entdeckt werden.
 • Es lassen sich in sich abgeschlossene Themenkomplexe finden, die nicht hierar-chisch aufgebaut sind, so dass ein freies Entdecken durch die Schulerinnen undSchuler ohne vorgegebene Reihenfolge moglich ist. Die Leitlinie des Optimierensbildet aber dennoch einen roten Faden fur die Erarbeitung.
 • Die grundlegenden Begriffe konnen von den Schulerinnen und Schulern wahrendihrer Auseinandersetzung mit der Problemstellung erschlossen werden.
 • Die Objekte, mit denen vorwiegend hantiert wird, Graphen, sind in ihrer Darstel-lung sowohl handlich (durch ihre einfache Definition) als auch außerst flexibel.
 4Konkrete Unterrichtsideen dafur finden sich in [11]
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Abbildung 3: Eine ausgeklugelte Formulierung der Breitensuche eines Schulers der Klasse 11(Herder-Oberschule Berlin-Charlottenburg).
 Dadurch kann ohne Einschrankungen experimentiert werden. Vermutungen undBeweisideen konnen so selbstandig erarbeitet werden.
 • Die Themen haben sowohl einen starken Anwendungsbezug als auch eine direkteAnknupfung an aktuelle Forschungsthemen. Sie haben Verbindungen zur theo-retischen Informatik und verkorpern gleichzeitig ein mathematisches Fachgebietvon wachsender Bedeutung.
 Einige ausgewahlte Stichpunkte aus der obigen Liste werden im Folgenden nahererlautert.5
 4.1 Leichte Zuganglichkeit
 Die kombinatorische Optimierung zeichnet sich durch eine besonders leichte Zugang-lichkeit aus, wie Erfahrungen im Unterricht belegen. Woran kann man diese leichteZuganglichkeit konkret festmachen, um den Blick auch fur andere Themen mit dieserEigenschaft zu scharfen?
 ”Betrachtet man das Entstehen von Mathematik, dann sind im Denken des Men-
 schen zunachst gewisse Grundvorstellungen vorhanden, die auf grundlegende mathe-matische Begriffe fuhren.“ (Vollrath [15], S. 28) Aus dieser Aussage kann geschlossenwerden, dass ein mathematisches Gebiet umso leichter zuganglich ist, je naher seineGrundbegriffe alltaglichen Grundvorstellungen sind.
 Viele neue Begriffe, die bei der Arbeit mit Graphen vorkommen, konnen direkt ausder Anschauung heraus gebildet werden.
 ”Knoten“ und
 ”Kante“ werden zunachst mit
 5Eine ausfuhrliche Ausarbeitung dieser Analyse findet sich in [11]
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den Objekten assoziiert, die man zeichnet. Spater erst werden diese Begriffe abstrak-ter gefasst, wenn es um Datenstrukturen fur Graphen geht.
 ”Nachbar“ ist ein ganz
 naturlicher Begriff fur miteinander verbundene Knoten. Hier kommt die alltaglicheGrundvorstellung dem mathematischen Begriff sehr nahe. Ebenso greifen
 ”Kantenge-
 wicht“ oder”Kantenlange“ Alltagsvorstellungen auf. Andere Begriffe entstehen aus
 dem Handeln heraus. Der graphentheoretische Begriff”Kreis“ wird problemlos akzep-
 tiert, wenn er aus der Tatigkeit des Wegefindens und Kantenanmalens heraus gefundenwird.
 ”Kreis“ bedeutet dann: eine Figur, die entsteht, wenn man Kanten nacheinander
 ablauft oder mit dem Stift abfahrt, so dass man am Ende wieder dort ankommt, woman angefangen hat. Es bleibt dabei noch herauszuarbeiten, dass es sinnvoll ist, keineKreise zuzulassen, die sich selbst uberkreuzen, denn diese lassen sich problemlos inuberkreuzungsfreie Kreise zerlegen.
 Der Begriff”Weg“ z. B. knupft schon vom Begriffsnamen her an Alltagsvorstel-
 lungen an. Der graphentheoretische Gehalt des Begriffs entspricht auch weitgehendalltaglichen Vorstellungen. Hier kann man insbesondere den Blick fur Prazision beiDefinitionen scharfen. Darf ein Weg beim Startpunkt enden? Darf ein Weg einen Kno-ten zweimal beruhren (und damit einen Kreis enthalten)? Darf eine Kante gar zweimaloder haufiger durchlaufen werden? Wann ist so etwas aus Anwendungssicht sinnvoll?Soll man eine
 ”saloppe“ Definition eines Weges wahlen, die alle diese Falle enthalt
 oder weitere Begriffe wie einfacher Weg, Pfad, Tour, Kette, Kantenzug etc. einfuhren,um die unterschiedlichen Formen von
 ”Wegen“ praziser zu fassen? Uberlegungen die-
 ser Art helfen ungemein, einen besonderen Wert der Mathematik herauszuarbeiten:Genauigkeit.
 Gerade deshalb, weil viele graphentheoretische Begriffsbildungen sehr nahe an denvorhandenen Grundvorstellungen liegen, ist ein mathematisches Prazisieren der Be-griffe so gut moglich und auch notwendig. Die Alltagsvorstellung hilft dabei, zunachstuberhaupt eine Vorstellung zu entwickeln. Im Sinne eines authentischen Mathematik-unterrichts kann an diese Vorstellung angeknupft werden. Und es kann wahrend derProblembearbeitung immer wieder uberpruft werden, ob der Begriff in seiner Bedeu-tung weiter prazisiert werden muss, ob Einschrankungen oder Erweiterungen notigsind oder unbemerkt vorausgesetzt werden.
 Neben dem”naturlichen“ intuitiven Zugang zu den Grundbegriffen begrundet sich
 die leichte Zuganglichkeit der kombinatorischen Optimierung noch in einigen weiterenFaktoren, beispielsweise: die Nahe der Anwendungen zum Alltag, die Modularitat desStoffes, der hohe Aufforderungscharakter, die Eignung von Graphen zum Experimen-tieren sowie das algorithmische Arbeiten mit alltagsnahen Grundtatigkeiten.
 4.2 Anwendungsbezug/Alltagsbezug
 Die kombinatorische Optimierung ist aus Anwendungsfragen heraus entstanden undbesitzt eine Fulle konkreter Anwendungen. Bereits das Konigsberger Bruckenproblemvon Leonhard Euler zeigt, wie aus einer angewandten Fragestellung heraus mathe-matische Theorie entwickelt wurde. Viele Anwendungen fur die klassischen Themender kombinatorischen Optimierung wie Routenplanung, Optimierung von Touren derMullabfuhr oder von Rundreisen sind unmittelbar verstandlich, weil sie innerhalb desErfahrungshorizontes von Schulern liegen. Eine Identifikation mit den Problemstellun-gen ist moglich, da sie Alltagsfragen aufgreifen, die jeden betreffen. Jeder hat schoneinmal versucht, den optimalen Weg herauszufinden, etwa auf dem Weg zur Schuleoder in den Urlaub, um nur zwei Beispiele zu nennen.
 Und trotz all dieser Anwendungsfreudigkeit kommt auch die Mathematik selbstnicht zu kurz, wie Anderson im Vorwort seines Buches
 ”A first course in Combina-
 torial Mathematics“ beschreibt ([1], S. vii):”The subject [. . . ] still remains an easily
 accessible area of mathematics, one which is becoming more and more widely used in
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other disciplines. The days are past when the calculus was thought to be the queenof applicable mathematics. But despite its applications, the subject of this book isgenuine mathematics in all its purity [. . . ].“
 Anwendung und Innermathematisches, Modellieren und Mathematiktreiben liegenhier nah beieinander. Das macht die Themen so gut zuganglich und so besonders gutgeeignet fur eine authentische Auseinandersetzung mit Mathematik.
 4.3 Optimieren
 Allen von uns gewahlten Themen liegen Optimierungsfragen zugrunde. Optimierungs-probleme zeichnen sich dadurch aus, dass sie ein klares Ziel vorgeben. Es bedarf keinerErlauterungen. Herauszufinden, was genau mit
 ”bestmoglich“ gemeint ist, ist aller-
 dings Teil des Erarbeitungsprozesses. So schnell wie moglich, so billig wie moglich, sokurz wie moglich: Das sind Zielvorgaben, die im Alltag standig prasent sind, und diekeiner Rechtfertigung bedurfen. Floer ([3], S. 2) beschreibt Optimierungsprozesse alseine Form intellektueller Auseinandersetzung mit der Umwelt.
 Viele der klassischen Mathematikaufgaben (nicht nur im Schulunterricht) haben nureine einzige Losung. Das ist kein Wunder, denn eine der typischen Fragen der Analysislautet: Hat das vorliegende Problem eine Losung und wenn ja, ist sie eindeutig? Inder kombinatorischen Optimierung (und in der Optimierung im Allgemeinen) gibt esjedoch in der Regel viele zulassige Losungen. Das Ziel ist, unter diesen eine besteherauszufinden. Hat man irgendwie eine zulassige Losung gefunden, so ist die Frage,ob diese bereits eine beste ist oder ob man sie noch verbessern kann. Fast automatischfuhrt dies auf folgende Uberlegungen. Wie beweist man Optimalitat? Und gibt essystematische Methoden zur Verbesserung vorhandener Losungen? Und schon eroffnensich neue Unterrichtsthemen: Optimalitatskriterien und die Entwicklung von einfachenHeuristiken, Verbesserungs- und Approximationsmethoden.
 Beim Erfinden von Algorithmen zur Konstruktion kurzester Wege kommen nahelie-gende Verbesserungsprozesse vor, etwa, wenn die Breitensuche, die in ungewichtetenGraphen beweisbar kurzeste Wege konstruiert, auf gewichtete Graphen angewandtwird. Dieses Verfahren liefert eine zulassige Losung, namlich Wege vom Startknotenzu allen anderen Knoten, man stellt aber schnell fest, dass die so konstruierten Wegenicht notwendig optimal sind. Nun kann das Verfahren verandert und anhand der Er-gebnisse getestet werden, ob es kurzeste Wege erbringt. So geschieht eine Annaherungan ein Losungsverfahren, das ein Optimum erzeugt, Schritt fur Schritt uber verschie-dene zulassige Losungen. Selbstverstandlich muss die Korrektheit eines so gefundenenVerfahrens bewiesen werden und reicht die Uberprufung durch
 ”Hingucken“ nicht aus,
 aber sie hilft, Verbesserungen vorzunehmen und selbstandig zu forschen.Beim Travelling-Salesman-Problem ergibt sich eine andere Situation. Schuler ent-
 wickeln, wenn man sie einmal zum Experimentieren ermutigt hat, in kurzer Zeit eineVielzahl von heuristischen Methoden zur Bestimmung
 ”kurzer“ Rundreisen (wie z. B.
 Nachster-Nachbar-Heuristik, Erweiterungsheuristiken wie Cheapest- oder Nearest-In-sert). Bei der konkreten Ausfuhrung am Beispiel fallt ihnen dann auf, dass die konstru-ierten Rundreisen haufig durch einfache Austauschschritte verbessert werden konnen.Sehr schnell entdecken sie dann Verbesserungsverfahren wie 2-opt, 3-opt, Knotentauschetc. Uberrascht sind sie dann zu erfahren, dass es keine schultauglichen Beweise furdie Optimalitat einer Rundreise gibt. Hier kann man dann in hoheren Klassen z. B.auf die Komplexitatstheorie verweisen (NP-Vollstandigkeit etc.)
 Ein weiterer Themenkomplex kann in die unterrichtliche Erarbeitung einfließen: derBeweis von Gutegarantien. Hier zeigt sich einmal mehr die Starke mathematischer Me-thoden: Das Optimum ist nicht bekannt, aber dennoch kann gezeigt werden, wie weitdie gefundene Losung davon entfernt ist. Es ist durchaus moglich, die Spanning-Tree-Heuristik zu erarbeiten und zu beweisen, dass eine mit dieser Heuristik konstruierte
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Rundreise hochstens doppelt so lang ist wie die optimale Tour. Allerdings gilt dies nurdann, wenn die
 ”Entfernungen“ die Dreiecksungleichung erfullen, was wiederum eine
 schone Anwendung dieser Ungleichung außerhalb des ublichen Geometriekontextes ist.
 4.4 Modularitat des Stoffes
 Eine Voraussetzung fur einen selbstgesteuerten Lernprozess ist, dass der Stoff verschie-dene individuelle Lernwege zulasst. Solch eine Offenheit kann auf verschiedene Weisenrealisiert werden. Offene Aufgaben lassen verschiedene Losungen zu. Modellierungs-aufgaben konnen durch unterschiedliche Modellierungsannahmen auf unterschiedlicheLosungsansatze und Ergebnisse fuhren. Im Falle der kombinatorischen Optimierung istbesonders die Modularitat des Stoffes hervorzuheben. Der Stoff ist nicht hierarchischgegliedert, sondern bietet die Moglichkeit in verschiedene Richtungen ausgekundschaf-tet zu werden.
 Ausgehend von einer zentralen Problemstellung6 konnen die Lernenden in einemUnterricht, der offen gestaltet ist, ihren individuellen Fragen nachgehen. Man kann bei-spielsweise Algorithmen entwickeln, ohne vorher Graphentheorie betrieben zu haben.Die graphentheoretischen Fragestellungen, die bei der Entwicklung eines Algorithmuseine Rolle spielen, tauchen dann auf, wenn sie benotigt werden und werden dann be-arbeitet. Umgekehrt kann es sein, dass einige Schuler sich zuerst fur die Struktur desProblems interessieren und so auf graphentheoretische Sachverhalte stoßen. Anderewiederum vertiefen sich lieber zunachst in Detailfragen der Modellierung.
 Diese Offenheit im Erkundungsprozess ermoglicht es, uber mehrere Schulstundenhinweg freies Forschen zuzulassen, um dann die Erkundungswege zusammenzutragen,zu vergleichen und jeweils noch nicht Bearbeitetes von anderen zu lernen. Auch in ei-nem Unterricht, in dem die Klasse gemeinsam an einzelnen Problemen arbeitet, kanndiese Modularitat des Stoffes genutzt werden: Die Lehrperson legt die Reihenfolgeder Erarbeitungsschritte nicht im Vorhinein fest, sondern kann auf das Unterrichts-geschehen reagieren und die Schulerinnen und Schuler den jeweils aktuell diskutier-ten Fragestellungen nachgehen lassen. Eine Voraussetzung dafur ist eine Offenheit derLehrperson gegenuber dem Unterrichtsverlauf und gegenuber unerwarteten Fragen undWendungen im Unterricht. Praktisch sieht es so aus, dass samtliche Unterrichtsmate-rialien fur die Lehrperson greifbar sein mussen, um nach Bedarf darauf zugreifen zukonnen.
 4.5 Alltagsnahe Grundtatigkeiten
 Der Umgang mit den Dingen des taglichen Lebens ist meist diskret, nur weniges in deralltaglichen Erfahrung ist wirklich kontinuierlich außer Raum und Zeit. Zahlen, Zuord-nen, Sortieren, in Beziehung setzen und Entscheiden gehoren zu unserem gewohntenTatigkeitsrepertoire. Das Zahlen des Geldes in der Spardose, Aufraumen, Bucher imBucherregal ordnen und die Uberlegung, wer innerhalb der Klasse gerade mit wembefreundet ist, entscheiden, welcher Pullover am besten zur Hose passt, sind Beispielefur diese diskreten Grundtatigkeiten in der Lebenswelt von Schulerinnen und Schulern.
 Gehen Schulerinnen und Schuler eines der ausgewahlten Probleme selbstandig an,so konnen sie zunachst auf diese gewohnten Tatigkeiten zuruckgreifen, ohne dass vonvornherein Vorgaben von Lehrerseite aus gemacht werden mussen. Das erste Her-angehen an die Problemlosung kann also voraussetzungsfrei (bezuglich unterrichtli-cher Inhalte) geschehen. Im Lauf der Problembearbeitung kommen Fragen auf, die dieGrenzen der vertrauten Methoden aufzeigen und die nach mathematischen Methodenverlangen.
 6vgl. z. B. die jeweiligen Anfange der Buchkapitel in [9]
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Im Rahmen der Bearbeitung des chinesischen Postbotenproblems etwa, stoßenSchulerinnen und Schuler nach einer gewissen Zeit auf die Problematik der Knotengra-de. Sie bemerken, dass ungerade Knotengrade Schwierigkeiten machen und sie begebensich auf die Suche nach einer allgemeinen Charakterisierung von (von ihnen zu diesemZeitpunkt nicht so benannten) Eulergraphen. An dieser Stelle geschieht der Ubergangvom Experimentieren mit Hilfe bereits bekannter Methoden zum mathematischen Er-arbeiten von Resultaten.
 Dadurch, dass die einfachen und gewohnten Grundtatigkeiten bis hin zu mathema-tischen Vermutungen fuhren konnen, sind Themen der kombinatorischen Optimierungso gut fur einen Unterricht geeignet, der auf selbstandiges Entdecken und ErforschenWert legt.
 Wendet man sich nun formaleren Methoden zu, um die gefundenen Vermutungenzu beweisen, so kann dennoch weiter an den Erfahrungshorizont der Schulerinnen undSchuler angeknupft werden, weil die Grundtatigkeiten auch dabei eine Rolle spielenund angewandt werden konnen. Die Existenz einer Eulertour auf einem Eulergraphenbeispielsweise kann algorithmisch bewiesen werden. Es geschieht nicht, dass der Beweismittels Termumformungen oder Ahnlichem durchgefuhrt wird, wobei es im Nachhineinschwer ist, den Beweisweg nachzuvollziehen, weil Terme zusammengefasst oder sub-stituiert wurden.7 Hier bleiben durch das algorithmische Vorgehen alle Einzelschrittesichtbar und nachvollziehbar und sehr oft werden in den Einzelschritten die diskretenGrundtatigkeiten angewandt.8
 ”Es gibt keine Formel“ war an dieser Stelle dann auch ein Schulerinnenkommen-
 tar (LK 13), in dem durchaus auch Enttauschung mitschwang, denn ohne Formelkonnte sie sich zunachst keine Methode vorstellen. Die Methode der Verknupfung vonGrundtatigkeiten zu Algorithmen erschließt sich Schulerinnen und Schulern meist sehrschnell und versetzt sie in die Lage eigene Algorithmen zu entwerfen und (umgangs-sprachlich) niederzuschreiben. Dass der Begriff
 ”Formel“ interpretiert werden kann als
 ein Werkzeug, das zur Losung taugt, zeigt die Uberschrift eines Schulers (LK 13) uberseinen selbst entwickelten Algorithmus:
 ”,Formel‘ fur eine Euler-Tour [. . . ] (Computer-
 freundlich)“Die Arbeit mit Graphen eroffnet ein ganz besonderes Experimentierfeld, wie es
 in der Mathematik selten anzutreffen ist. Die Struktur von Graphen ist so einfach,dass beim Erstellen von eigenen Beispielen kaum Fehler unterlaufen konnen. Die imgewahlten Themenkanon zu betrachtenden Graphen mussen nur sehr wenige Voraus-setzungen erfullen. Gelegentlich werden nur einfache Graphen betrachtet (z. B. beimSatz uber das mehrfache Vorkommen von Knotengraden) oder Baume. Werden be-stimmte Eigenschaften gesucht, wie etwa die Existenz einer Eulertour, so dienen alsExperimentierbeispiele jegliche zusammenhangenden Graphen. Es werden also stetsnur sehr wenige und leicht zu uberprufende Voraussetzungen benotigt, so dass Schule-rinnen und Schuler ohne Sorge vor falschen Beispielen selbstandig eigene Graphenerfinden konnen, um Vermutungen zu finden oder bestimmten Ideen nachzugehen.
 Gerald A. Goldin sieht in der Moglichkeit, mit einfachen heuristischen Methodenzu arbeiten, die Chance, Frustrationen zu vermeiden oder sogar zu uberwinden unddurch den Unterricht in diskreter Mathematik Erfolgserlebnisse zu schaffen (Goldin [6],S. 60, Hervorhebung durch d. Verf.):
 ”Anticipating the frustration, and channeling it
 toward the adoption of better or different problem-solving strategies, is within reach ifit is taken as an explicit goal of discrete mathematical instruction. In short, we shouldset out to develop the affect of success through discrete mathematics – the pathways
 7Diese zusammenfassenden Schreibweisen machen zweifellos gerade eine große Starke der Mathematikaus!
 8Begibt man sich in den Bereich des Programmierens und der Programmiersprachen, so findet diesesZusammenfassen und Verkurzen durch die Verwendung von vordefinierten Prozeduren etc. auch statt.
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and structures whereby previously unsuccessful students come to feel, I am really
 somebody when I do mathematics like this!“
 5 Resumee
 Abschliessend sind einige Kommentare von Schuler/innen der Klassen 8 und 13 zu-sammengestellt9
 • Wie hat dir das Thema gefallen? (Klasse 8)
 – Besser als Mathe. Sehr Gut
 • Was hat dir noch gefallen/nicht gefallen? (Klasse 8)
 – gut: Antworten nicht in mundgerechten Happchen vorgekaut, sondern selberausprobieren mussen.
 – Dass Diskrete Mathematik noch erforscht wird
 – Man muss wenig rechnen
 • Wie hat Ihnen das Thema gefallen? (Klasse 13)
 – Perfekt! Total beeindruckend. Das Thema hat mich so vereinnahmt, dass ichuber Wege auf meinem Duschvorhang nachgedacht habe.
 – [. . . ] Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen entwickeln
 – gut, interessant, wirft spannende Aspekte der Mathematik in Verbindungmit der Realitat auf
 – Ich fand das Thema interessant. Es war etwa komplett anderes, als der nor-male Unterrichtsstoff (Gleichungen, Formeln, Zahlen) ich fand es gut, einenneuen Bereich kennen zu lernen.
 – Interessant, weil es mal etwas anderes war, aber schwer fassbar am Anfang,weil man keine konkreten Anhaltspunkte, keine konkreten Losungen/Lo-sungsverfahren hatte. Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen ent-wickeln.
 • Hat sich Ihr Bild von Mathematik oder Ihre Einstellung zur Mathematik durchdie Arbeit an dem Thema verandert? Wenn ja, wie? (Klasse 13)
 – Man hat gesehen, dass nicht alles nur konkret auf Formeln zuruckzufuhrenist. Außerdem hat man mal eine direkte Anwendung von theoretischen ma-thematischen Problemstellungen erfahren. Mathematiker sind in meinen Au-gen also nicht mehr die bloßen Theoretiker.
 – Einstellung zu Mathe nicht verandert, aber der Mathe-Horizont hat sichstark erweitert.
 – Wie gesagt, ist dieses Thema nicht nur theoretisch mit Zahlen und Formelnaufgebaut, so dass man mit vielen praktischen Arbeiten und Selbstversucheauf eine Losung stoßt. Ich hatte mich ohne diese Unterrichtsstunden nie mitdem Thema beschaftigt und hatte auch nie gedacht, dass das was mit Mathezu tun hat.
 – Es war ein gutes Beispiel fur die Nutzlichkeit der Mathematik im Alltag,selbst und vor allem bei komplizierten Problematiken, wie die Optimierungvon Wegen.
 9Es fanden zahlreiche Unterrichtsversuche statt. Diese Kommentare sind Fragebogen zu den Unterrichts-versuchen am Wildermuth-Gymnasium Tubingen, 2002, und am Wieland-Herzfelde-Gymnasium Berlin-Weißensee, 2005, entnommen.

Page 15
                        

Diese Antworten zeigen, dass die eingangs formulierten Ziele mit einem solchenUnterricht durchaus erreicht werden konnen. Immer wieder betonen Schulerinnen undSchuler die Andersartigkeit der diskreten Mathematik im Vergleich zur klassischenSchulmathematik. Ein Kind aus einer 5. Klasse10 formulierte dies am Ende einer Pro-jektwoche zum Thema
 ”Optimale Wege“ besonders pointiert:
 Was hast du in dieser Woche dazugelernt?
 ”Dass Mathematik manchmal kein[e] Mathematik ist.“
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