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Edgeworth Approximations of the Kullback-Leibler Distance
 Towards Problems in Image Analysis
 Jen-Jen Lin
 Associate Professor, Department of Applied Statistics, Ming Chuan University, Taipei 11120, Taiwan
 email: [email protected]
 Naoki Saito
 Associate Professor, Department of Mathematics, University of California, Davis, CA 95616,USA
 email: [email protected]
 Richard A. Levine
 Assistant Professor, Department of Statistics, University of California, Davis, CA 95616, USA
 email: [email protected]
 Summary.
 Evaluation of syntheses or simulated data is often done subjectively through visual comparisons with
 the original samples. This subjective evaluation is particularly dominant in the area of texture modeling
 and simulation. In order to objectively evaluate the similarity (or difference) between original samples
 and syntheses, we propose an approximation for the Kullback-Leibler distance based on Edgeworth
 expansions (EKLD). We use this approximation to study the sampling distribution of the original and
 synthesized images. As part of our development, we present numerical examples to study the behavior
 of EKLD for sample mean distributions and illustrate the advantages of our approach for evaluating the
 differential entropy and choosing the least statistically dependent basis from wavelet packet dictionaries.
 Finally, we introduce how to use EKLD in statistical image processing to validate synthetic representa-
 tions of images.
 Keywords: differential entropy, cumulants, least statistically dependent basis, wavelet packet dictionary,
 image processing.
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2 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levine
 1. Introduction
 ����������� ������������������������������� ���!"��#$��&%���'(���)���*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�43+�5�6����/ ��7�0�1��%����-0�����$����-0���+*��8��9(�,�5-:- ����6����/ )- �;�5#(�<-0���=-0�,�>����������@?A�5�6�CB:/0�<�0�D���*FE<����43�G�H�I2J�KL���6����M���*M���6����43NG6H2I�O�K�PQ�2��)-D���*FPR�,���/ *43G6H2H<S+KTPQ�2/5- �1���,U���*�V(�1���2���=�6�1���A3<W�X�X2X�K�V(���������������1�Y3�G�H�H<S+K�Z"�(%43)[\%$���*�]F%��C�^��/ *�_=`Na:#(�����6����1#��1����/ ��=-0�,�=�23�(���0%���Q���������/0�,�5�2���b!"�=-.�c���6�d?A���*\���)��1%��-0�������U��� _U-0�����5#(�<-0���=-0�,�����*e��/ �1�2�1�L��N�1����2�6�f�/ �@�"��/0�^��/ ���6*g`[h�����1�>���+�^�2/0��)- �1�2��3+�0%�� ��0%�!+i.���j- �1�2��3�k<%�����1- )- �1�2�>�=�������/0�,�0�����c����l!"�;k<%��m- �f�C�,�0�1���*+������`Qno�-0�����8����L�6/63�c�@*+���2�������Mk<%���2- �m- )- �1�2�@���62�5%�/ �6��-0�&�2!+i.�6�=-0�����6�1#p�=�2�C�L�/ �>�1����2�6�b-0�&������/ �)���>%��"���43g2�b�c�����N2�D�=�2�Cq�����������<-�34�(���0%���R������#+�5�,�U���c�0#(�<-0����-0�,��������2�6�6`@no�r�1�+�^�2/0���-0�����M- �����2/0#237-0����sf%�����!��� '<qot4����!�����/f*+�,�.- ������?us>twv�_:��2�8��/ �)�����$-0��!L�>C%��0�=�^%��g�)��1�,*�)- �1�2�l������0%�/0�U�^��/8�6�T��1%L)-0������-0���;�0���C���,�/ �m-.#M?u��/�*+�1x"�6/0�6���=�T_�!"�=q-.�c�����F�2/0����������g�1����2�;�0������1���D���*p�5���@%��,)- �6*p�����������`byU%�/b��/0�2�L�<�5��*k<%���<-0�1- )- �1�2�>���6��0%�/ �f�^��/U�1����2��=�2�����/ ���0���l%��0�6����p�����/0�T9+����)-0�����&�^��/8- ���;s>t�vz!L��0�6*l���p{�*+�2���c��/0-0�&��9+������0�������f?u{:s>t�vf_j`
 | ���L�/0-������2%�/$*+�6�����������C�6�<-63��c�M�0���)�}-0�L)-�-0���M{�*+�2���c��/0-0�~��9+������0�����d���D- ���F���6��q����<-0/ ���(#��,��%��0�=�^%��N- �<�2�Q�1�r*+�6� �=/ �1!��1������*\� ���/ ��=-0�6/0������������������@�^�6)- %�/ �6�6`f�b�6����1�N- ��)-�-0���C���2�5-f*��m�$�=%��m->��/ ��!���������e��������C���(*������1���l���U- �����0�=%�/ �0�;���c*+�1���6���5�����L����m-.#2` ��no�\�L�/0-0�,�=%��,�/�3L/ �����,�!����@���.- �1��)- �6�����:��/0�2!��!��1���m-.#*+�6���5�1-.#M�^%����j- �1�2���>���8�����������3g�^/ ����l�����1-0�$�(%���!L�6/;�����0������1����3w�/ �C�L�/ *e- �p��!+- ����r�������6����/ ��Y`�n�-;���-0�(%��:���4�L�/ �����%��<-R�����L�2/5- �������-0���=9(-0/ ��=-�/0�6�1�6�)��<-R�^�6�-0%�/ �6�R�^/0�2��- �����1����2�6�6`wa8���U�1��������^��)-0%�/0��������!"�;*+�=�����6*F��c- ���;��9(�L����0�1�2����(�=�$�=�����<- �8���Q��p�1����2�f/0�6���-0������-0�$�0�����>!�2�5�,��`Ra8����/ �=�^��/ ��3�� ���<�<�5�����C-0��������/0�2��/ ���-0��!���0���c- ��-0���f�^��)- %�/0�������w-0���@�1����2�f!L���=���������=/ %��=�,��Y`�V+��1-0�F?YV+��1-0�L34G6H2H�I�3�W�X�X�GT_c*+���2�������"�6*��������2/0�1-0����- �@�L��*$- �����1� �T�j�R�j�o�)�Y�,�j�A�u� �)���m�)�5���o�����"�2�=�L�8� �T�j�,��?utNV+vU��_:!(#&k<%��,� '<��#��5�6�1���j- �1�����!���0�,�R�^/ ���-0�����1�+����Q!���0���>*����=-0�������/0#2`�[r��34���r-0���,�f����L�6/634�������R%��0�C�2%�/>{�*+�2���c��/0-0�\�=9+����L�5�����\���:������q����<- /0�2�<#- ����)��1%��-0��-0���;*+�mx7��/ ���<- ����g���<-0/ ���(#&���*l� ���<�<�5��- ���;twV+v���`
 t4��-U��!"�@��F��*+���C�6���0�1�2����w/ ���*+���������j-0�2/����m- �e*+�6���5�1-.#F�N`8a8���;�&qo*+���������0�1�2����ws>t�v �,�D*��=������*!(#
 ¡ ?Y�"¢.£�_R¤�¥¦�Q?u§Q_(����� �Q?A§N_£g?u§Q_:¨ § ?.GT_�����6/0�&£��,�C�����-0���6/��lq�*��1�����L�5��������c*������0�m-.#r�^%��L�j-0������`�[\���T#r�(�����}- ���ps>t�v©?.GT_@2�;- ���l��9+�L���j-0��*����2%��<-R���7�1�+�^�2/0���-0�������1���}���1-0��*+�6���0�m-.#����^�2/R*+�,�0��/0�����1���-0�����;��<������5-N£7`Qs>t�vh�,�ª- �<%L�R��������/0�2��/ ���-0����62�5%�/ �f���Q*+���5- ����=�f���p��/0�2!��������8���ª*+�,�0��/0�����1���-0�����4`
 n��w�c�>���=-8£�¤�«"¬�3���l�lq�*��1�����L�5��������7�@%��1-0���)�/ ���-0�;�f�%�� �0����*+�,�5-0/ �1!�%�-0��������ª�0��C�f���6��l�2�6�=-0��/����*�=�)�)�/0�,������U���-0/ �m9l2�:-0���-b���R�N3(-0���6�ps>twvz�,�c-0��/ ���6*���6��q����<-0/ ���(#$��L*l*+��������*l!(#
 ¡ ?A�"¢ «"¬(_R¤ ¥ �Q?A§N_(����� �Q?u§Q_« ¬ ?u§Q_ ¨ §$ ?AW2_® �L*+��/�/0�6��%��,�/ �m-.#r�=�2��*+�1-0�������63N\�f�%�� �5�,��������/ �T9(����)- �1�2�°¯�~���U�±��T#e!"�l*���/ �1�2�6*r�(��M��²{�*+�2���c��/0-0��=9+������0�1�2�³?u�8�/ ��*+�2/5x"q�´D�1�6���0���²���*±B:�T9g3cG6H�I2H�K�sf�6��*���1�8���*±V<-0%��/5-�3:G�H<S2S�_j`ra8���&������q����<- /0�2�<#\�1�µ?AW2_�� �0�(�����-0��*$���1-0�-0���,�����.- �1��)- �>���c- ���>�=9+�"�6�=-0�6*���6��q����<-0/ ���(#$¶�·¬L¸ �1�2�L?�¯�4¹�« ¬ _oºg¤ ¡<» ?�¯�N¢ « ¬ _=`
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EKLD in Image Analysis 3a8���Dsf%��1��!��� '<qot4�6�1!�����/:*+���5- ����=�23����(�T�/0�,��<-�%���*+��/c��(#C�1�(���6/5- �1!��1�����1���6�/�-0/ ����5�^��/ ��)- �1�2�43�����$!"�b!�%����m--0��/0�2%����p*+���L�5�1-.#&���.- �1��)- �6�����w£e?AE��(�234G6H2I�H�K � ����A34G�H�I(S(K � ��1�����*p]F��/0-0�2�43gG6H2H�J<_j`ªvD�6���0�m-.#l�6�5-0�����-0�����43���)�c���2��/�3L/ �����1�������M- ����� �����,�=�C���:'���/ ���6�w�^%����j- �1�2�r���*M������*+�)���0��������/�!���L*+����*+-0�\�^��/f�62� �e�6�5-0����)- ��/�`a8�����=�2����%+- �-0��������+���*��=���L�=����-0%�����=���������=9+�1-.#>�1���0�L���=�1�^#<�����U-0�����5�8���/ ����=-0�6/ �w���1���1- �N-0���b��������,���!��1���m-.#���ª*+�6���5�1-.#$���.- �1��)- �1�2�l����-0���+*��8�^�2/��6�5-0����)-0�����M?5G�_j`
 [r�&��/ ���"�2�0�&��²��m- ��/ ��)- �1�2�$���=- ���+*²!�2�5��*����~{:*+���6�:�2/5- �r��9+������0�������;-0�e�6�)���%�)- ��-0���sf%����1!�2� '<qt4�6�1!��1�6/f*����5- ����=�2`�B:�2�C�2�±?�B:�������43ªG�H�H�O<_U���*\E��2���6�f��L*rV(��!��0��� ?uE2�������f���*�V(��!��5�2�43ªG6H2I<S�_b�����/0�T9+�1q��)- �6*l-0���>������q����<- /0�2�<#����p�����>*+���������0�1�2�p!<#
 ¡2» ? ¯�w¢ «7_�¤ GG�W������� GO<I���� � SO<I�� �� GI�� ���� ��� ?���� � _7¢ ?uJ<_%��0�1������C{:*+���6�:�2/5- �>�=9+����L�5�����4` � �6/0�23 � � �,��- ������-0��������� ¨ � � ¨ �"! #�¨ ��%��@%��,��<-ª����-0���8/ ���*+�2�z�)�/ ���!��1��$>3-0�����.- ���*��/ *+�1�6�6*f�0%�� ���<- ���R/ ���*���� �)�/0�,�!����6��%'&)¢��6�¢(%*)U���1-0�;����*+�6�L�6��*+���<-w���*f�,*+���<-0�,�����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�?^�Y` ��`+$�¤ ?-,.%0/ ��1�_0¹ 2 �ª331±�,�f-0���$���6������4%0/A_=3N���*5�±�,�f- �����(%��@!"��/;���8T�)��1�,�!������0��C���1����`&a8���/ ���,)-0�����L�5�����!L��-.�:�6��� � � ���*$- ���;�=%��@%��,��<-76 � ����- ���>/ ���*+�2� �)�/ ���!��1�8$µ�,�
 ��� ¤96 � ¹ 6 �;: �� [r���2�����6/ ��1�����@-0���,���C��-0���+*e-0�)�8�/ *��D��\�����/ �T9(����)- �1�2�F���R- ����������qY�6�2- /0�2�(#&�^�2/���e�lq�*+���������0��������
 / ���*+�2�������j-0�2/;�M`�no�����/0-0�,�=%����/637- ���$�����1�2���2%��U{:*+���6�:�2/5- �e��9(�L����0�1�2�M�^�2/>������qY�6�2- /0�2�(#���:- ���$�5- ���q*��/ *+������*&/ ��L*+��� �2�6�=-0��/7<d�,�
 ¡2» ? ¯�N¢ «7_R¤ GW =?> GJA@CB � ¡ & � > GOA@DB � ¡ � � > GS�W�B � ¡ �FE ��� ?���� � _7¢�����6/0� ¡ &)3 ¡ � 3L���* ¡ � �/ ���^%����=-0�����������w- ���>���������<- �8����- ���;�=�2���L�2�����<- �8���Q�e`
 ]F�2/0�6�)����/�3��c����T#l�������#�-0���f{:*+���6�:�2/5- �$�=9+������0�1�2� ¯�F���Q�F���* ¯£�����£�- ��- ���>s>t�v}?5G�_c���*&��!+- ����-0���@�=9+�"�6�=-0�6*es>t�v�3L¶�·¬ ¸ �����7? ¯�4¹ ¯£(_oº^¤ ¡2» ? ¯�N¢ ¯£+_j`UV+�1�����;- ���;�=9+������0�1�2�F���D����/ #l�������������6)- �6*g3"�:��*+��/ �1�2�>-0��������/0�T9+����)-0�����l������#$%��- � � ?D� � & _HG
 ¡2» ? ¯�w¢ ¯£�_R¤I�F& � � � � � � ��J ?D����KL<_�����6/0�
 �M& ¤ GG�W 6 ��6 ��� � ¤ GWONQP �� WQ����� P G �SRT�HU� � ¤ V�& � V � � V �� ¤ GJ W 6 �MX6 �X6 ��> GX6 � YR3�4� H X6 � B ¢
 V & ¤ X6 ��W X6 �� ? P � ? R � � J R _ J P _7¢
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4 J.J. Lin; N. Saito; R.A. LevineV � ¤ X6 W)O X6 �� ? P � W P ���*� J2_7¢V � ¤ X6 �� X6 ��S�W X6 �� ? P���� G�� P � � O� P ���' G��_7
 no����/ ��j- ������34�c����T#M%��0�C-0���&*������1�L��<-f-0��/ ���;��L*\��%��5����1�Q- ������- ����/>- ��/ ���f�1�<-0�p- ������/ / ��/�-0�6/0����1-0� J ?�� � & _ G
 ¡2» ? ¯�N¢ ¯£+_�¤ ¡ ?A« ¬ ¢ «��T_ ��J ?D��� & _���1-0�
 ¡ ?A«7¬L¢ « � _�¤ GW N P � WQ����� P G ��R ��U ]F�2/0�6�)����/�3��c����T#�%��0�R-0���c*+�,�5-0/ �1!�%�-0�����;����-0���c�0������1�:���6��@�1���5-0���*>���+-0���8�0%�� ���+-0���:/ ���*����µ�T�/0�,�!��1���% & ¢6��6¢ % ) `
 a8���e{:*+���6�:�2/5- �d�����/ �T9+�1��)- �1�2�±���;s>t�v ���h� *��1�����L�5�������$���&�����6�h����/ �M�=���������,��)- �6*±-0�L��h�����*+���������0�1�2�4`ª´b�2���=- �������6� ��3(�c�U�0���)� -0�L)-c-0���>*+�2�C������2-:-0�6/0�}�,�:-0���fs>t�vµ���g-.�c�C�f�%�� �5�,��&*����5-0/ �1!�%+-0�������« ¬ ���*\« �(`;a8����{�*������c��/0-0�\�����/ �T9+�1���-0�����F����-0����s>t�v %��e-0� J ?�� � & _D���U-0�(%��f���������2��%��b-0�l-0���-���������f*��1�����L�5�����43��1�-0�L)- ¡2» ? ¯�N¢ ¯£+_�¤ ¡ ?A« ¬ ¢ «��)_ ��J ?D� � & _j`
 a8���,�4����L�6/w�6�1%L�=�,*�)- �6�g-.�c���u2�j- �6`��N��/ �5-63T- ���:�����(���6/0�2�������Q/ �-0�R���+-0���c�=��/ / �6�0�L�2��*+�����bsf%����1!�2� '<q�t�����!��1�6/*+�,�.- ������@!�2�5��*M�2�F-0����{�*������c��/0-0�F��9+������0�����F�,� � ?D� � & _j`�yU�F- ������-0���6/U�L���*g37- ������1-0��/ ���-0�����@*+�6���0�m-.#�6�5-0����)- �1�2�l�����/0�<�� ��- ����������%+- �1���@- ����sf%��1��!��� '<qot4�6�1!�����/8*+�,�.- ��������6��l��/0�)�(�,*+�D�2����#�/0�(��-0q-�M�������0�,�.- ���<-�6�5-0����)- ��/ �&? � ����c���*�]F�2/5- ���43:G6H�H2J2_=`���%�/0-0���6/0���2/0�23w- ���&�6/0/ ��/@/ �-0�$����-0���l�����5-0�2��/ ��°�6�5-0�����-0�2/@����-�����1#*+���"����*������F� ��������;�5����� �ª3�!�%+-U��,�0�C�2�-0���;� ���2�����>����� !��1�(���,*(-0���L�)���%�����? � ����A3�G6H�I(S�_=`Ra8���f-0��- ����/ / ��/c���63+/0�2%������1#23 J ?�� � _ � � ?D� � & : � _=`ªno�&- ���;��2�5�����N'���/ ���6�g�6�5-0�����-0�����43(- ���f��/ /0�2/:�,� � ?�� � & : � _:�������-0���*+���������0�1�2�@�,�N�1���0�w-0�L��p?^��/N�6k<%���<-0�<_wJ�K�-0���c�6�5-0����)- ��/Q���N��%�� �@���6� �Q�5�6���5�1-0������-0�f� �����,�=���N����- ���8!����*�����*(- ��F���������/ �6*$-0�C-0���;�� �5�+�=�,)- �6*l���,�.- ����/ ��}���.- �1���-0��/�`
 V(���=���L*g37-0����sf%�����!��� '<qot4����!�����/��1���^��/ ���-0�����\!���0�6*e���\-0����{�*������c��/0-0�e�=9+����L�5�����r����\!L���6�T��1%L)-0��*�^��/l��(#d*��1�����L�5��������D*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�³��l�=�������/0��*²- �~*+�6���5�1-.#d�6�5-0�����-0����� ?u!L��-0�³���,�5-0���2/ �� ��L* '���/ ���6��6�5-0����)- ��/j_8�����,� �e����M!L���L�6/5�^�2/0����*p������#p���F���)�8q�*+���������0��������w*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���@?5G�34W+37��L*MJ$*+���������0�1�2��� _�����/ 2�j-0�,�=�2`
 a8���;�L��"��/����D��/ �2����1�6�6*p��b�^�����1�)�b�6`UV(���j-0�����rW�*+��/ �����6�b-0���C{�*+�2���c��/0-0�p�=9+������0�1�2�F���Q-0���Csf%����1!�2� '<qt4�6�1!��1�6/�*+�,�.- ������R�1�>!"��- �>�����R���*f��*+���������0�������6`NV(���j- �1�2�;J�*+��� �=%L�0�0�6�g���.- �1���-0�����f���(-0����sf%����1!�2� '<q�t�����!��1�6/*+�,�.- ������R�(��D�0��C���1����%��@%�����2- ��`�no��V(�6�=-0�����>OL36�c�R���6/0�1�^#��<%��C�6/0�,����1��#b- ��)-w-0����������qY�6�2- /0�2�(#D���(- ����� �����������6��e*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�e*+�6��/0����0�6�b2��- ����� ��������@�0�1�6�@�����=/ �62�5���b���*e�5���)� �(%�����/ �,�������#&- ��)-f*+��� �=/ ���C�����-0�����!�2�5��*&�2�l- ���;{�s>twv ���Q�/ !��m- / �/0#$*����5-0/ �1!�%+-0�������U�M��L*&£&�6��!L�>/ ������2�=�6*l!(#$- ���;{�s>twv ����- ���;� �����������6��p*����5-0/ �1!�%+-0����������e���* �£"`:[\�;����0�����)���%�)- �f-0����*+�mx7��/ ���<- ����4���<-0/ ���(#$���N���1�2�p*��1�����L�5���������*+�6���5�1-0���6�%��0�1���U- ����{�*+�2���c��/0-0�;��9+������0�����4`wno��V+�6�j- �1�2����3��c�c�������#;��%�/Q���=- ���+*��Q- �D-.�c�f�1����2�c������#+�5�,�N��/ ��!���������G
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EKLD in Image Analysis 5G�_Q� ���<�<�5������-0���DtwV+v��~�^/0�2� f���(�6��+!�2�5�,�R*+�,�j- �1�2���/ #@���*$W�_N�6�T��1%L)-0�����f- ��/0�6�����=-0���(*���32n.´U� | ?At4���4K(�=-6`��Y`�32W�X2X�G�_=3�PcB | ?u[r�- ����!"��3�G�H W��_j3����*Cn0B | ?uE2%+-0-0���$���* � �6/ �%��m-�3�G6H2H�GT_j3T�^��/:�5#(�<-0�����5��������� � �0�1��%����-0������,�/ ���f*+�1���6���5�����L��g�����������`2. Kullback-Leibler Distance
 a8���>sf%����1!L�� '<q�t�����!�����/8*+���5- ����=��?us>twv�_c������0%�/0� ¡ ?A�"¢5£+_=3���,�5�C��������6*l/0�6���-0���������<-0/ ���(#���/��=/ �2� �5qY�6�2- /0�2�(#�3�,����C����0%�/ �U���w- ����� *����5- ����=� �+!L��-.�:�6���-.�:��*+�,�5-0/ �1!�%�-0�������b�e���*l£&��L*&�,�b*+�������6*!(#
 ¡ ?Y�"¢.£�_R¤ ¥ �Q?A§N_+�1�2� �Q?u§Q_£7?A§N_c¨ §$ ?^O(_a8���@s>twv ���~?^O(_�����F!L�@�<�����c�6*F2�8-0���@�=9+�"�6�=-0�6*e�����%��<-b���Q���+�^�2/0��)- �1�2�F�1�M� ?u�0�1�������>��*+���������0����������!L�5�6/0�))- �1�2�M�^/ ��� -0���$*+�,�5-0/ �1!�%�-0���������m- ��*+�����0�1-.#r�g_U�^��/;*���� �=/ �1������)- �1���p��2��1���5-f£"`�n��b�²���*\£\*+�p����-�0���/ �8-0�����0�������/ �.-:���*��0�6�=�2��*����������<- ��32%���*+�6/:/ ���2%����/0�1-.#@������*+�1-0�����L��3<�:�D��T#C������1#�-0����{�*+�2���c��/0-0��=9+������0�1�2��¯����w�p��L* ¯£����4£C-0�;- ���Us>twvµ�1�e?uO<_:���*$��!+- �����-0���U�=9+�"�6�j- �6*ls>t�v�3<¶ ·¬"¸ �1�2�²¯�g¹ ¯£<º^¤ ¡ » ?4¯�N¢ ¯£�_j`no��-0�����C�5���j- �1�2���:�$�������:*+�6/0�����&{:*+���6�:�2/5- �\��9+������0�������>����-0���sf%����1!�2� '<q�t�����!��1�6/;*+�,�.- ������e?u{:s>t�vf_%��0�=�^%��f��� ��������r�����1#+�0���&��/ ��!��������l��/0���5�6�<-0�6*³�1�����-0��/p�0�6�j- �1�2���6` yU%�/*+�6���6�1�2�������<-l�����1�>*+��- ��1��-0����=9+������0�1�2�F�1�F- ���C�����@*��1�����L�5��������N�6��0�@��L*p-0���6�e��/ �6�0���<-b- ���@�2�����6/ ����lq�*��1�����L�5�����������9(�L����0�1�2�M��U���6����/ ������6)- �1�2����/@��9(-0���L�5�����²����-0���p*+�6/0���))-0�����L�;����-0��������l*+���������0�1�2����c�5�1-0%L)-0������`e[r����������1%�*��$-0����0�6�j- �1�2�����m- �$>��/ ��j- ���6��+�������1�6�����<- �-0���������"-0���D{�*+�2���c��/0-0�C�=9+������5�����C�^�2/ª-0���D������qY�6�2- /0�2�(#�3T-0�L)-��,��32-0���s>t�v����1-0�\£F!L�6�1���p��e�lq�*��1�����L�5��������w��%��1-0���T�/0�,)- ���f�%�� �5�,��r*+���5-0/ ��!�%+-0������`�a8��/ ��%��2����%�-D-0�����0�6�=-0�����43�c�>���1����%��0�f-0���@�=�)�)�/ �,��<-b���*p�=�2�<-0/ T�T�/0�,��<-��5#+�5-0�6�°?^����*+��9+�1���&/ ���*+���¦�T�/0�,�!��1���8!<#���)�:�6/b���*%����"��/����*+�,�=�6� _U-0�F*+�6����- �����"��/ )- �1�2�����1����������*+���������0�1�2����R�0��2�=�6��?A]M��B:%��1�,��2�43ªG6H2I<S�_=`�V+��� | ���L�6��*+�19 | �^�2/-0����*+�������1-0�����F���Q- �������)�T�/0�,��<-0q������<-0/ T�)�/ ����2-c�5#+�5-0��� ��L*-0���@����/ /0���5�"���L*+�1���C��/0�2�L�6/5- �1����������%��@%��,��<- ���L* | ���L�6��*+�19p�h�^��/b��/ ���"��/0-0���6�c���Q���)�T�/0�,��<-0q������<-0/ T�)�/ ����2- � ��/ �C�1-0�>�"����#(�������,��,��`
 [r�;��/ �.-f*+�=- ����N-0���C�=���L�.- /0%��=-0�����M����{�*+�2���c��/0-0�M�����/ �T9(����)- �1�2�������ª- ����s>t�v ?^O<_=`�t��=->� &)¢��6�¢ �')��L* X�+&T¢6��6¢ X�?)~!"�M����*+���"���L*+���<-l���*~�,*+�6�2- ���6����1#d*+�,�.- /0��!�%+- �6*z?^���,*�_C�&qo*+���������0�1�2����D/ ���*+��� ���6�=-0�2/ �6`vU������-0�l-0���p�=�2�C�"�������<- �����b���� �²/ ���*��������6�=-0�2/@!(#²�'/;¤�?�% &/ ¢�6�6¢ %��/ _@���* X�'/;¤©? X% &/ ¢6�6=¢ X%��/ _j3���1-0�p���6��L���d¤�?�1 & ¢6�6�¢ 1��f_8��L* X� ¤ ? X1 & ¢�6�6¢ X1��f_8���*l���������<- �6 /����� /�� ¤h¶$?D% / � ��(% /�� _g¢
 X6 / � ��� / � ¤h¶$? X% / � �� X% / � _g¢/ �6�0�L���j-0�����6�1#23R�����6/0�rG�� ��� ���\`±t4�=-�� ) ¤�� )/��3& � / 3 X� ) ¤�� )/��T& X� / 34< ¤ ?�� ) ���8_ ¹ 2 �ª3����*X<²¤�? X� ) � X��_ ¹ 2 �e�0%�� �$- ��)-8-0���f��%��@%�����2- ��6 /������� � /�� ���* X6 / ������ � /�� ��� <d���* X<d�/0������-0���f��/ *+�6/4� & � � L `a8���6�&- ���>{�*+�2���c��/0-0�$��9(�L����0�1�2�&���N���M���*�£��� 3(- ���>*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���c��� <d���* X<±/0���5�"�6�=-0��������#�3(%��l-0�C��/ *+�6/���2�8�!L�2%+-R�1- �ª!"�6�5-R����/ ����������/ �T9(����)- ��?A�c�/0�L*+��/0xLqo´b�����,�0�������*$B:�T9g3<G�H�I2H�K)sf����*���������*�V<- %��/0-63�G�H<S2S�_�/ �f�������6�&!(#
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 ¯���Q? � K;6L_ ¤ « ¬ ? � K 6"_ ¸ G ��� ? � K 6"_oº ��� ?���� & _¯£��� ? � K X6L_ ¤ «��(? X� K X6L_ ¸ G ��� ? X� K X6"_�º ��� ?���� & _�����6/0�
 «7¬"? � K 6"_ ¤ ?YW���_ � � : � � *+�=-6?-6L_� � & : � �=9+�4? X� ��6 / � ! / ! _«��+? X� K X6"_ ¤ ?YW���_H� � : � � *+�=-6?��6L_� � & : � �=9+�4? X� � X6A/ � X! / X! _*+�6����- �l�lq�*��1�����L�5��������8�@%��1-0���)�/ ���-0�����/ ����8*+���5-0/ ��!�%+-0�����L�����1-0�d���6/0�\���6��d���*d�=�)�)�/0�,������$��)- /0�,�=���6�¤ ¸ 6 / � º;���* X6�¤ ¸ X6 / � ºf/ �6�0�"�6�j- �1�2����#�3b���1-0� 6 / � ¤ ¶$? $ / $ _=3 X6 / � ¤ ¶$? X$ / X$ _j3 ¸ 6 / � ºf/ ����/0���5�6�2-0q����� 6 � & 3���L* ¸ X6 / � ºC/ ����/ �6�0���<- �1��� X6 � & ` � ��/ � � ? � K 6"_h¤ � & ? � K;6L_ � � � ? � K;6L_ ��� � ? � K 6"_j3 � ? X� K X6L_h¤� & ? X� K X6"_ ��� � ? X� K X6"_ ��� � ? X� K X6L_=3b���* � / ? � K 6"_$��L* � / ? X� K X6"_j3 � ¤ G�¢ W�¢0J�38�/0�p- ���e����/ /0���5�"����*��1���r- ��/ ������±- ���M�0%�� 6 / � � � � /� � ? � _=3�6 / � � � � � � /� � � ? � _=38���* 6 / � � � 6 ��� � � � � /� � � ��� ? � _=3c���* X6 / � � � � /� � ? X� _j3 X6 / � � � � � � /� � � ? X� _j3X6 / � � � X6 � � � � � �A/� � � ���<? X� _R/ �6�0�"�6�j- �1�2����#�`ª´b��-0�U-0���-:- ����/ �U�/0�U� � -0�6/0���c��� � &)? � K;6L_c��L* � &�? X� K X6"_j3(� � - ��/ ���c���� � ? � K;6L_����* � � ? X� K X6"_j3����*&� � -0�6/0���8��� � � ? � K 6"_���L* � � ? X� K X6L_=`no��-0���&��2�5�����8�2���&*+���������0�����43N�:�&%��5��- ���l{:*+���6�:�2/5- �\��9+������0���������D��� ���*r£ �� %���-0�M�2/ *���/f���2��!"��%�-b�m- �8!L���.-b���2/0����4�����/ �T9+�1���-0�6�c�2�1�2���&!(#r?u�8�/ ��*+�2/5x"q�´D�1�6���0������*FB:�T9g3gG6H2I�H2_ G
 ¯� � ? ! _ ¤ «7¬L? ! _�?.G ��� ? ! _0_ �S� ?D� � & _¯£ �� ? X! _ ¤ « � ? X! _�?.G ��� ? X! _0_ ��� ?D��� & _7¢ ? �2_�����6/0��« ¬ ? ! _b���*M«���? X! _b*+�6����- �@���2/0����N*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���D���1-0�e����/ �$���6��������*p�)�/ �,������6� 6 / � / ¤ ¶$?-$ / $ / _��L* X6 / � / ¤³¶$? X$ / X$ / _c/ �6�0�L���j-0�����6�1#2` � ��/ �
 � ? ! _R¤ GJA@D� ���*� ? ! _ � GOA@-� � ? ! _ � G6XWF@�� � � � � ? ! _7¢� ? X! _R¤ GJF@ X� � � � ? X! _ � GO @ X� � ? X! _ � G�XWA@ X� � � � � ? X! _7V(%�!L�.- �m- %+-0������-0���;{�*+�2���c��/0-0�&��9+������0�������f? �2_c�1�<- ��- ���;s>t�v¦?^O<_8���*l%��5�����C-0���>�6k<%�����1-.#
 ¯� ¯£ ¤ ¯�« ¬ « ¬« � « �¯£�c���2!+- ��1�- ���f�^�����1�)�������C�=9+������5�����¡2» ? ¯�w¢ ¯£�_ ¤ ¥ ¯�w?���_(�1�2� ¯�Q?���_¯£7?���_:¨ �
 ¤ ¥ ¯�w?���_(�1�2� ¯�N?��+_«7¬"?���_ª¨ � � ¥ ¯�Q?���_(����� « ¬ ?���_« � ?���_�¨ � � ¥ ¯�w?���_(�1�2� «���?���_¯£7?��+_r¨ �7 ?DW<_
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EKLD in Image Analysis 7a8���>�L/ �5-D- ��/ ������?CW2_b���b-0�����=9+�L���j- �6*p���6��q����<-0/ ���(# ¡ » ? ¯�N¢ «"¬<_j`Ua8���@�0�6�=�2��*-0�6/0�p3")��-0�6/��0%�!��5-0�1-0%�-0����� ¯���L* ¯£&����? �2_j3(-0���>�=9+��/ �6� �5�����l!L���=�������
 ¥ ¯�Q?���_(����� « ¬ ?���_« � ?���_�¨ ��¤µ¥ « ¬ ?���_(����� « ¬ ?���_« � ?���_�¨ � � ¥ « ¬ ?���_ � ?���_(����� « ¬ ?��+_« � ?���_:¨ �7 ?YS�_a8���c��/ �.-Q- ��/ � ���Q?YS�_=32*+�6����- �6*C�� ¡ ?A« ¬ ¢ «���_j32���N- ����s>t�v ���"-.�c�f�f�%��0�0�,���*����5-0/ �1!�%+-0�������63����*;- ���b�0�6�=�2��*-0�6/0�p3�%L�5�����C-0���>��/0�2�L�6/5- �1���8����- ��� � �6/0���1-0�>�"����#(�������,��,�>? | ���L�6��*+�19��_j3��,���6��/ ��`
 �N�1�L����1#23�)��-0�6/b�5%�!��.- �m- %+-0�����}¯�e���* ¯£&���r?���_=3+-0���f- ����/ *l-0�6/0�����8?DW2_c!"�6�������6�¥ ¯�N?��+_+�1�2� « � ?���_¯£g?���_ ¨ �C¤ ¥}« ¬ � ?���_ ¨ � ¥ « ¬ � ?���_ � ?��+_ ¨ �
 �����6/0�¥ « ¬ � ?���_ ¨ � ¤ V�& � V � � V � ¢
 ¥}« ¬ � ?��+_ � ?���_ ¨ � ¤ GJ�W 6 �FX6 �X6 ��> GX6 � 5RT�.� H X6 � B ¢
 ���1-0� V�& ¤ X6 �W X6 K L� ? P � ? R � � J R _ J P _7¢V � ¤ X6 W�O X6 �� ? P � W P � �*� J2_7¢V � ¤ X6 �� X6 ��S�W X6 �� ? P � � G� P � � O � P � �' G��_=
 � �6/0�23 R ¤ X6 � �L� ?-6 & X6�&=_j3 P ¤z?-6 � X6 � &� _ �L 3 � ¤ R � � G23 � ¤ R � W R � � J�32���* � ¤ R � � G� R � O� R � � G��`t4��-7�F&b¤ ¡ ? ¯�N¢ « ¬ _j3 � � ¤ ¡ ?A« ¬ ¢ «���_j3 � � ¤ � « ¬ ?���_ � ?��+_ ¨ �73����*+� ¤ � « ¬ ?���_ � ?���_ � ?��+_ ¨ �7`:a8�����p-0���
 �����=qo*+�1���6���5�����L��g{�*+�2���c��/0-0�s>t�v �����/ �T9(����)- �1�2�$���¡2» ? ¯�N¢ ¯£+_�¤ �F& � � � � � � �S� ?D��� & _
 �����6/0� �M& ¤ GG�W 6 ��6 ��� � ¤ GWONQP �� WQ����� P G �SRT�HU� � ¤ V & � V � � V �� ¤ GJ W 6 �MX6 �X6 ��> GX6 � YR3�4� H X6 � B ¢
 V & ¤ X6 ��W X6 �� ? P � ? R � � J R _ J P _7¢V � ¤ X6 W)O X6 �� ? P � W P ���*� J2_7¢V � ¤ X6 �� X6 ��S�W X6 �� ? P���� G�� P � � O� P ���' G��_7
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8 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levineno����/ ��j- ������34�c����T#M%��0�C-0���&*������1�L��<-f-0��/ ���;��L*\��%��5����1�Q- ������- ����/>- ��/ ���f�1�<-0�p- ������/ / ��/�-0�6/0����1-0� J ?�� � & _ G
 ¡2» ? ¯�N¢ ¯£+_�¤ ¡ ?A« ¬ ¢ «��T_ ��J ?D��� & _���1-0�
 ¡ ?A« ¬ ¢ «���_�¤ GW5N P � WQ����� P G ��R3� U no���������$*+���������0�1�2���63�-0���D{�*+�2���c��/0-0�C�����/ �T9+�1���-0�����C���"-0���Ds>twv³%���- � J ?�� � & _Q�,�R���������2��%��w-0�;-0���-
 ����2���>*+���C�6���0�1�2�¡ » ? ¯�N¢ ¯£+_�¤ ¡ ?A«7¬L¢ « � _ ��J ?D� � & _ ?uI<_
 �����6/0�¡ ?Y«7¬�¢ « � _ ¤ GW ?C� � V � � G�_7¢� ¤ ����� *+��-�? X6L_*+��-�?-6L_ ¢
 V ¤ � / ?C6 / � / _ � � ?-6 / X6 / _ �? X6 / � / _ � ¢� ¤ � /��� W X6 / � X6 / � / X6 � � 6 / � / 6 / � � ?C6 / X6 / _=?-6 X6 _��
 no�����/5- ����%����/632�m�g£�¤³« ¬ ���M?^O(_ª�,�ª- ���D�lq�*��1�����L�5����������@%��m- �1�)�/ �,)-0���f�%�� �5�,���*+�,�5-0/ �1!�%�-0����������� ��������6�������j- ��/����*p���)�T�/0�,��L�=�D���-0/ �m9l2�c-0���<�5�f���ª�N3(- �����Fs>t�v ���c- ��/ �C��*������qY�6�2- /0�2�(#$���**+�=�L���6*!(#
 ¡ ?A�"¢ « ¬ _R¤µ¥ �Q?A§N_(����� �Q?u§Q_«"¬L?u§Q_R¨ §$ ?uH<_a8���C�=��/ / �6�0�L�2��*+�����&{�*������c��/0-0�F������q����<- /0�2�<#23L�0�1�������/D- �l{:*+���6�:�2/5- �ps>twv �1�d?uI2_=3g����e!L���5���)���F%��M- �� ?�� � � _82�
 ¡2» ? ¯�N¢ «7_R¤ GW = > GJA@CB � ¡ & � > GOA@DB � ¡ � � > GS�W�B � ¡ �FE ��� ?�� � � _7¢�����6/0�
 ¡ & ¤ ?-6 / � � � _ � 6 / � � � 6 � � � 6���� � � ¸ JF@ ºY¢¡ � ¤ ?-6 / � � �� � _ � 6A/ � � 6 � � 6��� � 6 ��� � ¸ O @ º�¢¡ � ¤ ?-6 / � � � _ � ?-6 � � � � ) _ � 6 / � � � 6 � � � 6 �� � � 6 ��� � � 6 � � � � 6 ) � � � ¸ WA@ º�¢��L* �4J�3 �gOL3L���* ��W�/0�6��/ �6�0���<-8-0�����L�6/0��%+- �-0�����������b? � ¢�2¢ �T_=3w? � ¢��¢;�2¢��A_8���*�? � ¢��¢;�2¢��.¢0�\¢(��_c/0���5�"�6�=-0�����6�1#2`� �6/0�23 ¡ &T3 ¡ � 3+���* ¡ � *+�6����- �D- ���U-0���L�5�2/:����- �-0�����$�)�2��/R- �����1��*��=9e? � ¢��¢;�T_j34? � ¢��¢;�2¢��A_=3<���*e? � ¢�2¢ �2¢��5¢5�r¢ ��_=`
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 3. Sample Cumulants
 a8���8{�*+�2���c��/0-0�f�=9+������0�1�2�;���+- ���csf%��1��!��� '<qot4�6�1!�����/N*+�,�.- ������ ¡ ?A�"¢5£+_��1�(�2�������6�4-0���:-0���1/ *>��/ *+�6/N��%��@%��,��<- �6 / � � � ���* X6 / � � � ���w-0���>/ ���*���� �2�6�j- ��/ � < ���* �<D3��=�2/0/ �6�0�"����*+�����@-0�&�M���*&£&/0���5�"�6�=-0�����6�1#23<������/ �6 / � � � ¤ ¶$?-$ / 1 / _�?-$ 1 _�?-$ � 1 � _X6 / � � � ¤ ¶$? X$ / X1 / _�? X$ X1 _�? X$ � X1 � _7
 no�²- ���l�6��0�&���b�����*+�1���6���5������3Q-0���l-0����/ *���/ *+��/C�.- ���*��/ *+�1�6�6*²��%��@%�����2- � � � ���* X� � �/0�&������*+�6*g`�aw�������1#l����g-0���;�����/ �T9+�1��)- �1�2���:�1�MV(���j-0�����FW+3��:�f���6�6*l-0���6�5-0����)- �f-0�����5��-0���1/ *��/ *+��/��=%��@%��,��<- �6`
 a8���C�0��C���1���=%���%��,��<- �63"-0�����5��q��6����1��* � qo�.- )- ���5-0�,���63g�/ �@%��(!��,��0�6*F���.- �1���-0�6�U����-0�����=%��@%��,��<- �6` ���2/�62� �d��%��@%�����2-$���f�?/53 6�3:���1-0�³�����/ ����/ �,)-0�p�0%��L�6/ � �=/ ���+- �63�- ����/ �F�,�$�%����,k<%��F�L�2�1#(���2������b�5#(�����=-0/ �,��^%����=-0�����43w*+������-0��*e!(# � ���m- �\��)- � ��������0%��"��/ �0��/0���+- ��34�0%�� �M- ��)- � ���f��\%��(!��,��0�6*e�6�5-0����)-0�C����64` ���2/�=9���C���1�23
 � � ¤ � � & )� /��3&�� �/ ¢
 � � � � ¤ G� « /� � �/ � � ¢� � � � � � ¤ G� « /� � � �/ � � � � � ¢ ?5G6X<_�����6/0� � / ¢ � �/0�>� ��������6�8����-0���>��/0�+���6� ������¢0���D���*
 « /� ¤ = GR¢ �1� � ¤ � &) � & ¢ �¤ �µ3« /� � ¤
 ���  ���G�¢ �1� � ¤ �C¤ � &) � & ¢ � ¤ � ¤I��� ) � &�� � ) � � � ¢ �¤ � ¤I�
 ���L�5%�/ ��-0���>���.- �1���-0��/ �8�/ �f%��(!���2�5��*\?A]M��B:%��1�,��2�43gG6H2I<S�_=`| ����-0����/D�8T#$- �&�������%��,)-0�f- ����� ��������@��%��@%��,��<- �����b-0�l%��5�;-0���@� ��������;�������6�2- � � / ¤ &) � )� �3& � /� 3� /� ¤ &) � )� �3& � /� � � 3N���* � /� � ¤ &) � )� �T& � /� � � � �� 3Q���*e-0���$/0�6���-0�������0�����\!"�=-.�c���6�r��%��@%�����2- �;��L*\����q
 �����<- ���^/ ��� | ���"����*+�19 | `Ra8�����~-0���-0���1/ *~�2/ *���/��=%���%�����<-��6��~!"�p�=9+��/ �6� �5��*����~- ��/ ���C���D���������<- ���
 � / � � � ¤ � �?�� G�_=?D� W�_*N � /� � � / � � � � / � � � � /� � W � / � � � U no�p-0�����D����"��/�3��c�>%��0�f-0���C�0��C���1�;��%��@%��,��<- �b*+�=�L���6*p���²?.G�X2_j`cno�p-0���>-.�:�$*��1�����L�5�����������2�5�23�- ����/ �;�/ ��^��%�/ª-0�6/0����G � &�� &�� & 3 � � � � � � 3 � &�� &�� � 3(���* � &�� � � � `Nno��-0���b�2�����6/ �����2�5�8���g�¦*��1�����L�5�������63�- ����/ �b�/ ���}- ��/ ���R���� / � / � / 3+��?^� GT_R- ��/ ���:��� � / � / � 3����* �
 �?^� GT_=?^� W�_�-0�6/0���c��� � / � � � ` ���2/8����������6)- �1�2���c��� � q��5- �-0�,�.- ���6�
 ���*+��-0���j-0�����$*+�6���/0-0%�/0�����^/ ��� -0���f%��0%���g�������6�/��C�+*+�6�4�� �5%��C��-0������?u�0��� | ��� �=�2�@!"��3gG�H W�G2K+�:�,� '��6�A37G�H<S)I�K� ����'(����#734G6H2I ��K(]e��B:%���������p���*PR/ ���2�1!"����3"G�H�I(S(K+�c/0���1���������6/637G6H2H�O(_j`
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10 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levine
 4. Numerical Examples
 a8����{�*������c��/0-0�r�����/0�T9+�����-0�������U����V(�6�=-0������Wl/0��k2%��1/ �@- ��)->- ����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���;�²���*M£M���:���<-0��/ �6�5-;�/ ��5����-;�u�/>�^/0�2� - ���l�f�%��0�0�,���*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���²? � ����A3cG6H2I<S�_j`la8����%��2��-0���&�����/ �T9+�1��)- �1�2���>�/ ��/ ���,)-0�����6�1#/ ��!�%��5-ª-0�;-0���U�f�%�� �5�,����=�2���5-0/ ����2-�3��c����/ ���"�2�0�b��������,��)- �1�2�����7-0�����5�U�����/ �T9+�1���-0�������Q�����1������b��L���#(�0�,�-0��- ���b�0������1�8���6��C*����5-0/ �1!�%+-0�������Q���1-0��/ �6�0�L���j-Q-0�;�&���*�£;�����,� �43�!(#>- ���b�=�6�2- / ��(�1�����m-ª- �����2/0�6�3����1����!"����2/0�������#l*+�,�.- /0��!�%+- �6*p%��M-0����/ *+�6/ � & : � ` ����/U�=9����������3L�1�M*+�,� �=/ �1������)- �1����!"�=-.�c���6�F�1������6�D*+/ T����^/ ���-0���f*����5-0/ �1!�%+-0�������b�M���*$£"3+�c����������%+- ��-0���>{�s>twvµ!L��-.�:�6���l-0���>� ��������1����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���8����-0���>� �����������6��e��������@�^/0�2���6�� �e���R- ���6�0��������2��*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���6`@���1�2���M- ���C/0�6���-0��������#p���/0�2��� ����������0�1�6�6�����e��%�/������1�,���-0�������634- ����%��0�����c-0���l�0��C���1�����F*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���>�)���6/ �������6�f��<#\�5�6���5�1-0���(�m-.#\���8��%�/>��/0�+�=��*+%�/ �6��- ��=9(- /0�6�C�f�(�����,)-0�����L�8����- ���@�f�%L�0�0����2�0�0%����+- �1�2�l!(#�- ���;*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���D�M���*&£&%���*+�6/b�.- %�*+#2`
 a8���D�����<-0/ ��L�1�����m-:-0���6��/ ��� ��%��/ ��<-0�����Q-0�L)-��2%�/:�����/ �T9(����)- �1�2���Q�^��/�-0�����0������1�����@*����5-0/ �1!�%+-0�������:�/ ��)�����*43"���)�:�6����/D/0�6�1�,������@�2�F-0����� ��������1���l*+���5-0/ ��!�%+-0�����L�U���R�1������6�637��U�����"�2�0�6*- �&- ���;- /0%��C%���*���/ �1#(������5-0�+� ����5-0�,�b��/0�+�=���0�63<��T#�!��,��:��%�/:������������)��1%��-0�����$��/0�+�=��*+%�/ �6�6`wno�&-0���,�8�5���j- �1�2�43(�:�U�<%��C�6/0�,����1��#��.- %�*+#-0���r�0�����0�1-0���<�1-.#h���;�2%�/p��/ ���"�2�0�6* ���=- ���+*³�^�2/��������%+- �1���d���6��q����<-0/ ���(#±���* *��mx7��/ ���<-0�,��f�6�2- /0�2�(#d���**+�,�0��/0�����1�L)-0�����>!"�=-.�c���6�$*+���5-0/ ��!�%+-0�����L�R%��0�1���>-0���U{�s>t�v�`�no�&V+�6�j- �1�2��O�`�G�32�:�b�2��/ �m�^#��(%�����/ ���6����1#@-0���-�-0������6��q����<-0/ ���(#����Q- ���@� ��������>�C����F*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�F*+�6��/0����0�6�����-0���@� ��������;�0�1�6�>�1����/0����0�6�6`Rno�MV(�6�=-0�����FOL` W�3�c�p�0���)� �(%����6/0�,����1��#�-0���-$*+��� �=/ ���C�����-0�����~!L��0�6*±���²- ���M{�s>twv �����/0!��m- / �/0#�*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���$�³���*�£����e!"��/ ������2�=�6*e!(#p-0����{�s>twv ���R-0����� ��������C�C����r*+���5-0/ ��!�%+-0�����r*+������-0��*M!(# ������* �£7`;[r�C���������1%�*����%�/��<%��C�6/0�,����4�.- %�*+���6�8���MV(�6�=-0�����pO�` JC���m- �p����������/ �,�5�2�&���N��%�/b{:s>t�vz�����/ �T9(����)- �1�2���c���N*��mx7��/ ���<-0�,�����<- /0�2�<#����1-0�- ���;�=�2�C���2���1#&%��5��*p*+�����0�1-.#$�6�5-0����)-0�����F�����/ �2�� ��`
 4.1. The neg-entropy of the sample mean distributionno�³�2/ *+�6/$- �~���<�2�6�5-0���2�-0�p-0���\���6��q����<-0/ ���(#±���>-0���\� ��������M���6���*+���5-0/ ��!�%+-0������3D�c�M���6����/ )- �e*�)- ²�0�=- ����D� ��������&�0�1�6�W�X�¢ W �+¢6��j¢6G6X2X�3w�^/0�2�°- ���&��9+�L�2�����<-0�,��c*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�²���m- �~���6����$G23RX��G�3ª��L*²X� X�G$���*%����1�^��/ � *+���5-0/ ��!�%+-0�����e���m- �M�1�<- ��/ �T��:?AX�¢�GT_j3N?uX�¢6G6X<_j3L���*�?uX�¢�G�X�X2_=` �w����%�/0�$G��5���)�b��-0���C�5�19������q����<- /0�2���1������c-0���$�0��C���1�����6�����������/ )-0��*F�^/ ��� -0���$*+�,�5-0/ �1!�%�-0�������>��9+��?.GT_j3���9+��?.G�X2_j3w�=9+��?5G6X�X<_j3 � ?uX�¢�G�_=3 � ?AX�¢�G�X2_=3��L* � ?uX�¢6G6X2X2_j`ªn�-U���b���1���/�- ��)-�- ���;�,�/ ���6/:- ���@� ��������;�5�����23+-0���;�1���0��-0���>���6��q����<-0/ ���(#2`Ra8�����U�5���)�b�c-0���--0���@�,�/ ����/b-0���C�0��C���1�C�5�����23�- �������1�<�5�6/�-0���C*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�M���D-0�$-0���-����ª�f�%�� �0����p*����5-0/ �1!�%+-0�����43g*+���5���m- �-0���>�����+q.�f�%L�0�0����l*+�,�5-0/ �1!�%�-0�������8�^/ ���¦������� �l-0���;*�)- ��,���2�����6/ �-0�6*4`
 a8���,���.- %�*+#�1�L*+���6)- �6�c-0�L)-U���������1%��0�������c!�2�5��*l�2�F{�s>t�v ���w- ���;� ��������1���$*����5-0/ �1!�%+-0�������8�,�8- ���@� ������R-0���-:���"- ���Us>twv@`<[r�b����*�-0���,�R/ �6�0%��1-�-0�@�����,*�������������/ ��Y3����/5- ����%����/0��#@���$��������U��������,��)- �1�2�����0%�� �$2�-0���2�0�>��/0���5�6�<-0�6*l���FV+�6�j- �1�2���+3(-0����%��2�l�^�2/�!�/ ���(�m-.#&�:�;*+������-���/ �6�0���<-b����/ �������1%��5-0/ )- �1�2���8���6/0�2`ª[\�;����0�����-0�;- ��)-U-0���,�U��/0�+���6*+%�/ �;�,�U���������2��%���-0�$- ��������2�0�0�,����w�(#<�"��- ���6�0�,��-0���.- �1���&/ ��%+- �1�����D���R!���0�,�>�1���^��/ ����������$� ������������;*+�,�.- /0��!�%+- �1�2����`Q´b�2���=- �������6� �632����/ �8-0������/ �=- ���6�����9�����1�L)-0���������"- ���D�0�����0�1-0���<�1-.#C���g��%�/��1����2�

Page 11
                        

EKLD in Image Analysis 11
 Table 1. Four discrimination cases and the corresponding Kullback-Leibler
 Distance������� � � ��� �� ���������� ������� � ������ ! �" �$#&%'��� � �����( � �" �$#&%&)� � ������ ! �" �$#&%*�� �,+-).+-*�0/�� �2134 ������5���6��7 ����� �81&34 ����8�9���6�!7 �:)� �2134 ������5���6��7 �:*�� ).+-*�$;�� � ������ ! �" �$#&%'��� �81&34 ����8�9���6�!7 �:)� �2134 ������5���6��7 �:*�� ).+-*�:<5� �2134 ������5���6��7 ����� � �����( � �" �$#&%&)� � ������ ! �" �$#&%*�� ).+-*
 Table 2. Four theoretical formula of Kullback-Leibler Distances������� =?>'@ �� ��A������� �� =?>B@C��D��� ! ��8��������7FE���7�G������� HI�KJL�$#&%�)�2%2JL�$#&%�*���� ).+-* 7� �M.NO�0/�� HI� �81&3 �:)�2% �81&3 �:*���� ).+-* 7� �M NOQP O
 N?R�
 �$;�� HI�KJL�$#&%�)�2% �81&3 �:*���� ).+-* 7� �M.NO P� O N�:<5� HI� �81&3 �:)�2%SJL�$#9%�*���� ).+-* ���
 RUT�V NXWO �8Y 7� �MZNO R
 �2[ P � NO T�V\] R
 ���
 ��L���#(�0�,�����=-0���(*��b- �&{�s>twv��=�2�����/ ���0���L�c-0��/ ��%��2�F�1������@� ��������1���&*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���b�,�D��F�m- ��� ���ª�^%+- %�/ �/ �6�0�6�/ � �4`
 4.2. The discrimination based on the EKLD���������²�±���*\£734-.�c�M*+���L�5�1-.#M�^%��L�j-0�����L��3w-0���ls>t�v ¡ ?A�"¢5£+_�/ ����/0���5�6�2- �>p���6��0%�/ ������*+���5- ����=��!"�=-.�c���6�-0�����p`\´D%�����/ ���6����1#23ª���������²� ��������6��*+/ T�����^/0�2� �d���*�£73w- ���p{�s>t�v ¡ » ?4¯�N¢ ¯£(_@���8- ���� ��������$���6��*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�F���U��M�����/ �T9(����)- �1�2���� ¡ ?Y�"¢.£�_j`baw�&*+�6�C�2���5-0/ )-0�f- ����*���� �=/ �1������)- �1�2�p����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���b�(�,{�s>twv@3T�c�c�������0�,*+��/N-0���:�^�2�1���)�������D��/ ��!��1�6�`Nn���- ����s>t�vd!"�=-.�c������-0���8� ��������c�C����C*+���5-0/ ��!�%+-0�����C���7�Q? � _��L*$- ��)-b���w£ &�? � _������0������1�6/8-0����l- ���;�=�2/0/ �6�0�"����*+�����Cs>t�vz!"�=-.�c���6�p�Q? � _����*$£ � ? � _j3L�6���:�>���������1%�*��-0�L)->-0����-0/ %��$s>t�v}!"�=-.�c���6���Q? � _>���*\£ &T? � _f�,�;�5����1����/f- ����r-0�L)-;!"�=-.�c�����²�Q? � _f��L*e£ � ? � _2^�t��=-;%���=�2���0��*+�6/8-0���f�^�2�1���)����������9���������6�c-0�����(���6�5-0���2�-0��-0�������,*+���`
 [r�����,�5�M-0�p*+��� �=/ ���C�����-0�@!"�=-.�c���6�e*+�,�.- /0��!�%+- �1�2���U£ &>���*F£ � ���m- �e/ �6�0�L���j-�-0��r���M- �����^��%�/f��2�5���D���aN�!����;O�` W+`baN�!��1��O�` W���/ �6�0���<- �8- ���;- �����2/0��-0�,����ws>t�v �)���%��6�D�1�e�6�� �M�6��0��`DV(%����L�<�5�C�r���&�0�=���2�0��/ �C-0�$£ &-0�L��F- ��£ � ���F-0�6/0���D���ª-0����s>t�v�`�[r�@�������N�5-0%�*�#�����=-0����/U{:s>t�v ����M�=��/ / �6�j- �1#*+�,�0��/0�����1���-0�;!"�=-.�c���6�£ & ��L*$£ � `aw��!"�b�=�2���=/ �=- ��3��c�b�=�2���0��*+�6/Q-0���b*����5-0/ �1!�%+-0�������R�1�,�.- �6*C����aN�!��1��OL` W�`waN�!�����O�` W���,�5�f��/ �6�0���<- �N- ���bs>t�v�)���%��6�b�^��/b���� �F���N- ���@����/ /0���5�"����*��1�������������/ �,�5�2���8���:�e���m- �F£ & ���*M�\���m- �p£ � `b{�s>twvz���)��1%��-0����-0���*+�,�.- �������!"�=-.�c���6�M- �����0��C���1�C���6��r*+�,�.- /0��!�%+- �1�2��������- ����*+���5-0/ ��!�%+-0�����L�U���:���<-0��/ �6�5-6` �N����%�/ ��W$��/ �6�0���<- �-0���C{:s>t�v����������/0�,�5�2�����^�2/D���� �M���ª-0���@�^��%�/f��2�5���b���\aN�!����@OL` W�`Dn�-U�,���=���6�/D-0���-637�^/ ��� �N�1�2%�/ ��W+3"-0����,�/ ����/U�0��C���1�C�5���������63"-0����s>t�v ���ª- ���C� ��������@������F�^/ ��� -0���\�0���/0�2�6��*+�,�.- �������*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�e�,�D�,�/ ���6/-0�L���- ���l�2�����^/ ����-0���~�0�0��������e*+���5- ����=�*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�²���m- �~�0�����&��������/��=9��=�6�+-0�����²�"�����<- �6`\a8���-��,��3
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 Table 3. Four theoretical Kullback-Leibler Distances���!��� H � � % �& � HI� � % ��� ������ H �KJL�$#&%����2%2JL�$#&%���#���� � /
 �;�#�; H �KJL�$#&%����2%8JL�$#&%���#�#���� � <
 �� #��
 �0/�� HI� �81&3 �����2% �81&3 ����#���� � ��<�#�; H � �81&3 �����2% �81&3 ����#�#���� � <
 ���� �
 �$;�� HI�KJL�$#&%����2% �81&3 ����#���� � /�;��!; H �KJL�$#&%����2% �81&3 ����#�#���� � ;
 �� # �
 �:<5� HI� �81&3 �����2%2JL�$#&%���#���� � #�;�#�; H � �81&3 �����2%8JL�$#&%���#�#���� � /
 �� #��
 {�s>twvz����l!"�>%��0�6*�:�6�1�7- �$*+�,�0��/0�����1���-0�f!"�=-.�c�����l£ &���L*$£ � `4.3. Calculation of the differential entropyno�\-0���,�;�0�6�j- �1�2�434�c�������1%��5-0/ )- ���=������%�- )- �1�2�\����- ���$*+�1x"�6/0�6�2- ����ª���<-0/ ���(#F%��0�����l�2%�/;{�*������c��/0-0�\�����/ �T9(q�����-0�����4`�[r��%��0��-0���,�>������1�,���-0�����\-0�M�=�2�����/ ���2%�/>�����/0�<�� �M- �-0�������.- �1��)- �6*r���<- /0�2�<#F����? � ��������*]F�2/5- ���43gG�H�H�J<_R!L��0�6*l���p*+�����0�1-.#&�6�5-0����)- �1�2�4`ª´b��- �f-0���-�-0���;*��mx7��/ ���<-0�,��g�6�<-0/ ���(#
 �b?A�g_R¤ ¥ �Q?u§Q_(�1�2�:�Q?u§Q_ ¨ §��T#$!"�>��/0�1-5- ���p�1�- ��/ ���8����- ���>������qY�6�<-0/ ���(#
 ��?A�g_R¤���?A« ¬ _ ¡ ?Y�"¢ « ¬ _7 ?5G�GT_vU�mx7��/ ���<-0�,��f�6�2- /0�2�(# �6��,�=%��,)- �1�2���l�<�,~*������0�m-.#h���.- �1���-0�������/0�r�=�2�C��%+- �-0��������1��#h�5���)� *+%��r-0�±-0���
 � ���2�����D��� � !����*+���,*(-0� �����*�'2��/ �����L�^%����=-0�������>?AE��(�23LG�H�I�H�K � ����A37G�H�I<S�_j` ��%�/0-0���6/0���2/0�23(*������0�m-.#����.- �1��)- �1�2��,�$����-&��������,���!��1�p- �²���)���%��-0�M*+�1x"�6/0�6�<-0�,��D�6�<-0/ ���(#��^��/&��/0�2!������������³*+�1���6���5�����L����/ �6�-0��/�- ���� - ��/ ����`vU�mx7��/ ���<-0�,��(�6�2- /0�2�(#f��������%+- )- �1�2���N�<�,�- ����{�*+�2���c��/0-0�>��9(�L����0�1�2�@����-0���c���6��q����<-0/ ���(#f*+�U����-ª�5%+x7��/N�^/ ���-0���6�0�U�0����/0-5�u��1�,��` ��%�/5- ����/ ����/ ��3�-0������/ *+��/:����{:*+���6�:�2/5- �$�����/ �T9+�1���-0��������� J ?D� � � : � _j3(���������b-0����*+�6���0�m-.#�6�5-0����)- �1�2�r�����/ �T9(����)- �1�2�M���f���:�2/ *+�6/ J ?�� � & : � _=`�a8�����>*��mx7��/ ���������1����/ *+�6/���9+������1�L�D- ���$*+�1x"�6/0�6���=������!L�5�2�1%+- �p��/ /0�2/�!"�=-.�c���6�~- ���p-.�:�r- �6� �����,k<%��6�6`dno�±- ���F/ ���������*+�6/C���D- �����&�5���j-0������3��c����1�2���1�����<-�-0���6�0�*+�1x"�6/0�6���=�f- ��/ ��%��2�l��(%��@!"��/����w�(%�����/ �,����4�5-0%L*+�1����`
 aN�!���� ��` W$��/0���5�6�<- ��b?A�g_D���������r¤�« � 37- ���C�5- ���*��/ *p���2/0����N*+�,�5-0/ �1!�%�-0�����e���e�2����*��1�����L�5�����~?^-0���-0������/ �=- ���6��7�)���%��>�,�fG�` O<W�_�%��0�1����{:s>t�vz���*l*������0�m-.#&�6�5-0�����-0������^��/�� ��������6�8���N�0�1�6� �M¤�G�X�X�3+W�X�X�3(J2X�X�3O2X2X�3����* ��X2X�`w´D��- �8-0���-R�����6���1�C-0�����R�0���C���1�b�2����*+���C�6���0�1�2�������9����������3)- ���D�����/0�T9+����)-0�c�)���%��������?Y«"_!(#&{�s>twv ���b�C�2/0�>2���=%�/ �-0�U-0����l- ��)-b!(#&*������0�m-.#&�6�5-0�����-0�����4`
 aN�!����6���+` WFq���` We�1����%��.- / �-0�p�5�1-0%L)-0�����L�����d������� �d*+���L�5�1-.#��6�5-0����)-0�����d����~����-�!"�p%��0�6*�- �����)���%�)- �*+�1x"�6/0�6�<-0�,������<- /0�2�<#23�!�%�-�-0���M{:*+���6�:�2/5- �~�=9+�����*+��*~���6��q����<-0/ ���(#��,������-$�2���1#²�^�6��0��!��1�23:!�%+-$��/ �(*�%��=����=9��������1�6�2-F�����/0�T9+����)-0�����L��` aw�!��1� �+` W���/0���5�6�2- ���b?A�g_&������� � ���±!��1�)�/0�,)- �r�f�%L�0�0���� *+�,�.- /0��!�%+- �1�2����1-0��-0��/0�6�&*+�1x"�6/0�6�2-C*+���0�"��/ �5�������6`paw�!��1� �+` Wp*+���0���,T#+����?A�g_>�������~�±�,�@-0��/0�6�=qo*+�1���6���5�����L��:�f�%��0�0�,��*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�������1-0�p-.�c��*+�mx7��/ ���<-U*����0�L�6/ �0�������6`�aN�!������+` WC�5���)�b�c- ���;O�q�*+���������0��������A3 �)q�*+���������0��������A3����*
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EKLD in Image Analysis 13I)qo*+���������0�1�2����L�(%�����/ ���6��"/0���5%��1- �c��� ��?A�g_��������p�¤ « � 3A<~*�������-0�6�8��.- ���*��/ *$����/ ����"/ ���*+��� �����j- ��/�`� �6/0�23+�1�FaN�!���� �+` W@q��+` W+3(�c�>%��5��- ���;{�*+�2���c��/0-0�l�=9+����L�5�����l���m- �F��/ *+��/ J ?�� � � : � _j`5. Image Analysis
 5.1. LSDB from the local basis dictionaries�����=���<-8�*+�)��L�=�6�R�1�$������2�1���;-0�6� �����������2#@��/ �+*+%��=��>�,�/ ���bk<%���<- �m-.#C���4����������R�)�2��/���1���2�5-:;�����<-0���(%���%L��0��)- ����N�0�L���j- /0%���2�D�c�����N2�D/ �6�0����%+- �1�2�4`Uno������;���+*+���������&�,���6� �5�6�2- ����4�^�2/D- ���C*��6� �=/ �1�+- �1�2�e��L*M� ���/ ��=q-0�6/0���6�-0�����r������������C�^�6�-0%�/ �6�63��,�/ ����� ����1���=�2����%+- �-0�������;%��5�����F�����������3w���*r��������$��������/ �6� �5�����4`$a8������2�5-�*��m�$�=%��m-$��/ ��!��1�6� �1�±�1����2�l���+*+�6�1�����r���C- ��� � ��%�/ �0�&����*+���������0��������1�1-.# �1`²no�±���/0-0�,�=%����/63R/ �����,�!�����6�5-0����)- �6�>���8��/0�2!��!������m-.#r*+�����0�1-.#M�^%����=-0�������@������������*+���������0�1�2����c*�)- �3N�5%�� �²2�>�����������3��^/0�2�°p�����m- ��(%��@!"��/����b� ��������6�@�/0���L�/ *e- �M��!�- ��������²���6����/ ��Y`ln�-C���;-0�(%��@�������/ ����2%��<-;�1���"��/0- ��L�=��- �M�=9(-0/ ��=-/ �������)��<-R�^��)-0%�/0���ª�^/ ��� -0���U�1����2�6�63�/ �6*+%L�=��- ���U*+���������0��������1�1-.#����7-0���U��/0�2!������p3<���*��0�1�������m�^#C- ���D���+*+���!(#&�� �0%����1�����5- �-0�,�.- ���6��g/ ���,)-0�����L�5�����p���������-0���6�0�f�^�6)- %�/ �6�6`
 no����2�U�^��)- %�/0�����/ �>*+�=�����6*F��c- ���;��9(�L����0�1�2����(�=�$�=�����<- �8���Q��p�1����2�f/0�6���-0������-0�$�0�����>!�2�5�,��`Ra8���s>�/ �(%����6�+q�t�� ��6���$�8��0�,����/0�)�(�,*+�6���*+�6����/ /0�6���-0��*²�=�(��/ *+����)- ��0#+�.- ���p`hV+��1-0�h?AV���1-0��3�G�H�H�O<_�*+���2�������"�6*��L*&�=�2���0��*+�6/0��*�;���+����7!�2�5�,�R����!�/ �/0#C- �@�=9(- / 2�j-��^��)- %�/0���R�^/ ���}������2�6�ª�^�2/��=�,�� �5�1�L���-0�����$���*�/ ����/ �6� �0�1�2�4`a8���l!���0���@�1��!�/ �/ #\�������0���5- �����b\�=�������6�j- �1�2�����;� � � �)��� �T�j�,��)�u���Y� � �"���j�u�j�F�0%�� �~��@�cT�2�����=-;��2� '���- �63N���+�����=�<�5����� � �0�1����!L��0�6�63N�2/@���+��������2%�/0����/�!���0�6�6`e{:�� ��*+�,�j-0�����L�/ #r�������0���5- �@���DF/ �6*�%���*���2-��<%��@!"��/C����-0���!�2�5�,�������j- ��/ �����m- �h-0���e�5�"�6���m�"�M� ���/ ��=-0�6/ �����³�0�6�����3��"�2�0�m- �1�2�43����*d�^/ �6k<%��6���=#2`za8���6�0�M!�2�5�,�$�2�6�j- ��/ ��/ ����/ �2����1�6�6*r��>Fk<%�2*(-0/ �������²p���1�6/ �/ � �����6��Q��������6/;/ ����2�1���l�^/ ��� �2��/ #M���(�6����1�6�6*��0���1'2�6��- �F������!����2� �=�������-0�������c���1-0�F*+�1x"�6/0�6�2-��^/ �6k<%��6���=���6�6`
 no����2�U���+*+���������@- �6� ������k<%����8%��5�����C-0���U�^��)- %�/0�f��9<- / 2�j- ��/ ����T�2�U!"���6�l��/0�2�L�<�5��*$!(#$�)�/ �1�2%��:��/ ��%��l���� �=�����<-0�,�.- ��`�V+��m- �e?AV+��m- ��34G�H�H2I�3�W�X2X�GT_8*+���2�������"�6*p��M��1�2��/ �m- ���}-0�$����*-0���$�1� �T�j�c�j�����A�,�j�Y�u� ����� �)�5���o���=�7�������� �T�j�,�U?AtwV+v���_g!(#�k<%��,� '(�1#��5�6�1���j- �1���b�^/0�2� - ���R���(�6��2!���0���4�1��!�/ �/ #U�!�2�5�,�7- ��)-N���D�0�=���2�0�6�5- �:- ��-0���c�.- )- ���5-0�,��������*+���"���L*+�������\���³- �����5�6���0�e����/0�6���-0�����M�6�2- /0�2�(#�` � �r%��0�6* - ���r*��mx7��/ ���<-0�,��f�6�2- /0�2�(# ��?Y�����5_&���@���� ��=�(�2/ *+�����-0���6�5-0�����-0��*l!(#�- ���>���=- ���+*l���Q*������0�m-.#&�6�5-0�����-0�����F��c- ���;�0�����6�j- �1�2���/0�1-0�6/0�����l���ªtwV+v�� G
 ���� �� ¤ �/ �����1������
 )� /��3& ��?Y� � �._7¢
 �����6/0���z�,�Rf!���0�,�R*+�,�j-0�����L�/ #�`w�82�5��*@�2��- ���b/ ���,)- �1�2���5���1�C���g*+�1x"�6/0�6�2- ��������<- /0�2�<# ��?A�g_Q���*C������qY�6�2- /0�2�(#¡ ?A�"¢ «"_
 ¡ ?A�"¢ «7_�¤ ��?Y«7_ ��?A�g_7¢�c�f�6��/0�6��/0�1-0��- ���;�5�6�1���j- �1�2���/0�1-0�6/0�����p��c- ���f�^��/ �
 ���� �� ¤³�/0�D�C��������
 )� /��3& ? ��?Y« � � _ ¡ ?Y� � �j¢ « � �5_ _
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14 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levine�����6/0�f���6��q����<-0/ ���(# ¡ ?A����� ¢ « ��� _8����!"�>�6�5-0�����-0��*l!(#�- ���>���=- ���+*l���Q{:*+���6�:�2/5- �$�=9+������0�1�2�4`aw�;*+�������L�.- / �-0��- ���D�=�2�����/ ���0���C!"�=-.�c������- ���UtNV+v��±�0�����6�=-0�6*�!(#�-0���U���=-0���(*����4*+�����0�1-.#����.- �1��)- �1�2�
 ��L*d{:*+���6�:�2/5- �~��9(�L����0�1�2�43��c�F%��0�p-0���M*�)- ��0�=-$���U�u2�=�F�����������3 � ���2��%����$�f����1�6/0#±PR/ ��!������ ��`³a8�����*��- ��0�=-D�������0�,�.- �����ª*+�����1-0�����6*p�����=-0%�/ �6�����w�u2�=��������G�O<JC�L�6��������3L��/0�)�(�,*+�6*l!(#P�/0���.`�tR`7V(�1/ �)�(��� ����ª]F�2%��<-V(�������V+� ���(�2�:���U]F�6*������1���l�(��\PR/ ���.`Q]�` � `Q[h��� '2��/ ���%L�5�6/;���D[���0��������- ��� ® ��������/ �0�m-.#2`e[r�l/ ���*������1#�0�����6�j- �6*eS�W��u��=����- �$!L�@-0���;-0/ ������1���&*�)- ��0�=-�`8{:�� �p��������;�,�b���R*+�1���6���5������GTW�I���G�W�I�` �N�1�2%�/0��JM?u<_8���-0���UT���6/ ����:�u����b���7-0����-0/ ����������@�0�=-6`Q[r�b�8��<-R-0��� ���(�2�0�8-0���DtNV+v��±�L�/0-0�1-0���������-5-0�6/0�M?A�5�6�������<- � _w�^/ ���-0���@���(�6��N*+���=-0�������/0#&-0�$���(�����.- �1�<)-0�f�^��)- %�/0���b���ª-0���>�u2�=��Gc��/0�����1�23��6#���!�/0�)�>3��6#��23����<�5�23"���*p����%+- �4`b[r������1�Q%��0��!"��- �M- �����C��-0���+*������:*+���L�5�1-.#p�6�5-0�����-0�����r���*\{�*+�2���c��/0-0�F�=9+������0�1�2�F-0�p� ���(�2�0�;- ���CtNV+v�� ���-0���f�u��=���^/ ���¦-0���>���+����4���2�0�1���f*����=-0�������/0#2`
 �N�1�2%�/ �@JM?^!"_��7?A*�_U�5���)�µ- ���@���/5- �m- �1�2�M���-5-0�6/0�L�b����tNV+v��µ�0�����6�=-0��*p�^/0�2�¦- ���C�1�+����w���2�0�1����*+���=-0�������/0#!(#@%��0�����>*+�����0�1-.#@�6�5-0����)- �1�2�����*�{�*+�2���c��/0-0���=9+����L�5�����C���m- ����/ *+��/ J ?D� � � : � _Q��L* J ?D� � � _j` � �6/0�23)-0����/ ��/ �pG6X2JtNV+v����0�������6�2- �f���6����/ )- �6*\!<#e-0���&�C��-0���+*r����*+�6���5�1-.#e���.- �1���-0�����h? �N����%�/ �$J�?u!L_5_=KcG6O<WtwV�vU��0�������6�2- �8�/ �U� ���<�5�6�$!(#�-0���f���=- ���+*&���w{�*+�2���c��/0-0�$��9+������0�����$%��l-0��-0�����2/ *���/�G�` �&?0? �N�1�2%�/ ��JL?u�6_0_jK����*G6H2X&tNV+vU���5�6�������<- �f�/0��� ���2�0���e!<#M-0�������=- ���+*e���c{�*������c��/0-0�e�=9+����L�5�����M%��e- �l- ������/ *+��/>W\? �N�1�2%�/ �J�?A*�_5_=`�[\����!��0��/ ����- ��)-U2��- ���;��/ *+�6/b���Q-0����{�*������c��/0-0��=9+������0�1�2�������/0����0�6�63+-0���CtwV+v�� -0/ �1����-0�l�5�����1--0�����1����2�8�1�<-0��������/R�0�������6�2- ��`Nno�C���/0-0�,�=%��,�/�3)- ���btwV+v��²�0���2�C�6�<- �Q�����N����%�/ ��J�?A*�_N%��0�1����- ���b{�*+�2���c��/0-0��=9+������0�1�2�$%��$- �@- ���f��/ *+��/�W+3+�6)- � ���6��������/c�^��)-0%�/0���:�/0�2%���*�- ���f��#����/ �6;-0���� �N�1�2%�/ �UJ�?u!L_j3+������� �l�c2��0�����6�j- �6*F!(#p*+���L�5�1-.#p�6�5-0�����-0�����4` ��%�/0-0���6/0���2/0�23�-0����twV�vU� � ���<�5�6�F!<#l-0����{�*������c��/0-0�p��9(�L����0�1�2�F%��F- ���/ *+�6/>G�` ��*+�6� �=/ �1!"�6��-0���@� ����f�^��)-0%�/0���b��8- ��)-U!<#*+���L�5�1-.#&���.- �1��)- �1�2�4`byU�l- ���;��-0���6/b����L*g3�- ���@twV�vU�� ���<�5�6�!(#-0���@{�*+�2���c��/0-0�p�=9+������0�1�2�%��F-0�$�2/ *���/UW�*��6� �=/ �1!"�6�b-0���@�u��=�,����^�6�-0%�/ �6�D�=9���=-0��#�3L�0%�� �M2��-0�����#2��!�/ �)�>3<������� �l���c����-8� �L�/ ��j- ��/ �1�6�6*�!(#����1-0����/�*+���L�5�1-.#��6�5-0����)-0�����l����/:-0���f{:*+���6�:�2/5- ���=9+������5�����l���m- ���/ *+�6/G2` ��`ha8����/ �=�^�2/0�23R�:�p��T#~���������1%�*��l- ��)-�- ���F���=- ���+*~���f{:*+���6�:�2/5- �²�=9+������5�����d%��d-0� J ?D� � � _��/ �)�(��*+���:-0���>!"�6�5-DtwV+v�� *��6� �=/ �1!�����������/ ���u��=�,��7�^��)- %�/0���c-0����&- ���>��- ����/ �6`
 5.2. Image Synthesis Validation via Edgeworth KLD��������� �\� ��������6�8���QC*+�6�L�6��*+���<-D/ ��L*+���}�2�6�j- ��/�� ?^������2��_:�����p*��1�����L�5�������>?D����"_=3���5#(�<-0���6�0���8����!"�@��!�- �������*F!(#�0���2��/ ��w�0���@%��,)- �1�2�F�C��-0���+*��6`Dn�-����D-0�����M�����=/ �m- ���6��������L�2/5- ������;- �$'(���)� -0���C��6�=%�/ ���#���N-0���;���=-0���(*��b���p�k<%���<-0�1- )- �1�2�>��������6/6`:a8��)-D�,�63����)��-0�fi.%�*+�2�f-0�����=���2�0�������0�8���w- ���6�0�@�0#<�<- ���6�0�6�c- �-0���>��/ �1�2�1����7�1����2��^
 no�C-0���,���0�6�=-0�����43��:�������1�"�5���)�~���)�±-0�>%��0�8-0���D{�s>twv -0�;���������/ �c-0��/ ��������-0���+*��Q�^�2/R��������b�0#(�2- ���6�0�,���!�- �������*@!(#f-0�����C��-0���+*����7PcB | 3)n0B | ���*@n.´�� | `�a8����P�/0�����=�������B:�2���L�2�����<- � | �����#+�5�,�8?uP8B | _j3)%���*+��/&�5-0/ �,�j->�� �5%����+- �1�2�M���:����/ ������m-.#23�- / ����.�^�2/0���b-0����� ����������0�=-f��/0-0���2�����L����1#&-0�&����*+�6�L�6��*+�6�2-@�f�%��0�0�,��*+�,�.- /0��!�%+- �6*p/ ���*���� �)�/ �,�!����6�6`�a8���>no��*����"����*+�6�<-fB:�����"�����6�2- | �����#+�5�,�;?un0B | _j3L%���*+�6/�-0���@�� �5%��C��-0�����-0�L)-@- ���l� ��������&�0�=-C����M���1�����/��C�19(-0%�/ �$����-0���l�1��*����"����*+�6�<-C�0��%�/ �=�23N�,�@M�1�����6�/@��/ �+�=���0�@������� ��- /0���6�
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EKLD in Image Analysis 15-0�l-0/ ��L�.�^�2/0� -0����� ����������0�=-f- �l����*+�6�L�6��*+���<-;�=�2���L�2�����<- �6`;a8���Cn�-0�6/ �-0������´D�����������6�/>�f�%�� �5�,������6�-0�����| �����2/0�1-0��� ?un.´U� | _ � ��f�=9(-0�6���5�����f- �DPcB | `�[h�������:PcB | �C�6/0�6�1#U-0/ ��L�.�^�2/0���gb�0�=-������=�2/0/ ���,)- �6*U/ ���*+����)�/ ���!����6���1�<-0��r�5��-����D%��L�=��/ / ���,)-0��*�/ ���*+�2� �)�/ ���!��1����3�n.´U� | �������1�����6�/0��#�-0/ ��L�.�^�2/0���@-0���6� -0�r-0����5- ��L*��/ *��@%��1-0���)�/ ���-0���f�%L�0�0����U�)�/0�,�!����6�4�1�;��f�-5- �����+-4- �b���1�������1�6�ª-0�����.- )- ���5-0�,�����*+���"���L*+������������2���-0����-0/ ����5�^��/ ���6*��=�(�2/ *+�����-0�6�63��-:>�5�����1�,�/:�=������%�- )- �1�2����L�=�2�5-R- �;PcB | `<a8���D*+�1x7��/ �������b!L��-.�:�6����n.´U� |��L*�n0B | ���1��������-.�:����0�L���j- �63(��1-0���2%�����!"��- �&�5�6��'��.- )- ���5-0�,����1��#<qY����*+�6�L�6��*+���<-:���(��/ *+�1�L)-0�U�5#+�5-0�����6` �N��/ �5-63n.´U� | �5�6��'+�R�� � ���m���"� ���U-0/ ����5�^��/ ��������/ �6��Qn0B | �5�6��'+�Rf���1�����/R�2����`RV(���=�2��*g3�- ���b����- �1�)�-0���������7n.´U� |�,�;/ �6�����# �0�=��� � �"� ��������L* �j� ��� �1���A� � �±/ )- ����/@-0�����!����1��*±�5�2%�/ �=�$�0�����/ �-0���������*�!��1����*²*+���=�2�<�2����%+-0������`{�2� �²���D-0�����5�p�5���@%����-0�����~����-0���+*����������0���5-����b�^��/ �8�/ *²���*~!��� '(�8�/ *���/ �(���6� �5����`²V(�6�r?At4���4K8�=-�`~��Y`13W�X2X�GT_ª�^�2/��C�2/0�>*+��- ��1�,�8���N-0�����5��- ��/0�6�>��/ �(���6� �5���c�1�-0���;�=���<- �=9(-����w������2�f�0#(�<-0�����5�,��`
 aw���T��1�,*��-0�f-0���6�0�@�5#(�<-0���6�0������/0�+�=��*+%�/ �6�63+�:���=�������/0��- ���@{�s>twvz���N-0���@�0������1�@�C����F*+�,�.- /0��!�%+- �1�2��^��/D�6�� �p�0�1��%����-0�����p���=- ���+*g`:a8���;�u��j-b�,�8- ��)-b- ���@�0������1�6/b{�s>t�v ���63+-0���@�=���2�0��/;?u��/�����/ �;�5�����1�,�/j_:-0����0�1��%����-0��*l� ��������6���/0��-0�C- ���>��/ �1�2�1�L��,��`
 yU%�/8���+*+���4�)��1�,*�)- �1�2�l��/0�+�=��*+%�/ �f��T#&!L�;�0%������/ �1�6�6*��c�^�������)�b��`?u<_������ ������c- �����.- �+� ����5-0�,�R��/ �+�=���0�w�������<-0�6/0���.-Q���m- ��n.´�� | ���*@��������/ )-0�UG6X2Xb*�)- ��0�=- �w���� �;���������,� �
 �=���<- �������G6X�XC�0�1��%����-0��*� ��������6�6`?^!"_�������������- ����{�s>twv����$?uI2_g!L��-.�:�6����-0������/ �1�2�1�����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�;���*U-0�����5���@%����-0�6*>*����5-0/ �1!�%+-0�����f%��0�1���
 -0���b� ��������8�C������ª���*�-0���b� ����������=�)�)�/ �,������:��)- /0�,�=���ª�=�2�C��%+-0��*@�^/ ��� -0�����2/0����������+� ��������6�ª���*l�0�1��%��,)-0��*e*��- 2�5��-f�����<- ��1�������rG6X2X&�0�1��%����-0��*e� ��������6�6`�PQ��/0�^��/ ��-0���,�>{�s>twv ��������%+- )- �1�2�e�^�2/�6�� �*�)- ��0�=-�`Ra8�����8/ �6�0%��1- �8����G6X�XC{�s>twvU�6`
 ?u��_��������� ����r- ���M*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�d���U- ���6�0��G6X2X\{:s>t�v���!(#~�1- �$H2X��©�����+�L*��������F�1�<-0�6/0�)��;?u��` �Y` _�` a8����5���������/�{�s>twv ���63+-0���;�=���2�0��/>?^�2/��C�2/0�>�0�1�������/ _�- ���;�5���@%����-0�6*� ��������6���/ ��-0�C-0���>��/ �1�2�1������6`
 [r�U���1��%��5-0/ )- �D��%�/:���=- ���+*��c����- ���f�5��q��6����1��*$�=���2�/63<�5����'��23+���*��6#���*�)- ��0�=- �U?^�^��/8*+�=- ������8�0���Ut��1��K+�=-6`��Y`�3�W�X�X�G�_N��L*����������/ �:-0���b�0#(�2- ���6�0�6�Q��/0�+*+%����6*C!(#;n.´U� | 32P8B | ���*Cn0B | ���m- ��]F���<-0�DBc�/0���U���.- �1���-0�6����N-0���;{�s>t�vz� �������������*+���5-0/ ��!�%+-0������`?u<_FB:�1�<�/�*�)-
 �w����%�/0��O@�0���)�b�Q- ���b�2/0����������L�=���2�/:�0��C���1�D���*��0#<�<- ���6�0�6�ª�2!+- ��1���6*�!(#�n.´�� | 3(PcB | 32��L*�n0B | `2�c#�<�,�0%���4�����0�L���j- �1�2�43��c�>����- �f-0���-b-0���;n.´U� | �0#(�<-0�����5�,���,�b!"�=-5- ��/D-0����l- ���;��-0���6/ �63�!�%+-U�:�@*��6�0�1/ �>k2%L��<-0�1- �-0�����8�=�������/0�,�0���@����- ���c-0��/ �����0#<�<- ���6�0�6�6`NaN�!��1� �+` W+3�/ �)�³G�*+�,�5����T#+�QH�X��µ��` �A`�����- ���b{�s>twv�^��/�- ���@n.´�� | 37PcB | 3"���*pn0B | �5#(�<-0�����5����`8[r�;����-0�>- ��)-�n.´U� | �2%+-0�"��/0�^��/ ���bPcB | ���*pn0B | �2�T����/ ��2��3�-0���2%����-0���;*+�mx7��/ ���L�=�f!L��-.�:�6���-0���f-0��/ ���>������2/0�1-0�����c�,������-��5- �-0�,�.- ���6����1#l�5�������1�L�6��<-6`
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 Acknowledgment
 a8���,�b�c��/ '$�8��8���/5- ����1��#l�0%����"��/0-0��*l!(#��/ ��<- �c�^/ ��� ´UV �wqo{�P | v�]eV<qoH�H�q.S�I�J2W�GC?AE2E<tR3L´UV73"� | tN_j3L´�V �v�]eV<qoH�H)q5S)J2X�J<W�?u´�V�_j3"���*Fy�´D� � n.P ´UX�X�X�G�O�q�X2X)q G=qoX�O�W�?A´UV�_=`
 Appendix A: Covariant and Contravariant System
 aw�*+��������-0�������)�T�/0�,��<-f���*\�=���<- / T�)�/ �,��<-D�5#+�5-0�6���C�2/0�C��/ �6�����0����#�37�c�C�5- �/5-f���m- �rl�����j- ��/��²���m- �\��=�2���L�2�����<- � � & ¢ � � ¢6�6�¢ � �@`�[\��*+������� � ��f ¨ qo*+���C�6���0�1�2����ª�/ / T#l�����<�5�C���������6�2- �>�/ �;�^%��L�j-0�����L�f���-0���l�=�2���L�2�����<- �������ª3R- �'2��� ¨ )-�F-0������`r[\�l��/0�1-0� � ¤ �
 /���/ L������ /�� ¤�? � / � ¢ � / L ¢��6�¢ � /�� _ ������/ �$-0���¨ �=�2���L�2�����<- �����6�6*\����->!"��*+���5-0�����=-@���*���*+�6����- �6��-0����- / ����0�L�<�5�1-0�����4`�B:�����0�,*+��/�-0����- / ����5�^��/ ���-0������$¤ £7? � _c�^/ ��� �
 & ¢��6�¢ � �z- ������� �)�/ �,�!����6� � & ¢6�6�¢ � � ���*p���=- � �/�  � �/ ? � _c¤���������� ��T�(�1�����^%��1�w/ ���'$�^�2/
 ���� � `�n�� �� 3+-0���>�)��1%��f��� � �^�2/8-0���f- / ����.�^�2/0����*&�)�/ �,�!����6� � � ¢ �;¤ G�¢ W�¢�6�j¢5�r3�� )- ���5���6��� � � � L ��� � � ¤ � � �/ � � � L/ L������ � � �/ � � / ��/ L ��� /��
 -0����� � �,�D� ��,*l-0�$!"�@M� � �L� �0���T���j�u�)�L�c�o����� � �j`byU�p-0���@��-0����/b�����*g3L�m� � �,�DM� � �)���j�u�������o�=��� � �j3��c�>��/ �m- �� ¤ � /���/ L������ /��;���*&-0���f- / ����.�^�2/0���-0�����&�,T�³�^�2/b�=�)�)�/ �,��<-:- �����0��/��,�
 �� � � � L ��� � �M¤ ¨ /��� � ¨ / L� L �6 ¨ /��� � � / � / L ��� /�������6/0� ¨ /� ¤ ���
 �
 ��� �3+-0���>���-0/ �m9l�1�(���6/ �0����� � �/ 3�� )- ���5���6�c- ���>/ ���,)-0�����L�5����� � �/ ¨ � ¤ � / ¤ � � ¨ �/ `t4��-D� & ¢ ����� ¢ � ) !L�@�1��*����"����*+�6�<-���L*l�,*+�6�2- ���6����1#*+�,�.- /0��!�%+- �6*p�lq�*+���������0��������4/ ���*+�2�¦�����j- ��/ ��`�vU�=q
 ����-0��- ���&�=�2���L�2�����<- �;�����62� �r/ ��L*+���°���6�=-0�2/>!<#�� ¤ ?�% & ¢ ����� ¢ % ��_=3w���1-0�²������Y1 ¤ ?D1 & ¢�6�6¢ 1��f_��L*&�������6�2- � 6 / � ��� / � ¤ ¶$?D% / � 1 / � _76�6?D% / � 1 / � _7¢

Page 17
                        

EKLD in Image Analysis 17�����6/0��G � ��� �±�r¢4G � � �d�\`ca8���;�=%��@%��,��<- �b���ª� �/ ��-0���@���(�=�$�=�����<- �b���N-0���@��%��@%�����2-b�2�����6/ �-0������^%����=-0����� 6 � ?���_�¤³�����L?�� � ?��T_5_�¤ ��/������� � /������ G� & @6�6 � @ 6 / ������ � /�� ��/��N�6 ��/��c¢�����6/0��� � �,�8-0���>���2�C�6�<-b��������/ )-0�������^%����=-0�����F���ª�M` � �6/0�23A6 /������� � /�� �,�b�6����1��*&- ��� � -0�M�=%��@%��,��<-b���ª�M`a8���f�^�2�1���)���1���C�/0��-0���>/0�6���-0�������0�������c!L��-.�:�6���p���������<- �����*p�=%���%��,��<- �6`
 6 /� ¤ 6 / � � 6 / 6 6 /� � ¤ 6 / � � � � ?C6 / 6 � � � 6 6 / � � � 6 � 6 / � _ � 6 / 6 6 �¤ 6 / � � � � 6 / 6 � � ¸ J�º � 6 / 6 6 �6 /� � � ¤ 6 / � � � � � � 6 / 6 � � � � ¸ O�º � 6 / � 6 � � � ¸ J)º � 6 / 6 6 � � � ¸ W�º � 6 / 6 6 � 6 � ¢ ?5G�W2_
 �����6/0� 6 / 6 � � ¸ J�ºg���:-0�����0%��}�)���6/R- ���D- ��/ �������/0-0�1-0�������:����-0��/ �����1�L*+�����6�6`ªa8���D�^�2�1���)�������@�,�8@�=�2�����1��-0���1�,�5-���N-0����G�@���/0-0�1-0�������8���w�^�2%�/��1-0�����63������f������%�����^��/��62� �&���w- ���f������-.#(�"�6�;?A]M��B:%����,�����3gG6H�I(S�_
 � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � ��� � � � �� � � � � � � � � � ��� � � � �� � � � � � � � � � �
 � � � � � �� � � � � �t4��- ��)l¤ � )/��3& �?/���L*O< ¤�? ��) 1�_ ¹ 2 ��!L�@-0���C�5%������*F�.- ���*��/ *+�1�6�6*p�0%�� ���ª/ ���*+�2���2�6�j- ��/ �� &)¢ ����� ¢ �');�0%�� �>- ��)-w-0���8�=%��@%��,��<-�6 / � ���� � / � ��� <e���w���+- ���c��/ *+��/3� & � � L `Na8���6�>-0���c{:*+���6�:�2/5- ����9+������0�������� � ��%��e- �l�2/ *+�6/D�L�����!"��%+->�1- �f!"�6�5-f����/ ����N�����/ �T9+�1��)- �@�,�����������\!(#²?u�8�/ ��*+�2/5x"q�´D�1�6���0���r���*�B:�T9g3G6H2I�H�K(sf�6��*���1�4���*V(-0%��/5-�34G6H(S�S�_
 � �Q? � K;6L_¤ « � ? � K;6L_ �oG � GJF@ 6 / � � � �A/� � ? � K 6"_ � GOA@ 6 / � � � � � �A/� � � ? � K;6L_ � G�XWF@ 6 / � � � 6 ��� � � � � /� � � ���<? � K;6L_��� J ?D��� KL<_ ?5G6J<_
 �����6/0�« � ? � K 6"_R¤ ?YW���_ � � : � � *+��-�?-6L_� � & : � ��9(�w? GW 6 / � ! / ! _7¢
 *+�6����- �6�C-0����lqo*+�1���6���5�����L��8�@%��1-0���)�/ ���-0�����/ �����*+�,�.- /0��!�%+- �1�2�±���U�6��/ �e���6��d���*±���)�)�/ ������=�l���-0/ �m96&¤ ¸ 6 / � ºY3+���1-0� 6 / � ¤³¶&?-$ / $ _8���* ¸ ��/ � º�/0�6��/ �6�0���<- ��6 � & `Ra8���f���)�)�/ ����2- � �6/0���1-0�f�"����#<���������� � / � ��� / ��,��*+�=�����6*p��
 « � ? �RK;6L_ � /����� /���? �ªK 6"_�¤ ? G�_ �� /��N�6 � /��R« � ? �RK;6L_7¢

Page 18
                        

18 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levine�����6/0� � / ¤ � ¹ � � / ` ����/8-0���>���-0��/�%L�5�23+-0���;�����<-0/ T�)�/ ����<- � �6/0���1-0�f�"����#<���������� � /�� ����� /�� ���b*��=������*p��« � ? �RK;6L_ � /������ /�� ? �RK;6L_�¤©? G�_ � /�� �6 � /�� « � ? �ªK 6"_7¢
 ���1-0� � / ¤ 6 / � � �`Ra8���f�L/ �5-8�^��%�/b���)�T�/0�,��<-����*�=�2�<-0/ T�T�/0�,��<- � ��/ ���m- �>�L�2�1#(���2����������/0�� / ¤ � / ¢ � / ¤ �
 / ¢� /� ¤ � / � 6 / � ¢ � /� ¤ �
 /� 6 / � ¢
 � /� � ¤ � / � � � 6 / � � � ¸ J�º2¢ � /� � ¤ �/�� � 6 / � � � ¸ J�º2¢
 �A/� � ��¤ � / � � � � � 6 / � � � � � ¸ W)º � 6A/ � 6 � � � ¸ J�º2¢ � /� � � ¤ �/�� � �
 � 6 / � � � � � ¸ W)º � 6 / � 6 � � � ¸ J)º<¢�����6/0��-0���>�����µ����- )- �1�2� � /ª����*��=������*p�� � /N¤ 6 / � � `Appendix B : Properties of Hermite polynomials
 a8���f�=9+������0�1�2�\?YS�_:��T#�!"�>�5���������m����*&�(�,��=��/0- ��1�l��/ ���"��/0-0���6�c���w-0��� � �6/0���1-0�f�"����#<������������f?YV('��)�(�22�/ *g3G6H2I�GT_j` �w��/ �.-b/ �6�6����
 � / ����� /�� ? �ªK 6"_�¤ 6 /���� �� �6 6 /�� � � � � ��� �+? �ªK;6L_7n��c-0���&�������"�����6�2- �f����� �/ ��%����=�2/0/ ���,)- �6*\���*r���8%����1-@�)�/ �,�������3g- �����S6 / � / ¤ 6 / � /D¤ G�3�6 / � ¤ 6 / � $¤X�`�a8���C���)�)�/ ����2-0q������<-0/ T�)�/ ����<- � ��/ �C�1-0���"����#(�������,��,�b�^�2/U- ���C�@%��1-0���)�/ ���-0��*+���5-0/ ��!�%+-0�����r���c� �,��-0���6��^��/ ���6*l!(#$- �'(�1������1�g�"�2� �5��!����f��/0�+*+%L�j- �8���w- ��� � �6/0���1-0�>�"����#(�������,��,��?A]M��B:%��1�,��2�434G6H2I<S�_HG
 � / ��� / ? �w_ ¤ � / ��� / ? �w_R¤ � ? � / _j¢ � �6 � *+�6����- �6� � /0�6�L��-0�1-0�������� / ��� /� ��� ? �w_ ¤ � / ��� /� ��� ? �w_R¤ � � � ? � / _ � � ? � _j¢ � �� � *+������-0��� �8 �:/ ���"�=- �m- �1�2���
 �D���$*+�6����- �6���:/0�6�L��-0�1-0�������� / ����� /��+? �w_ ¤ � / ����� /�� ? �w_R¤ � &�? � /�� _7�6 � &)? � /�� _jV(���=���L*g3+/0������1�7- ���>%��0�=�^%��4�2/5- �����2������1�1-.#���/ ���"��/0-0���6�>? � _����-0��� � ��/ �C�1-0�>�"����#(�������,��,�
 ¥ «N? � _ � � ? � _ � � ? � _ ¨ � ¤ �3@ � ���¥¦«N? � _ � �� ? � _ � ? � _ ¨ � ¤ JA@ � ¢¥ «N? � _ � �� ? � _ � � ? � _ ¨ � ¤ WA@
 ¥ «N? � _ � �� ? � _ ¨ � ¤ X¥ «N? � _ � � ? � _ ¨ � ¤ H2J � JF@ � ¢
 �����6/0� � � ? � _c����-0���>�5- ��L*��/ * � -0�p��/ *+��/ � ��/ �C�1-0�f�"����#(�������,��Y`Nno�- ���;��2�5�����N-.�:��*+���������0�1�2���>?^��¤³W2_���1-0�p%�������/ /0�6���-0�6*l�=�2�C�"�������<- �8���N%����m-b�)�/ �,�������3
 � �N? � K 6"_�¤ « � ? � K 6"_ ¸ G ��� &�? � K 6"_ ��� � ? � K 6"_ ��� � ? � K 6"_�º ��� ?���� & _

Page 19
                        

EKLD in Image Analysis 19�����6/0�� &�? � K 6"_ ¤ 6 &�� &�� & � & & &)? � _ � J�6 &�� &�� � ��&(& � ? � _ � J�6 &�� � � � � & �(� ? � _ � 6 � � � � � � � �(� ? � _7¢� � ? � K 6"_ ¤ 6 &�� &�� &�� & ��&(& & &�? � _ � O 6 &�� &�� &�� � � & & & � ? � _� W�6 &�� &�� � � � � & & � � ? � _ � O�6 &�� � � � � � ��& � � � ? � _ � 6 � � � � � � � � � �(� � ? � _7¢� � ? � K 6"_ ¤ 6 &�� &�� & 6 &�� &�� & � & & &(& &(& ? � _ � W�6 &�� &�� & 6 &�� &�� � � &(& & &(& � ? � _� G� 6 &�� &�� & 6 &�� � � � � & &(& & � � ? � _ � W�X�6 &�� &�� & 6 � � � � � � &(& & �(� � ? � _� G� 6 &�� &�� � 6 � � � � � � & & � �(� � ? � _ � W 6 &�� � � � 6 � � � � � � & � �(� �(� ? � _� 6 � � � � � 6 � � � � � � � � �(� �(� ? � _��L*
 ��& &(&�? � _R¤ � &(& & ? � _R¤ �*� ? ! & _ ��&(& � ? � _R¤ � & & � ? � _R¤ � � ? ! & _ � &�? ! � _��& � � ? � _:¤ � & � � ? � _�¤ � &�? ! & _ � � ? ! � _ � �(� � ? � _R¤ � � � � ? � _R¤ � � ? ! � _
 ��&(& & &)? � _R¤ � & &(& & ? � _R¤ � ? ! & _ ��&(& & � ? � _R¤ � & &(& � ? � _R¤ �*� ? ! & _ � &�? !�� _��&(& �(� ? � _�¤ � & & � � ? � _�¤ � � ? ! & _ � � ? !�� _ ��& � �(� ? � _R¤ � & �(� � ? � _R¤ � &)? ! & _ �*� ? !�� _
 � & &(& & &(&�? � _�¤ � &(& & &(& & ? � _R¤ � �? ! & _ ��&(& &(& & � ? � _�¤ � & &(& & & � ? � _�¤ � �
 ? ! & _ � &�? ! � _� & &(& & �(� ? � _�¤ � &(& & & � � ? � _�¤ � ? ! & _ � � ? ! � _ � &(& & � � � ? � _�¤ � & &(& � �(� ? � _�¤ � � ? ! & _ � � ? ! � _� & & � � �(� ? � _�¤ � &(& � �(� � ? � _�¤ � � ? ! & _ � ? !�� _ � & � �(� � � ? � _�¤ � & �(� � �(� ? � _�¤ � & ? ! & _ � �
 ? ! � _� �(� � �(� � ? � _R¤ � �(� �(� � � ? � _R¤ � �
 ? ! � _7a8���;����/ /0�6���-0������- ��/ � � &)? � K;6L_=3 � � ? � K;6L_=3���L* � � ? � K 6"_c���1���4/ �6*+%�����-0�
 � & ? � K 6"_ ¤ 6 &�� &�� & � � ? ! & _ � J�6 &�� &�� � � � ? ! & _ � & ? ! � _ � J�6 &�� � � � � & ? ! & _ � � ? ! � _ � 6 � � � � � � � ? ! � _g¢� � ? �RK 6"_ ¤ 6 &�� &�� &�� & � ? ! & _ � O 6 &�� &�� &�� � �*� ? ! & _ � &�? !�� _� W 6 &�� &�� � � � � � ? ! & _ � � ? ! � _ � O 6 &�� � � � � � � &)? ! & _ �*� ? !�� _ � 6 � � � � � � � � ? !�� _7¢� � ? � K 6"_ ¤ 6 &�� &�� & 6 &�� &�� & � � ? ! & _ � W�6 &�� &�� & 6 &�� &�� � � �
 ? ! & _ � &�? ! � _� G�� 6 &�� &�� & 6 &�� � � � � ? ! & _ � � ? ! � _ � W�X 6 &�� &�� & 6 � � � � � � � ? ! & _ � � ? ! � _� G�� 6 &�� &�� � 6 � � � � � � � ? ! & _ � ? ! � _ � W�6 &�� � � � 6 � � � � � � & ? ! & _ � �? ! � _� 6 � � � � � 6 � � � � � � � ? ! � _g

Page 20
                        

20 J.J. Lin; N. Saito; R.A. Levine
 Table 4. Numerical results of� �����,�
 (��� <�/
 , theoretical value).� ��� �&M���   � ���D���� � � � �8 � � �&��������� ��������" �����6 ����!� � � � �8 � ��#�# �
 �<�; � � # � #&� � �
 �;�� � � # � #�;&�
 /!#�# ��<�/ � � # � #�# � �
 �; ��/ � # � #�/��
 ;�#�# ��<�/!< � # � #�#!< �
 �<�#!< � # � #&� �
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 �<��; � # � #�#��
 �!#�# ��<�/�/ � # � #�#�/ �
 �<5/ � � # � #�#��
 Table 5. 2-dim numerical results of� ��� � �
 .
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 Table 6. 3-dim numerical results of� ����� �
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 Table 7. 4-dim, 5-dim, 8-dim numerical results of� ��� � � with identity covariance.
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 Table 8. The 90% confidence interval for the EKLD of the INGA, PCA and ICA.
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 Fig. 1. neg-entropy of the sample mean from different distributions.
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 Fig. 2. EKLD between the sample mean from “large” and “small” distance.
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 Fig. 3. Comparison of LSDB chosen by using density estimation and Edgeworth Expansion with order� � � V �� � � and
 � � � V � � .
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 Fig. 4. Resampling of the “cigar” data by INGA, PCA and ICA. The first row left to right: original samples;
 resamples by INGA; The second row left to right: resamples by PCA and ICA.
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 Fig. 5. The spike process simulation (� � /). The first row left to right: original samples; resamples by INGA;
 The second row left to right: resamples by PCA and ICA.
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 Fig. 6. Simulations of the eye image database by INGA and PCA. The first row left to right: original samples;
 resamples by INGA; The second row left to right: resamples by PCA and ICA.
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