


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
                            
                        

                    

                

                
                    
                                                    Log in
                            Upload File
                                            

                

            


            	Most Popular
	Study
	Business
	Design
	Technology
	Travel
	Explore all categories


        

    





    
        
            
                
                    
                

                

                    
                        fakult at grundlagen - hochschule esslingenmohr/mathematik/me1/vektor_handout.pdf · grunds...

                    


                    
                        
                            	Home
	Documents
	Fakult at Grundlagen - Hochschule Esslingenmohr/mathematik/me1/vektor_handout.pdf · Grunds atzliches Produkte Anwendungen in der Geometrie Vektorbegri Algebraisierung der Vektorrechnung


                        

                    


                    




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

34
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            


            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Grunds¨ atzliches Produkte Anwendungen in der Geometrie Vektorrechnung Fakult¨ at Grundlagen Juli 2015 Fakult¨ at Grundlagen Vektorrechnung 
        

        
    






				            

        

    









                    
                        
							Upload: doanphuc
                            Post on 10-Aug-2019

                            220 views

                        

                        
                            Category:
 Documents


                            0 download

                        

                    


                    
                        
                            Report
                        

                                                
                            	
                                    Download
                                


                        

                                            


                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                                    
Pinterest

                        
                    


                    
                

                

                    
                    
                        Embed Size (px):
                            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                        

                    

                    

                    

                    
                                        
                        TRANSCRIPT

                        Page 1
                        

GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Vektorrechnung
 Fakultat Grundlagen
 Juli 2015
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Ubersicht
 1 GrundsatzlichesVektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 2 ProdukteSkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 3 Anwendungen in der GeometrieDarstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 SchnittaufgabenAbstandsprobleme
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 2
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Vorbemerkung
 Bishere haben wir uns mit mathematischen Großen beschaftigt, diesich durch Zahlenwerte beschreiben lassen. Zahlenwerte lassen sichauf der Skala eines Messinstruments ablesen; man bezeichnet siedeshalb als Skalare. Beispiele: Temperatur, Zeit, Masse, Arbeit,Spannung, etc.
 Bei Großen wie Geschwindigkeit, Kraft, Beschleunigung spieltjedoch auch Richtung und Orientierung eine Rolle; so ist bei einerKraft neben der Angabe 5.3 Newton auch noch die Richtung undOrientierung wichtig. Solche Großen nennt man Vektoren.
 Wir unterscheiden deshalb streng zwischen skalaren undvektoriellen Großen. Deshalb benutzen wir stets unterschiedlicheDarstellungsweisen!
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 3
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Vektor
 Definition: Ein Vektor ist eine gerichtete, orientierte Strecke imRaum. Dabei werden diejenigen
 ”Pfeile” als gleich angesehen, die
 durch Parallelverschiebung ineinander ubergehen.Bezeichnung: ~a .
 Vektoren besitzen Lange (Betrag),Richtung und Orientierung.Zwei Vektoren sind gleich, wennsie in Betrag, Richtung und Ori-entierung ubereinstimmen.Der Vektor mit dem Betrag Nullheißt Nullvektor ~o .
 ~a
 Definiert werden hier sogenannte”freie“ Vektoren; der
 Anfangspunkt des Pfeils ist beliebig!
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 4
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Grundrechenarten I
 Vorbild: Krafte (Krafteparallelogramm), Geschwindigkeiten
 Definition: Zwei Vektoren werden ad-diert, indem man den Anfangspunktdes einen Vektors im Endpunkt desanderen Vektors anhangt. Der Vektor−~a hat Betrag und Richtung von ~a,aber entgegengesetzte Orientierung.Unter der Differenz ~a − ~b verstehtman ~a + (−~b).
 ~a
 ~b
 ~b
 ~a~a− ~b
 ~a + ~b
 Definition: Unter s · ~a mit s > 0 ver-stehen wir einen Vektor, dessen Rich-tung und Orientierung mit ~a uberein-stimmt, aber mit der s-fachen Lange.Ist s negativ, so dreht sich noch dieOrientierung um.
 ~a
 3~a
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 5
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Grundrechenarten II
 Die ublichen Rechenregeln der Algebra gelten auch hier:
 ~a + ~b = ~b + ~a Kommutativgeetz
 s · (t · ~a) = (s · t) · ~a Assoziativgesetz
 s(~a + ~b) = s~a + s~b Distributivgesetz I
 (s + t)~a = s~a + t~a Distributivgesetz II
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 6
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Algebraisierung
 Kartesisches Koordinatensystem;Dazu wahlen wir drei Vektoren~e1, ~e2, ~e3 der Lange 1 aus, diepaarweise aufeinander orthogonalstehen.Orientierung mit
 ”Rechte-Hand-
 Regel“!Alle Vektoren konnen als Linear-kombination der Einheitsvektorendargestellt werden.~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3
 Identifikation: ~a =
 a1a2a3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 ~a
 a1 a2
 a3
 a1~e1 a2~e2
 a3~e3
 ~e1~e2
 ~e3
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 7
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Algebraisierung; Rechengesetze
 In der Technik werden die Basisvektoren haufig mit~i, ~, ~kbezeichnet.Grundrechenoperationen ubertragen sich auf die Koordinaten:Gleichheit von Vektoren a1
 a2a3
 =
 b1b2b3
 ⇐⇒a1 = b1a2 = b2a3 = b3
 Addition und Subtraktion a1a2a3
 ± b1
 b2b3
 =
 a1 ± b1a2 ± b2a3 ± b3
 s-Multiplikation
 s·
 a1a2a3
 =
 s · a1s · a2s · a3
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 8
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 VektorbegriffAlgebraisierung der VektorrechnungBetrag
 Lange, Betrag
 |~a∗| =√a21 + a22
 rechtwinkliges Dreieck in (x , y)-Ebene
 |~a| =√|~a∗|2 + a23
 rechtwinkliges Dreieck ⊥ (x , y)-Ebene
 =√a21 + a22 + a23
 Normierung eines Vektors auf dieLange 1; Einsvektor in Richtung ~a.
 ~e~a = ~a|~a|
 Vektor der Lange 1 mit Richtungund Orientierung wie ~a
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 ~a
 a1a2
 a3
 ~a∗
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 9
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Produktmoglichkeiten
 In der Vektorrechnung gibt es zwei Typen von Objekten:
 Vektoren: ~a, ~b
 Skalare (Zahlen): 2, 4, s
 Bei der bereits eingefuhrten s-Multiplikation wurden verknupft:
 Skalar ? Vektor
 Nun erklaren wir Verknupfungen:
 Vektor ? Vektor
 Das Ergebnis einer solchen Verknupfung kann wieder ein Vektoroder ein Skalar sein!
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 10
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Definition
 Physikalisches Vorbild: Arbeit, die langseiner Strecke ~s von der Kraft ~F geleistetwird.Nur der Anteil der Kraft langs des Wegesist relevant.
 A = |~F | · |~s| · cosϕ
 Definition: Unter dem Skalarprodukt derVektoren ~a und ~b versteht man das Pro-dukt aus den Betragen der beiden Vek-toren ~a und ~b, multipliziert mit dem Kos-inus des eingeschlossenenWinkels.
 ~a · ~b = |~a| · |~b| · cosϕ
 ϕ
 ~F
 ~s∣∣∣~F ∣∣∣ · cosϕ
 ~a · ~b > 0 0 ≤ ϕ < π2
 ~a · ~b < 0 π2 < ϕ ≤ π
 ~a · ~b = 0 ϕ = π2
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 11
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Eigenschaften
 ~a · ~b = ~b · ~a~a · (~b + ~c) = ~a · ~b + ~a · ~c
 s · (~a · ~b) = (s · ~a) · ~b = ~a · (s · ~b)
 Im Allgemeinen gilt: ~a · (~b · ~c)︸ ︷︷ ︸Vektor in Richtung ~a
 6= (~a · ~b) · ~c︸ ︷︷ ︸Vektor in Richtung ~c
 .
 Aus ~a · ~b = 0 folgt
 1) ~a = ~o
 oder 2) ~b = ~o
 oder 3) ~a ⊥ ~b
 Es gibt keine Umkehrung des Skalarprodukts
 ~a · ~x = b
 Alle ~x besitzen dieselbe Projektion auf ~a !~a
 ~x
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 12
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Koordinatendarstellung
 a1a2a3
 · b1
 b2b3
 = a1 · b1 + a2 · b2 + a3 · b3
 Winkel zwischen den beiden Vektoren bei bekannten Koordinaten
 ~a · ~b = |~a| · |~b| · cosϕ
 cosϕ = ~a · ~b|~a| · |~b|
 = a1b1 + a2b2 + a3b3√a21 + a22 + a23 ·
 √b21 + b22 + b23
 Speziell: Richtungswinkel α, β, γ zu den Koordinatenachsen
 cosα = a1|~a|
 cosβ = a2|~a|
 cos γ = a3|~a|
 Es gilt: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 13
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Projektion
 Projektion des Vektors ~a auf dieRichtung von ~b:
 skalar: a~b = ~a · ~b|~b|
 vektoriell: ~a~b = ~a · ~b|~b|2· ~b
 ~b
 ~a
 a~b~a~b
 Dabei ist a~b die mit einem Vorzeichen versehene Lange von ~a~b .
 Es gilt a~b =∣∣~a~b∣∣, wenn ~a~b die gleiche Orientierung hat wie ~b, und
 a~b = −∣∣~a~b∣∣, wenn ~a~b zu ~b entgegengesetzt orientiert ist.
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 14
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Definition
 Motivation: Bewegte elektrische Ladung imMagnetfeld; Drehmoment in der Mechanik
 Definition: Das mit ~a×~b bezeichnete Vektor-produkt (Kreuzprodukt) steht senkrecht aufden Vektoren ~a und ~b , bildet mit ~a, ~b in derReihenfolge ~a , ~b , ~a × ~b ein Rechtssystemund hat den Betrag
 |~a× ~b| = |~a| · |~b| · | sinϕ| , ϕ = ](~a, ~b) .~a
 ~b
 ~a× ~b
 ϕ
 ~a
 ~b
 |~b| · sinϕ
 Der Betrag |~a× ~b| kann als dieMaßzahl der von den Vektoren~a , ~b aufgespannten Parallelo-grammflache gedeutet werden.~a ⊥ ~b |~a× ~b| = |~a| · |~b|
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 15
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Eigenschaften
 ~a× ~b = −~b × ~a~a× (~b + ~c) = ~a× ~b + ~a× ~c
 s · (~a× ~b) = (s · ~a)× ~b = ~a× (s · ~b)
 Im Allgemeinen gilt: ~a× (~b × ~c) 6= (~a× ~b)× ~c .
 Aus ~a× ~b = ~o folgt
 1) ~a = ~o
 oder 2) ~b = ~o
 oder 3) ~a ‖ ~b .Es gibt keine Umkehrung des Vektor-produkts, d. h., die Beziehung
 ~a× ~x = ~b
 lasst sich nicht nach ~x auflosen.
 ~a
 ~x
 Alle ~x besitzen dieselbe Projektion auf die Senkrechte von ~a!
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 16
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Vektorprodukt in Koordinatendarstellung I
 ~a× ~b = (a1 · ~e1 + a2 · ~e2 + a3 · ~e3) × (b1 · ~e1 + b2 · ~e2 + b3 · ~e3)
 = a1b1 ~e1 × ~e1︸ ︷︷ ︸= ~o
 + a1b2 ~e1 × ~e2︸ ︷︷ ︸= ~e3
 + a1b3 ~e1 × ~e3︸ ︷︷ ︸= −~e2
 + . . .
 a2b1 ~e2 × ~e1︸ ︷︷ ︸= −~e3
 + a2b2 ~e2 × ~e2︸ ︷︷ ︸= ~o
 + a2b3 ~e2 × ~e3︸ ︷︷ ︸= ~e1
 + . . .
 a3b1 ~e3 × ~e1︸ ︷︷ ︸= ~e2
 + a3b2 ~e3 × ~e2︸ ︷︷ ︸= −~e1
 + a3b3 ~e3 × ~e3︸ ︷︷ ︸= ~o
 = (a2b3 − a3b2)~e1 + (a3b1 − a1b3)~e2 + (a1b2 − a2b1)~e3
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 17
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Vektorprodukt in Koordinatendarstellung II
 oder
 a1a2a3
 ×
 b1b2b3
 =
 a2b3 − a3b2a3b1 − a1b3a1b2 − a2b1
 Eselsbrucke:∣∣∣∣∣∣~e1 ~e2 ~e3a1 a2 a3b1 b2 b3
 ∣∣∣∣∣∣ = ~e1 ·∣∣∣∣ a2 a3b2 b3
 ∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸a2b3−a3b2
 − ~e2 ·∣∣∣∣ a1 a3b1 b3
 ∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸a1b3−a3b1
 + ~e3 ·∣∣∣∣ a1 a2b1 b2
 ∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸a1b2−a2b1
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 18
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Definition
 Spatprodukt
 Wird das Vektorprodukt von zweiVektoren ~b × ~c mit dem Vektor ~askalar multipliziert, so nennt mandiese Kombination Spatprodukt.
 Schreibweise: [ ~a, ~b, ~c ] = ~a ·(~b×~c)
 Das Spatprodukt lasst sich als (ori-entiertes) Volumen des von den dreiVektoren aufgespannten Spats inter-pretieren.|~a · (~b × ~c)| = |~b × ~c |︸ ︷︷ ︸
 AP
 · |~a| · | cosϕ|︸ ︷︷ ︸h
 mit ϕ = ](~a, ~b × ~c) .
 ~a
 ~b
 ~c
 ~b × ~c
 h
 Ap
 ϕ
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 19
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Eigenschaften
 Eigenschaften des Spatprodukts:
 Die Eigenschaft [ ~a, ~b, ~c ] = 0 ist gleichwertig dazu, dassalle Vektoren in einer Ebene liegen.
 [ ~a, ~b, ~c ] > 0 ⇔ ~a , ~b , ~c bilden (in dieser Reihenfolge)ein Rechtssystem.
 Wird beim Spatprodukt die Reihenfolge der Vektorenverandert, so kann sich hochstens das Vorzeichen andern.Speziell gilt:
 Werden zwei Vektoren vertauscht (dritter Vektor bleibt aufseiner Position), so andert sich das Vorzeichen.
 Bei”zyklischer Vertauschung“ bleibt das Vorzeichen erhalten.
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 20
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 SkalarproduktVektorproduktSpatprodukt
 Koordinatendarstellung
 Koordinatendarstellung des Spatprodukts:
 ~a · (~b × ~c) =
 a1a2a3
 · b2c3 − b3c2
 b3c1 − b1c3b1c2 − b2c1
 = a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1)
 =
 ∣∣∣∣∣∣a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3
 ∣∣∣∣∣∣Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 21
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Vektoren und Punkte
 Grundsatzliches zur Beziehung zwischen”Vektorraum“ und
 ”Punktraum“.
 Vektorraum: Menge der Vektoren,”Pfeilklassen“; Pfeile konnen
 beliebig parallel verschoben werden.
 Punktraum: Menge der Punkte im Raum.
 Denken wir uns im Punktraum ein kartesisches Koordinatensystemvorgegeben und
 ”hangen“ im Koordinatenursprung samtliche
 Vektoren (Pfeile) des Vektorraums an, so weist zu jedem Punkt Pdes Raumes ein Vektor. Wir nennen diesen Vektor ~p Ortsvektordes Punktes P.In den folgenden geometrischen Aufgabenstellungen wird nichtmehr zwischen Punkt und Ortsvektor unterschieden.
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 22
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Gerade; Parameterdarstellung
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 ~x0
 ~x
 ~uλ · ~ug
 Geraden im Anschauungsraum
 Aufpunkt: ~x0Richtungsvektor: ~u
 g : ~x = ~x0 + λ~u (λ ∈ IR)
 ”Punkt“ +
 ”Richtung“
 Durchlauft λ alle reellen Zahlen,so durchlauft ~x alle Punkte derGerade.
 ~x =
 x1x2x3
 =
 123
 + λ
 221
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 23
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Ebene; Parameterdarstellung
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 ~x0
 ~x~u
 ~v
 λ · ~u
 µ · ~vE
 Aufpunkt: ~x0
 Richtungsvektoren: ~u, ~v
 ~x =
 x1x2x3
 =
 1−11
 + λ
 123
 + µ
 1−2−2
 E : ~x = ~x0 + λ~u + µ~v (λ, µ ∈ IR)
 ”Punkt“ +
 ”zwei Richtungen“
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 24
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Ebene; lineare Gleichung
 ~x0
 ~x~u
 ~v
 ~n
 ~n
 E
 ~x = ~x0 + λ~u + µ~v | · ~n = ~u × ~v ~n · ~x = ~n · ~x0 = d (= konstant ) x1
 x2x3
 · n1
 n2n3
 = n1 · x1 + n2 · x2 + n3 · x3 = d
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 25
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Schnitt Ebene – Gerade
 g : ~x =
 101
 + λ
 11−2
 x1 = 1 + λx2 = λx3 = 1 − 2λE : x1 + 2x2 + x3 = 3(1+λ)+2λ+(1−2λ) = 3 λ = 1
 ~s =
 101
 + 1 ·
 11−2
 =
 21−1
 cos(π2 − α
 )= sin(α) = ~n · ~u
 |~n · |~u|
 sin(α) =
 11−2
 · 1
 21
 √6·√6
 = 16
 α = 0.1674 . . .
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 S
 α
 ~x0
 ~u
 ~n
 E
 g
 g : ~x = ~x0 + λ~u
 E : n1 · x1 + n2 · x2 + n3 · x3 = d
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 26
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Schnitt zweier Ebenen
 Die Ebenen E1, E2 seien durch ihre Koordinatengleichung gegeben.Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ergibt eine einparametrigeLosung, d. h. die Parameterdarstellung der Schnittgeraden.
 E1 : x1 + 2x2 + x3 = 3E2 : 4x1 − x2 + 2x3 = 3(
 1 2 1 34 −1 2 3
 )∼(
 1 2 1 30 −9 −2 −9
 ) x3 kannfrei gewahlt
 werden!
 x1 = 1 − 5λx2 = 1 − 2λx3 = 9λ
 ~x =
 110
 + λ
 −5−29
 ( λ ∈ IR ) Schnittgerade
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 27
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Schnittwinkel zweier Ebenen
 Der Schnittwinkel zwischen zweiEbenen ist derselbe wie der Winkelzwischen den zugehorigen Nor-malenvektoren ~n1 und ~n2.
 cosϕ = ~n1 · ~n2|~n1| · |~n2|
 ϕ
 ~n1
 ~n2
 ϕ
 ϕ E1
 E2E1 : x1 + 2x2 + x3 = 3E2 : 4x1 − x2 + 2x3 = 3
 cosϕ =
 121
 ·
 4−12
 √6·√21
 = 43·√14 ϕ ≈ 1.206 [≈69.124o ]
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 28
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Schnitt zweier Geraden
 g1 : ~x = ~x01 + λ1 · ~u1g2 : ~x = ~x02 + λ2 · ~u2
 ~x =
 124
 + λ1
 123
 ; ~x =
 511
 + λ2
 211
 Zwei Geraden im Raum besitzen nur dann einen Schnittpunkt,wenn sie in einer Ebene liegen und nicht parallel sind.
 Kriterium: Spatprodukt = 0 ! [~u1, ~u2, (~x02 − ~x01)] =
 ∣∣∣∣∣∣1 2 32 1 14 −1 −3
 ∣∣∣∣∣∣ = 0
 Das Gleichsetzen der beiden Parameterdarstellungen ergibt einlineares Gleichungssystem fur die beiden Parameter. 124
 + λ1
 123
 =
 511
 + λ2
 211
 1 −2 42 −1 −13 −1 −3
 ∼
 1 −2 40 1 −30 0 0
 λ1 = −2λ2 = −3 ~s =
 124
 + (−2)
 123
 =
 −1−2−2
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 29
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Schnitt dreier Ebenen
 Die drei Ebenen werden durch drei lineare Gleichungenreprasentiert. Die Suche nach einem Schnittpunkt lauft auf dieDiskussion dieses Gleichungssystems hinaus.
 eindeutige Losung:Ebenen in allgemeiner Lage habeneinen Schnittpunkt
 einparametrige Losung:Bundel von drei Ebenen um eineGerade
 keine Losung:eine Ebene ist parallel zur Schnitt-gerade der beiden anderen Ebenenoder alle drei Ebenen sind parallel.
 E1 : x1 + 2x2 + x3 = 3E2 : 4x1 − x2 + 2x3 = 3E3 : x1 + x2 + 7x3 = −2
 1 2 1 34 −1 2 31 1 7 −2
 . . .
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Abstand Punkt – Ebene; Lotfußpunkt
 Die Gerade durch den Punkt P mitdem Richtungsvektor ~n schneidet dieEbene im Lotfußpunkt L. Der AbstandPunkt-Lotfußpunkt ergibt auch denAbstand Punkt – Ebene.
 E : x1 + 2x2 + x3 = 3 ; P(3|5|2)
 d = | ~LP| = 2√
 6x1
 x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 L
 ~l
 P
 ~n
 ~p
 g ⊥
 ~n
 E
 g⊥ : ~x =
 352
 + λ
 121
 ⇐⇒x1 = 3 + λx2 = 5 + 2λx3 = 2 + λ
 (3 + λ) + 2(5 + 2λ) + (2 + λ) = 3 λ = −2
 ~l =
 352
 − 2
 121
 =
 110
 ~LP =
 352
 − 1
 10
 =
 242
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Abstand Punkt – Gerade I
 Die Ebene ⊥ g durch den Punkt P schnei-det die Gerade in L.Der Abstand PL ergibt auch den AbstandPunkt – Gerade.
 P(1|1|6)
 g : ~x =
 211
 + λ
 123
 E⊥ : 1x1+2x2+3x3 = 1 · 1 + 2 · 1 + 3 · 6︸ ︷︷ ︸
 =21
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 x1
 x2
 x3
 ~p~l
 E⊥L
 ~u
 P
 g~x0
 x1 = 2 + λx2 = 1 + 2λx3 = 1 + 3λ
 (2 + λ) + 2(1 + 2λ) + 3(1 + 3λ) = 21 λ = 1
 ~l =
 211
 +
 123
 =
 334
 ; ~LP =
 116
 − 3
 34
 =
 −2−22
 ; d = |LP| = 2√3
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 32

Page 33
                        

GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Abstand Punkt – Gerade II
 Das Parallelogramm wird vom Rich-tungsvektor ~u der Geraden und vomVerbindungsvektor ~v = ~p − ~x0 auf-gespannt.Dabei gilt fur den Abstand d :
 d · |~u| = |~v × ~u|
 d =|~v × ~u||~u| =
 √29√6
 ~x0
 ~u
 ~pP
 g
 d
 ~v
 g : ~x =
 101
 + λ
 11−2
 ; P(0|2|−1)
 ~v =
 02−1
 − 1
 01
 =
 −12−2
 ; ~v × ~u =
 ∣∣∣∣∣∣~e1 ~e2 ~e3−1 2 −21 1 −2
 ∣∣∣∣∣∣ = 2
 43
 |~v × ~u| =
 √4 + 16 + 9 =
 √29; |~u| =
 √1 + 1 + 4 =
 √6
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GrundsatzlichesProdukte
 Anwendungen in der Geometrie
 Darstellung von Ebene und GeradeGrundaufgaben
 Abstand Gerade – Gerade
 Die”Messrichtung“ des Abstands d
 erhalt man als Vektorprodukt von ~u1×~u2.Der Abstand ergibt sich als Projektiondes Verbindungsvektors ~v = ~x01 − ~x02auf die Richtung ~u1 × ~u2:
 d =|v · (~u1 × ~u2)||~u1 × ~u2|
 =| − 16|
 9x
 1
 x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 x1x2
 x3
 ~x02
 ~x01
 ~u2
 ~u1
 g2
 g1
 d~v
 ~u1 × ~u2
 g1 : ~x =
 110
 + λ
 14−3
 ; g2 : ~x =
 212
 + µ
 10−2
 ; ~v =
 212
 − 1
 10
 =
 102
 ~u1× ~u2 =
 ∣∣∣∣∣∣~e1 ~e2 ~e31 4 −31 0 −2
 ∣∣∣∣∣∣ = −8−1−4
 ; v · (~u1× ~u2) =
 102
 · −8−1−4
 = −16
 |~u1 × ~u2| =√64 + 1 + 16 = 9;
 Fakultat Grundlagen Vektorrechnung Folie: 34
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