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 �bersicht: wichtige Bestandteile der Lerneinheit
 1) Das Skript gibt dir kompakt die n�tigen Informationen und f�hrt dich in die
 Vektorgeometrie ein.
 2) Mit Hilfe der dynamischen Arbeitsbl�tter (zusammen mit den
 Arbeitsauftr�gen) kannst du experimentell die interessanten
 mathematischen Zusammenh�nge erkunden, oder sogar eigene
 Hypothesen auf ihre Richtigkeit �berpr�fen. Du musst nicht alle
 Arbeitsbl�tter durcharbeiten, nimm dir Zeit um eigene Fragen zu
 beantworten. Wenn du Begriffe oder Definitionen nicht verstehst, versuche
 mit Hilfe eines vorhandenen Arbeitsblattes dir Klarheit zu verschaffen.
 Diskutiere auch mit deinen Mitsch�lerinnen und Mitsch�lern. Hast du
 jeweils wichtige Erkenntnisse gewonnen, dann dokumentiere sie in deinem
 Lernjournal. Dies garantiert dir ein effizientes Lernen.
 3) Partnerinterviews. N�tze diese um mit deinen Mitsch�lern zu diskutieren.
 Lass dir Sachverhalte erkl�ren und vergleiche mit deinen Vorstellungen.
 Treten Unsicherheiten auf, formuliere Fragen oder benutze ein
 dynamisches Arbeitsblatt um dir Klarheit zu verschaffen. Dokumentiere
 jeweils den Lernprozess des Partnerinterviews in deinem Lernjournal.
 �bungenRepetitionstests
 4) �bungsaufgaben. N�tze diese um dich mit dem Stoff auseinander zu
 setzen. �berpr�fe dein Verst�ndnis immer wieder mit Hilfe der
 �bungsaufgaben. Falls dir der Einstieg in ein Problem nicht gelingt,
 diskutiere mit deinen Mitsch�lern oder formuliere eine Frage und diskutiere
 diese mit deinem Lehrer. Die �bungsaufgaben werden dir zeigen, wie weit
 dein mathematisches K�nnen (Wissen und Verst�ndnis) entwickelt ist. Sie
 werden dir auch zeigen, was du nochmals repetieren musst. Treten
 Unklarheiten auf, behebe sie! Falls du bei einer �bungsaufgabe etwas
 entdeckt hast, oder eine interessante L�sungsstrategie gefunden hast,
 halte diese in deinem Lernjournalfest.
 Dynamische Arbeitsbl�tter
 Partnerinterview
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 5) Repetitionstests. Hast du die Sache Verstanden? Die wichtigsten
 Definitionen im Kopf? Dann �berpr�fe deinen Wissenstand mit Hilfe eines
 Repetitionstests. Die Repetitionstests beinhalten wichtige Grundaufgaben,
 Definitionen und Verst�ndnisfragen. Die Bearbeitungszeit ist bewusst sehr
 knapp gehalten, da diese Aufgaben von dir schnell und sicher gel�st
 werden m�ssen. Treten Probleme auf, �berspringe die Aufgabe und
 analysiere diese bei der Nachbearbeitung des Tests. So wirst du am
 meisten von den Repetitionstests profitieren!
 6) Wende das Konzept des dialogischen Mathematikunterrichts an um
 Mathematik zu betreiben, nur so wirst du sie verstehen.
 Hast du das Verst�ndnis erworben, kannst du die Mathematik dazu
 ben�tzen, um Probleme zu analysieren und zu l�sen. Studiere das
 Konzept des dialogischen Mathematikunterrichts auf der folgenden Seite.
 Im Unterricht lernen wir, wie Probleme gel�st werden k�nnen. Dieser
 eindimensionale Unterricht ist in obenstehender Figur auf der Horizontalen als
 regul�re Schnellverbindung dargestellt. Die vertikale Dimension der Dialog,
 soll durch einen Austausch von Gedanken in einem Dreischritt Ich, Du, Wir
 den Unterricht zweidimensional gestalten. So wird f�r dich erfahrbar, wie all
 die Definitionen und Gesetze letztlich ein Resultat eines Dialogs sind, also als
 ausgehandelte Wir – Positionen verbindliche Spielregeln markieren. Der
 Computer dient dir als Werkzeug, um den Dialog zu unterst�tzen. Dynamische
 Arbeitsbl�tter sollen dir Helfen Mathematik zu treiben und letztlich, beim
 Bearbeiten von Problemen, die Mathematik zu verstehen.
 7) Das Lernjournal oder Lerntagebuch ist der wichtigste Bestandteil zu
 erfolgreichen Lernen! Lese dazu auf Seite IX.
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 Dialogischer Mathematikunterricht
 Quelle
 Peter Gallin, Urs Ruf, Dialogisches Lernen in Sprache und Mathematik
 Das Konzept des dialogischen Mathematikunterrichts beinhaltet den
 Dreischritt „Ich, Du, Wir“. Er zeigt einen Weg auf, wie das Lernen und Arbeiten
 im Mathematikunterricht organisiert und strukturiert werden kann, um
 individuelle Lernprozesse m�glichst wirksam und nachhaltig anzuregen.
 ICH – Phase
 Du musst dich immer zuerst selber auf den Weg machen. Es geht hier nicht in
 erster Linie um Richtig oder Falsch, sondern um deinen ganz pers�nlichen
 Dialog mit dem Stoff. Nimm dir Zeit, lass dich nicht hetzen,
 verweile so lange beim Auftrag, bis du sp�rst, wer du bist und was der Stoff
 von dir will.
 DU – Phase
 Um Fortschritte zu machen, brauchst du Gespr�chspartner.
 Gespr�chspartner sind keine Besserwisser, sondern Menschen, die dir ihr Du
 entgegensetzen und dir erz�hlen, wie sie die Sache sehen und anpacken.
 Beim Austausch mit anderen erweiterst du deinen Horizont.
 Du kannst deine Ideen mit den Ideen anderer vergleichen und merkst dabei,
 was alles man auch anders machen k�nnte.
 WIR – Phase
 Erst wenn du ein Fachgebiet kreuz und quer erkundet hast, erst wenn du
 deine pers�nlichen Lernwege mit den Wegen und Irrwegen anderer verglichen
 hast, kannst du verstehen und w�rdigen, warum es Fach-leute so und nicht
 anders machen. Menschen, die sich lange und intensiv mit der gleichen
 Sache befassen, entdecken nach und nach ein gemeinsames Wir. Das ist in
 einer Schulklasse nicht anders als in der Wissenschaft.
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 Ein eigenes Lerntagebuch anlegen!
 "Doch nicht im Matheunterricht, was bringt denn das?" - Lies erst mal weiter!
 Die IdeeLege ein "Tagebuch" �ber den Mathematikunterricht an, das folgende Aspekte
 enthalten kann:
 Pers�nliche Anmerkungen. Was du verstehst, was du noch nicht verstanden hast. Was du bei einem Thema dazugelernt hast. Was dir
 zu einem Thema erw�hnenswert erscheint. Selbstbeobachtungen und
 Lernerfahrungen. Du k�nntest beschreiben, wie es dir gelingt,
 jemandem ein Thema zu erkl�ren.
 Stelle zu den Unterrichtsthemen eigene Fragen und bet�tige dich als
 Forscher im Finden von Antworten. Experimentiere und stelle
 Vermutungen auf! Entdecken macht mehr Spass als Nachmachen!
 Ideenb�chlein, schreibe alle Ideen auf, die du beim L�sen von
 mathematischen Problemen gebrauchen kannst. Fasse diese zu
 L�sungsprinzipien zusammen und analysiere Aufgabentypen, auf die
 du diese Prinzipien anwenden kannst.
 S�ndenb�chlein, schreibe alle deine gemachten Fehler auf und
 versuche sie zu analysieren. Warum habe ich den Fehler gemacht,
 gegen welche Regeln habe ich verstossen, wie kann ich sicher sein,
 dass ich den Fehler nicht wieder mache!
 Das Tagebuch kann auch deine Gedanken zu Problemen, die du mit
 dem Unterrichtsstil und dem Lernen allgemein hast, enthalten.
 Alles, was zu einem aktuellen Thema von Bedeutung sein k�nnte.
 Sammle (und kommentiere) Zeitungsausschnitte und andere Unterlagen zum aktuellen Thema, zu fr�heren Themen, stelle
 herausfordernde Fragen, kn�pfe Verbindungen zwischen dem
 Unterrichtsthema und eigenen Lebenserfahrungen.
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 Ein gutes Tagebuch
 . . . beantwortet Fragen, wirft neue Fragen auf, so dass sichtbar wird, dass du
 dich einige Zeit mit dem Thema besch�ftigt hast.
 . . . soll auch den Nachweis eigener Gedanken bringen. Versuche dich klar
 auszudr�cken, formuliere die Fragen, die du beantwortest.
 . . . gibt auch Zusammenfassungen von Gespr�chen und �berlegungen
 im Unterricht wieder. Ideen anderer Personen sollen als solche
 gekennzeichnet sein.
 . . . gibt eine periodische Arbeitsr�ckschau. Besonders sch�n w�ren
 schriftliche Zusammenfassungen wesentlicher Aspekte einer Thematik
 bzw. eigener �berlegungen in Form von Dossiers.
 O.K. Und was geschieht damit?
 Du kannst die eigenen Tagebucheintragungen mit denen anderer
 vergleichen, siehst dabei wie andere denken und welche Ideen sie
 haben. Vielleicht haben andere die Dinge, die f�r dich besonders
 schwer waren, besonders gut und verst�ndlich erkl�rt.
 Das F�hren eines Tagebuchs bedeutet nat�rlich M�he. Du hast mit
 diesem Tagebuch nat�rlich direkt eine ganz auf dich pers�nlich
 zugeschnittenes - aber selbst erstelltes Schulbuch - zwar nicht mit
 neuen Aufgaben (daf�r gibt es das normale Schulbuch) - aber daf�r
 mit einigen Musterl�sungen und weiteren Tipps.
 Du kannst dem Mathelehrer dein Tagebuch zum Lesen geben.
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 Anleitung : Lerntagebuch1. Warum soll ein Lerntagebuch gef�hrt werden?Das Lerntagebuch soll kein besseres Hausaufgabenheft sein, sondern es soll dir helfen, den roten Faden im Unterricht und bei deiner selbst�ndigen Arbeit nicht zu verlieren. Im Lerntagebuch sollst du notieren, welche neuen Inhalte du erarbeitet oder in der Unterrichtsstunde gelernt hast. Ausserdem sollst du dort erl�utern, wie du deinen Lern –Arbeitsprozess strukturieren willst.
 2. Anleitung zur �usseren FormDein Lerntagebuch sollte ein etwas dickeres Heft im DINA4- Format sein. Am Ende jeder Unterrichtsstunde bzw. noch am gleichen Tag zu Hause vor der Bearbeitung der Hausaufgaben solltest du eine Eintragung machen.Es ist hilfreich, wenn du zwei Farben benutzt. So kannst du neue Inhalte in einer Farbe gestalten und offene Fragen oder Probleme, die du noch hast, oder auch die Planung von weiteren Arbeitsprozessen in einer anderen Farbe gestalten.
 3. FragestellungenBei deinen Eintragungen solltest du versuchen, einige der folgenden Fragestellungen zu ber�cksichtigen.
 3.1. Inhaltea) Was war das Thema der Stunde? Was konntest du da lernen? (Vergiss das Datum nicht!)b) Wusstest du schon etwas �ber das Thema?c) Wurden neue Begriffe eingef�hrt (Definitionen)? In welchem Zusammenhang stehen diese
 neuen Begriffe mit bereits bekannten Begriffen? Versuche eine Mindmap zu erstellen.d) Ist dir etwas nicht klar geworden? Wenn ja, dann formuliere eine Frage, die du deinen
 Mitsch�lern oder deinem Lehrer stellen willst.e) Gab es verschiedene L�sungswege? Hast du andere Ideen zur L�sung gehabt?
 3.2. Planung von Arbeitsprozessena) Versuche das Problem (die Aufgabe) mit eigenen Worten zu formulieren.b) �berlege dir eine L�sungsstrategie.c) In welchen Schritten willst du vorgehen?d) L�sst sich die Aufgabe arbeitsteilig l�sen?e) Werden zus�tzliche Hilfsmittel (Lexika, Fachb�cher, Computer) ben�tigt?f) Erstelle dir gegebenenfalls einen Arbeitsplan oder eine Mindmap.
 3.3. Reflexion deiner Arbeita) Welche Schwierigkeiten sind bei der L�sung aufgetreten?b) Warum bist du nicht weiter gekommen? Versuche eine Frage zu formulieren, die du den
 Kursmitgliedern stellen k�nntest.c) An welchen Stellen hast du etwas f�r dich Neues gelernt? Hattest du Aha Erlebnisse?d) Bist du mit deiner Arbeit zufrieden?e) Hast du dein Arbeitsziel in dieser Stunde erreicht? Wenn nicht, woran lag es?f) Wie hast du dich in dieser Stunde im Unterricht oder in der Gruppenarbeit beteiligt?
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 Aufbau der Lerneinheit, �berblick dynamische Arbeitsbl�tter
 Wichtig: Empfohlene Bildschirmaufl�sung 1280 x 1024 f�r die Arbeitsbl�tter!!!
 Kapitel 1 Einf�hrungMit Hilfe der trigonometrischen Funktionen k�nnen periodische Vorg�nge der
 Natur modelliert werden. Die Bedeutung dieser Funktionen geht weit �ber die
 Geometrie hinaus.
 Dynamische Arbeitsbl�tter Kapitel 1Definition_Bogenmass (Seite 5)
 Um in der Technik mit den trigonometrischen Funktionen arbeiten zu k�nnen,
 brauchen wir das Bogenmass. Befasse dich mit der Definition und versuche
 dann mit eigenen Worten zu erkl�ren, was das Bogenmass ist.
 Kapitel 2 Trigonometrie am rechtwinkligen DreieckMotiviert einen Zusammenhang zwischen Winkeln und Strecken zu finden,
 untersuchen wir Zuordnungen zwischen Winkeln und Seitenverh�ltnissen im
 rechtwinkligen Dreieck.
 Dynamische Arbeitsbl�tter Kapitel 2Seitenverh�ltnisse im rechtwinkligen Dreieck (Seite 7)
 Du untersuchst Eigenschaften von formgleichen (�hnlichen) rechtwinkligen
 Dreiecken. Es geht darum eine Zuordnung Winkel Seiten (bzw.
 Seitenverh�ltnisse) zu finden.
 Definition_TrigoFunk am rechtwinkligenDreieck (Seite 7)
 Du lernst die Definition der drei wichtigsten Winkelfunktionen am
 rechtwinkligen Dreieck kennen.
 Kosinussatz als Fl�chensatz (Seite 12)
 Der Kosinussatz wird zwar erst im Kap. 4 behandelt. Wir k�nnen ihn aber
 schon hier als Verallgemeinerung des Pythagoras begreifen.
 Kapitel 3 Definition am EinheitskreisIm Hinblick auf die Anwendungen der trigonometrischen Funktionen in der
 Technik, l�sen wir uns vom rechtwinkligen Dreieck und ben�tzen zur
 Definition den Einheitskreis in einem Koordinatensystem. Nat�rlich �bertragen
 wir die Definitionen, die wir am rechtwinkligen Dreieck erarbeitet haben. Wir
 m�ssen nur die Dreiecksseiten durch Koordinaten (diese k�nnen auch negativ
 sein!) ersetzen.
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 Dynamische Arbeitsbl�tter Kapitel 3Definition_sin_cos_am Einheitskreis [ 0 bis 90 ] (Seite 14)
 Damit wir sp�ter die Winkelfunktionen auf beliebige Winkel verallgemeinern
 k�nnen, legen wir das rechtwinklige Dreieck in den Einheitskreis.
 Sinus und Kosinus sind nun Koordinaten eines Punktes P auf dem
 Einheitskreis.
 Definition_tan_am Einheitskreis [ 0 bis 90 ] (Seite 14)
 Der Tangens ist dann die y – Koordinate eines Punktes auf dem
 Tangenstr�ger.
 Arbeitsbl�tter zu den Funktionsgraphen 0 bis 90 Grad
 Zus�tzlich zur Darstellung der Winkelfunktionen am Einheitskreis,
 ist die Darstellung als Funktionsgraph sehr n�tzlich. Wir k�nnen hier die
 Winkelfunktionen im Bereich 0 bis 90 Grad darstellen.
 F�r das Arbeiten mit den trigonometrischen Funktionen in der Praxis sind
 beide Darstellungen erforderlich! Mache dir die Zusammenh�nge der beiden
 Darstellungen bewusst und versuche sie visuell in deinem Kopf
 abzuspeichern, so dass du sie jederzeit abrufen kannst.
 sin_ 0bis90_Funktionsgraph (Seite 14)
 cos_ 0bis90_Funktionsgraph (Seite 15)
 sin und cos_0bis90_Funktionsgraph (Seite 15)
 tan_ 0bis90_Funktionsgraph (Seite 16)
 sin_cos_tan_ 0bis90_Funktionsgraph (Seite 17)
 Arbeitsbl�tter zur Erweiterung der Definition der Winkelfunktionen und zu den Funktionsgraphen 0 bis 360 Grad
 Nun sind wir in der Lage die trigonometrischen Funktionen auf Winkel
 zwischen 90 bis 360 Grad zu erweitern. Nach der Bearbeitung der
 Arbeitsbl�tter solltest du in der Lage sein, die Zusammenh�nge mit Hilfe einer
 Skizze jederzeit abrufen zu k�nnen!
 Definition TrigoFunktion am Einheitskreis [ 90 bis 360 ] (Seite 19)
 sin_0bis360_Funktionsgraph (Seite 24)
 cos_0bis360_Funktionsgraph (Seite 24)
 sin_cos_0bis360_Funktionsgraph (Seite 25)
 tan_0bis360_Funktionsgraph (Seite 25)
 sin_cos_tan_0bis360_Funktionsgraph (Seite 26)
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 Eigenschaften_Sinus (Seite 26)
 Eigenschaften_Kosinus (Seite 26)
 Eigenschaften_Sinus und Kosinus (Seite 27)
 Arbeitsbl�tter zu den Umkehrfunktionen
 Wie wir bei den Dreiecksberechnungen gesehen haben erhalten wir als
 Resultat einer Rechnung oft den Funktionswert einer trigonometrischen
 Funktion und sollten nun den Winkel bestimmen. Obwohl diese Rechnung
 durch den Taschenrechner �bernommen wird, m�ssen wir uns hier mit den
 Umkehrfunktionen auseinandersetzen. Periodische Funktionen k�nnen
 n�mlich nicht auf dem ganzen Definitionsbereich umgekehrt werden. Dies hat
 Konsequenzen, �ber die wir unbedingt Bescheid wissen m�ssen! In den
 folgenden Arbeitsbl�ttern wirst du dich mit diesem Problem befassen.
 sin_Einschr�nkung Definitionsbereich (Seite 32)
 arcsin_Umkehrfunktion (Seite 32)
 cos_Einschr�nkung Definitionsbereich (Seite 32)
 arccos_Umkehrfunktion (Seite 32)
 arctan_Umkehrfunktion (Seite 32)
 Kapitel 4 Berechnungen am beliebigen Dreieck Den Kosinussatz hast du schon kennen gelernt (siehe Arbeitsblatt
 Kosinussatz als Fl�chensatz Seite 12)
 Nun kommt noch der Sinussatz dazu. In diesem Kapitel wirst du vor allem
 �bungsaufgaben mit Anwendungen zu den beiden S�tzen l�sen.
 Grundlegend dazu ist die Analyse eines Problems mittels einer Skizze. Da du
 schon recht viel Mathematik kannst, er�ffnen sich f�r dich L�sungsprinzipien,
 die dir helfen, den Zugang zu komplexen Problemstellungen einfach zu finden.
 Dazu erh�ltst du in diesem Kapitel einige wichtige Tipps! Dokumentiere alle
 Zusammenh�nge, denen du w�hrend deinem �ben begegnest. Tausche
 deine Erkenntnisse auch mit deinen Mitsch�lern aus! Versuche
 Aufgabentypen zu klassifizieren, f�r welche dir bestimmte L�sungsstrategien
 zur Verf�gung stehen.
 Dynamische Arbeitsbl�tter Kapitel 4Sinussatz_zweite L�sung (Seite 43)
 Bei der Anwendung des Sinussatzes ist Vorsicht geboten. Eine m�gliche
 zweite L�sung kann dir der Taschenrechner nicht geben!
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 Kapitel 5 Allgemeine SinusfunktionWir konzentrieren uns auf die Untersuchung der Sinusfunktion. Die
 erarbeiteten Eigenschaften und Zusammenh�nge werden dir die T�r
 zur Welt der Technik und der Natur �ffnen. Dein unerm�dlicher Einsatz
 im Streben nach Verst�ndnis wird hier belohnt. In einigen
 Anwendungen wirst du erleben, wie dir die Mathematik die M�glichkeit
 gibt, Vorg�nge aus dem Alltag modellhaft zu beschreiben und damit ein
 tieferes Verst�ndnis f�r die Ph�nomene zu gewinnen.
 Dynamische Arbeitsbl�tter Kapitel 5Arbeitsbl�tter zu den Funktionstransformationen
 Untersuche die Effekte der vier Parameter. Diese werden in den
 Anwendungen bestimmte Bedeutungen erhalten. Vielleicht gelingt es
 dir schon jetzt einige Zusammenh�nge zu vermuten.
 a_b_c_d_Sinusfunktion (Seite 52)
 a_b_c_d_Kosinusfunktion(Seite 52)
 a_b_c_Sinus und Kosinusfunktion (Seite 52)
 Arbeitsbl�tter zur harmonischen Schwingung
 Die harmonische Schwingung ist grundlegend zur Beschreibung der
 Ph�nomene in der Technik und der Natur. Hier kannst du das Gelernte
 anwenden und Zusammenh�nge die du mathematisch erkennst in die
 Praxis �bertragen.
 Kreisfrequenz_harmonischeSchwingung (Seite 58)
 zweiPunkte_harmonischeSchwingung (Seite 58)
 Nullphase_harmonischeSchwingung (Seite 60)
 sinus_Polynom (Seite 70)
 Hier kannst du erleben, wie dein Taschenrechner die Sinuswerte berechnet.
 Excel – Tabelle zur Darstellung des Biorhythmus
 Anwendungen aus dem Internet
 Akustik: Lerneinheit Musik und Mathematik
 Animationen zu Schwingungsph�nomenen
 Graphische Modellbildung mit dem Programm DynaSim
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 1 Einf�hrung1.1 Warum Trigonometrie?
 Die Trigonometrie (griechisch „Dreiecksmessung“) besch�ftigt sich mit der
 Berechnung von Seiten und Winkeln in einem Dreieck.
 Dar�ber hinaus wird sie aber auch in nichtgeometrischen Gebieten vielf�ltig
 angewendet.
 1.1.1 Zusammenhang Streckenl�nge und Winkel
 Bis jetzt kennen wir in der Geometrie S�tze, die Aussagen �ber nur Winkel
 oder nur Strecken machen.
 Beispiele f�r geometrische S�tze
 Dreieckswinkel
 Innenwinkelsumme: 0180
 Aussenwinkelsatz: '
 Strecken im rechtwinkligen Dreieck
 Pythagoras: 2 2 2a b c
 H�hensatz: 2h p q
 Sind drei Gr�ssen eines Dreiecks bekannt, so kann dieses mit Zirkel und
 Lineal konstruiert werden. Ziel der Trigonometrie ist es, ein Dreieck aus
 beliebigen drei St�cken zu berechnen, z.B. aus zwei Dreiecksseiten und
 einem Winkel k�nnen alle anderen St�cke des Dreiecks berechnet werden.
 Dazu brauchen wir geometrische S�tze, die Strecken und Winkel enthalten.
 Wir werden sehen, dass es zwischen Winkeln und Strecken keinen direkten
 Zusammenhang gibt, dass wir aber im rechtwinkligen Dreieck eine Zuordnung
 zwischen Winkeln und Seitenverh�ltnissen definieren k�nnen. Diese
 Zuordnungen werden wir Winkelfunktionen (trigonometrische Funktionen)
 nennen.
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 1.1.2 Bedeutung in der Technik
 Die trigonometrischen Funktionen spielen in der Technik und dort vor allem
 zur Beschreibung von periodischen Vorg�ngen eine bedeutende Rolle. Ihre
 Urspr�nge reichen sehr weit zur�ck und im Gegensatz zu anderen Funktionen
 liegen ihre Wurzeln deutlich im geometrischen Bereich. Unsere Einf�hrung in
 die trigonometrischen Funktionen wird ihrer geometrischen Herkunft
 Rechnung tragen. Die elektromagnetischen Ph�nomene (siehe Bild Seite 4),
 die unseren Alltag pr�gen, lassen sich alle mit dem Modell der
 trigonometrischen Funktionen einheitlich beschreiben (Schwingungen und
 Wellenausbreitung). Wellen k�nnen durch ihre Wellenl�nge , ihre Frequenz f
 und ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit c beschrieben werden. Dabei besteht
 bei allen Wellen zwischen diesen drei Gr�ssen der Zusammenhang: c f .
 Die Ausbreitungsgeschwindigkeit f�r eine elektromagnetische Welle (z.B.
 Licht) betr�gt in Luft 8 1c 3 10 ms . In der modernen Physik werden die
 Wellen auch als Energiepakete (Teilchen, Quanten, Photonen) beschrieben:
 E h f , wobei 15h 4,14 10 eVs das Plancksche Wirkungsquantum ist.
 Die heutige Theorie der Materie und ihrer Wechselwirkungen wird durch die
 Quantenphysik beschrieben, die als wesentliches Prinzip den sogenannten
 Welle – Teilchen Dualismus beinhaltet.
 Eine eindimensionale nach rechts laufende Sinus – Welle kann durch die
 Funktion m2y x,t y sin x c t
 beschrieben werden.
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/emwelle.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/emwelle.htm
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 Die elektrische Energie ist heute aus der Technik und dem allt�glichen Leben
 nicht mehr wegzudenken. Durch das Induktionsgesetz k�nnen mittels
 Generatoren Wechselspannungen erzeugt werden.
 http://www.walter-fendt.de/ph14d/generator.htm
 Leider bringen die Erungenschaften der Technik immer auch Nachteile mit
 sich. Probleme wie Elektrosmog, Treibhauseffekt (IR – Strahlung), Ozonloch
 (UV – Strahlung) und Radioaktivit�t (Gammastrahlung) sind heute
 ernstzunehmenden Bedrohungen f�r unser Leben geworden.
 Mathematische Modelle k�nnen uns Zusammenh�nge aufzeigen und uns bei
 einem ganzheitlichen Systemdenken behilflich sein. Dazu geh�rt auch die
 Einsicht, dass die komplex vernetzten Probleme in der Praxis nicht nur durch
 einseitiges technisches Denken und Handeln zu l�sen sind, genauso wie die
 Einsicht, dass fundierte Kenntnisse der Naturwissenschaften beim Suchen
 nach optimalen Kompromissen unerl�sslich sind.
 http://www.walter-fendt.de/ph14d/generator.htm
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 1.2 Das BogenmassDie in der Dreieckslehre �bliche Methode, Winkel in Graden zu messen, ist f�r
 unsere Zwecke ungeeignet. Ein geeignetes Mass, Winkel durch Zahlen und
 nicht durch Grade, zu messen, ist das Bogenmass. Die Grundidee liegt dabei
 in der Beobachtung, dass jeder Winkel, im Mittelpunkt eines vorgelegten
 Kreises angetragen, einen Ausschnitt des Kreisesbogens liefert. Da allerdings
 ein Winkel bei verschieden grossen Kreisen unterschiedliche grosse B�gen
 ausschneidet, ist eine Festlegung auf einen bestimmten Kreis zwingend. Zur
 Winkelmessung durch B�gen werden wir daher stets einen Kreis mit Radius 1
 und Mittelpunkt im Ursprung des
 Koordinatensystems zugrunde legen,
 den sog. Einheitskreis.
 Jedem gem�ss nebenstehender
 Skizze eingetragenem Winkel
 kommt nun neben seinem
 (orientierten) Gradmass auch sein
 (orientiertes) Bogenmass
 b , d.h.
 die L�nge des von ihm
 ausgeschnittenen Bogens, zu. Dabei
 bezieht sich der Zusatz "orientiert" auf
 die Vereinbarung, dass im
 Gegenuhrzeigersinn (wie in der
 Skizze) eingezeichnete Winkel positive
 Masszahlen haben, und Winkeln, die
 im Uhrzeigersinn eingetragen sind, negative Masszahlen zukommen.
 1.2.1 Dynamisches Arbeitsblatt Bogenmass
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Definition_BogenmassZeit: 10 Minuten
 1.2.2 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Seite 46 : Aufgaben 174 – 178 das Bogenmass
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 1.2.3 Partnerinterview Bogenmass
 Partnerinterview TrigonometrieBogenmassZeit: 10 Minuten
 Frage 1: Wie ist das Bogenmass definiert? Erkl�re anhand einer Figur!
 Frage 2: Wie lassen sich Winkel im Gradmass ins Bogenmass umrechnen?
 Entwickle eine Umrechnungsformel. Benutze dazu die Definition des Bogenmasses und den Dreisatz. Teste deine Formel f�r einige spezielle Winkel!
 Frage 3: Wie lautet die Formel zur Berechnung einer Bogenl�nge und eines Kreissektors f�r einen gegebenen Winkel und einen Kreis mit Radius r?
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 2 Trigonometrie am rechtwinkligen DreieckGrundlage aller Berechnungen ist das rechtwinklige Dreieck. Jedes andere
 Dreieck k�nnen wir durch zeichnen einer H�he in zwei rechtwinklige Dreiecke
 zerlegen.
 2.1 Definition am rechtwinkligen DreieckUntersuche den Zusammenhang zwischen den Seitenverh�ltnissen und den
 Winkeln in rechtwinkligen Dreiecken.
 2.1.1 Dyn. Arbeitsblatt Seitenverh�ltnisse rechtwinkliges Dreieck
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra: Seitenverh�ltnisse im rechtwinkligen DreieckZeit: 10 Minuten
 Im rechtwinkligen Dreieck besteht ein Zusammenhang zwischen Winkeln und
 Seitenverh�ltnissen. Ein Winkel im rechtwinkligen Dreieck wird durch ein
 Seitenverh�ltnis eindeutig bestimmt. Und umgegkehrt gilt: Wenn ein Winkel
 gegeben ist, sind die Seitenverh�ltnisse eindeutig bestimmt. Es gilt: Das
 Verh�ltnis zweier Seiten am rechtwinkligen Dreieck ist eine Funktion des
 Winkels. Diese Zuordnungen ergeben die trigonometrischen Funktionen.
 2.1.2 Dyn. Arbeitsblatt Definition der trigonometrischen Funktionen
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra: Definition_TrigoFunk am rechtwinkligenDreieck Zeit: 15 Minuten
 Definition der trigonometrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieck (3
 Winkelfunktionen gen�gen f�r die praktische Arbeit):
 Gegenkathetesin( )Hypotenuse
 Ankathetecos( )Hypotenuse
 Gegenkathetetan( )Ankathete
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 Zur Information: Die anderen m�glichen Verh�ltnisse definieren den Sekans,
 Kosekans und den Kotangens.
 Hypotenuse Hypotenuse Ankathetesec( ) ; csc( ) ; cot( )Ankathete Gegenkathete Gegenkathete
 PartnerinterviewSinus Kosinus Tangens rechtwinkliges DreieckZeit: 10 Minuten
 Frage 1: Wie lauten die Verh�ltnisse f�r die folgenden Winkelfunktionen? Ermittle aus der nebenstehenden Figur:
 sin( ) cos( )
 tan( ) cos( )
 tan( ) sin( )
 Frage 2: Welche Winkel geh�ren zu den folgenden Verh�ltnissen?
 Erg�nze den Winkel (siehe Figur oben):
 h tan( )u ;
 h sin( )m ;
 h cos( )m ;
 v sin( )n
 Diskutiere folgende Aussagen.
 Ein Sinuswert kann nicht �ber 1 liegen.
 Die Sinuswerte nehmen zu, wenn von 00 bis 090 zunimmt.
 Ein Tangenswert kann niemals �ber 1 liegen.
 Ein Kosinuswert kann �ber 1 liegen.
 Die Kosinuswerte nehmen zu, wenn von 00 bis 090 zunimmt.
 Der Tangens ist 1, wenn 045 ist.
 Anwendung
 Ein Ballon ist mit einem 300m langen Seil mit dem Erdboden verbunden. In welcher H�he befindet sich der Ballon, wenn windbedingt das Seil einen Winkel von 700 mit dem Erdboden bildet?
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 Merke: Zentrale Entdeckung der Trigonometrie
 Die Beherrschung der Verh�ltnisse am rechtwinkligen Dreieck sind
 fundamental. Durch sie lassen sich die Verh�ltnisse an beliebigen Dreiecken
 ableiten. Mit Hilfe des Einheitskreises k�nnen die Definitionen am
 rechtwinkligen Dreieck auf beliebige Winkel erweitert werden.
 2.1.3 Spezielle Dreiecke
 Mit Hilfe von speziellen Dreiecken lassen sich die trigonometrischen
 Funktionen f�r spezielle Winkel exakt berechnen.
 30o – 60o – 90o Dreieck (halbes geleichseitiges Dreieck)
 45o – 45o – 90o Dreieck (halbes Quadrat)
 Damit lassen sich f�r die Winkel 30o , 45o und 60o die Seitenverh�ltnisse
 berechnen.
 F�r die Winkel 15o und 22,5o lassen sich die trigonometrischen Funktionen
 auch exakt berechnen. �berlege wie?
 2.1.4 Partnerinterview spezielle Winkel im rechtwinkligen Dreieck
 PartnerinterviewTrigo_spezielle Winkel im rechtwinkligen DreieckZeit: 15 Minuten
 Frage 1: Wie kannst du die exakten Werte der Winkelfunktionen f�r die unten in der Tabelle aufgef�hrten Winkel ohne Taschenrechner berechnen?Berechne f�r die in unten stehender Tabelle aufgef�hrten Winkel die Werte mit Hilfe eines speziellen Dreiecks!
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 F�lle die Tabelle aus!030 045 060
 sin
 cos
 tan
 Frage 2: Was f�r Werte ergeben sich f�r die Winkel 00 und 090 . Da diese im rechtwinkligen Dreieck nicht vorkommen, �berlege dir die Verh�ltnisse mit Hilfe von „entarteten Dreiecken“ .
 0sin 0 0sin(90 )
 0cos 0 0cos(90 )
 0tan 0 0tan(90 )
 2.1.5 �bersicht Berechnungen
 Gegeben Gesucht Zusammenhang
 zwei Seiten dritte Seite Satz des Pythagoras
 zwei Winkel dritter Winkel Innenwinkelsumme
 Hypotenuse, Winkel beide Katheten Kosinus, Sinus
 Ankathete, Winkel Gegenkathete, Hypotenuse Tangens, Kosinus
 Gegenkathete, Winkel Ankathete, Hypotenuse Tangens, Sinus
 Beispiel 1: Gegeben: Hypotenuse c = 9,3 ; Winkel o26
 Gesucht: Katheten a und b
 asinc
 0a c sin 9,3 sin 26 4,1
 0bcos b c cos 9,3 cos 26 8,4c
 Beispiel 2: Gegeben: Hypotenuse c = 9,3 ; Kathete a = 3,1
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 Gesucht: Winkel
 asinc
 Wir kennen das Verh�ltnis a 3,1 1c 9,3 3 .
 Den Winkel erhalten wir mit dem
 Taschenrechner mit Hilfe der Umkehrfunktion arc sin x oder 1sin x
 1 0a 1arc sin sin 19,5c 3
 2.2 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 2.2.1 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Berechnungen am rechtwinkligen DreieckSeite 84 bis 89: Aufgaben 1 – 29
 2.2.2 Aufgaben mit Parametern
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Aufgaben mit ParameternSeite 89 bis 91: Aufgaben 30 – 44
 2.2.3 Fl�cheninhalt eines Dreiecks
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Fl�cheninhalt eines DreiecksSeite 96: Aufgaben 59 – 66
 2.2.4 Berechnungen am Kreis
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Berechnungen am KreisSeite 97 bis 100: Aufgaben 67 – 82

Page 26
                        
                        

Trigonometrie Theorie Seite - 12 -
 Lerneinheit Trigonometrie Theorie, Lernkontrollen, dynamische Experimentiervorlagen 2006 / BF
 2.3 Pythagoras f�r beliebige Dreiecke2.3.1 Pythagoras f�r rechtwinklige Dreiecke
 o90
 2 2 2c a b
 2.3.2 Pythagoras f�r spitzwinklige Dreiecke
 o90
 2 2 2c a b 2ab cos Kosinussatz
 2.3.3 Dynamisches Arbeitsblatt Kosinussatz als Fl�chensatz
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Kosinussatz als Fl�chensatzZeit: 15 Minuten
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 3 Definition am Einheitskreis3.1 Punkt P im ersten Quadrant
 Winkel o o0 ; 90 Wir betrachten rechtwinklige Dreiecke OBP, wobei die Ecke O im
 Koordinatenursprung, die Ecke B auf der x – Achse und die Ecke P auf dem
 Einkeitskreis liegen. F�r solche Dreiecke gilt:
 L�nge der Hypotenuse OP 1
 L�nge der Gegenkathete BP sin
 L�nge der Ankathete OB cos
 Die Koordinaten des Punktes P betragen: P cos / sin
 Wir erhalten ein weiteres rechtwinkliges Dreieck OCD, indem wir den Strahl
 OP mit der Tangente an den Einheitskreis im Punkt C (1/0) schneiden
 (Schnittpunkt D). F�r diese Dreiecke gilt:
 L�nge der Ankathete OC 1
 L�nge der Gegenkathete CD tan
 Tangenstr�ger
 Der Tangens liegt auf der Tangente an den Einheitskreis im Punkt C (1/0).
 Diese nennen wir Tangenstr�ger.
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 3.1.1 Dynamisches Arbeitsblatt Definition sin und cos am Einheitskreis
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra: Definition_sin_cos_am Einheitskreis [ 0 bis 90 ]Zeit: 10 Minuten
 Beziehung: F�r beliebige Winkel o o0 ; 90 gilt:
 2 2sin cos 1 (Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck OBP)
 3.1.2 Dynamisches Arbeitsblatt Definition tan am Einheitskreis
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Definition_tan_am Einheitskreis [ 0 bis 90 ]Zeit: 10 Minuten
 Beziehung: F�r beliebige Winkel o o0 ; 90 gilt:
 sintan
 cos
 (Strahlensatz mit Zentrum O)
 3.2 Funktionsgraph der Winkelfunktionen im 1. Quadrant
 Winkel o o0 ; 90 : Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck.
 Da im rechtwinkligen Dreieck ausser dem rechten Winkel nur spitze Winkel
 vorkommen, sind die trigonometrischen Funktionen bisher nur f�r spitze
 Winkel definiert.
 3.2.1 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_ 0bis90_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
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 3.2.2 Dynamisches Arbeitsblatt Cosinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: cos_ 0bis90_Funktionsgraph Zeit: 10 Minuten
 3.2.3 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus und Cosinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin und cos_0bis90_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
 Zusammenhang Sinus und Kosinus im rechtwinkligen Dreieck
 90 90
 asin cos cos 90c
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 3.2.4 Dynamisches Arbeitsblatt Tangens Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: tan_ 0bis90_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
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 3.2.5 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus, Kosinus und Tangens Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_cos und tan_ 0bis90_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
 Die Definitionen der trigonometrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieck
 lassen sich nun so erweitern, dass diese f�r beliebige Winkel definiert sind.
 Durch die Definition am Einheitskreis werden die Winkelfunktionen als
 Koordinaten des Punktes P cos / sin idefiniert. Im ersten
 Quadranten sind die Koordinaten x und y positiv. Eine erweiterte Definition
 erm�glicht, dass der Punkt P in einem beliebigen Quadranten liegt. Dabei
 gelten die gleichen Definitionen wie im 1. Quadrant, wobei jetzt die
 Koordinaten auch negativ sein k�nnen.
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 3.3 Erweiterung der Winkelfunktionen
 3.3.1 Punkt P im zweiten QuadrantWinkel o o90 ; 180
 3.3.2 Punkt P im dritten QuadrantWinkel o o180 ; 270
 3.3.3 Punkt P im vierten QuadrantWinkel o o270 ; 360
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 3.3.4 Dynamisches Arbeitsblatt Definition am Einheitskreis [ 90 bis 360 ]
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra: Definition TrigoFunktion Einheitskreis [90 bis 360]Zeit: 10 Minuten
 MERKE:
 WENN DU NICHT MEHR WEITER WEISST,
 DANN ZEICHNE DIR 'NEN EINHEITSKREIS !
 3.3.5 Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen
 1. Quadrant
 20 ;
 2. Quadrant
 2 ;
 3. Quadrant32;
 4. Quadrant32 ; 2
 sin + + – – cos + – – + tan + – + –
 3.3.6 Exakte Werte f�r spezielle Winkel [ 90 bis 360 ]
 0 12sin 150
 0 32cos 150
 0
 33
 3
 1 22
 13
 tan 150
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 3.3.7 Partnerinterview Definition der trigonometrischen Funktionen
 PartnerinterviewVorzeichen der trigonometrischen FunktionenZeit: 10 Minuten
 Frage 1: Wie sind sin , cos und tan am Einheitskreis definiert?
 Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen. F�lle die Tabelle aus!
 1. Quadrant0 00 ; 90
 2. Quadrant0 090 ;180
 3. Quadrant0 0180 ; 270
 4. Quadrant0 0270 ; 360
 sin
 cos
 tan
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 3.3.8 Partnerinterview exakte Werte f�r spezielle Winkel 90 bis 360
 PartnerinterviewExakte Werte f�r spezielle Winkel [ 90 bis 360 ]Zeit: 10 Minuten
 2. Quadrant: (F�lle die Tabelle aus!)
 0120 0135 0150 0180
 sin
 cos
 tan
 3. Quadrant: (F�lle die Tabelle aus!)
 0210 0225 0240 0270
 sin
 cos
 tan
 4. Quadrant: (F�lle die Tabelle aus!)
 0300 0315 0330 0360
 sin
 cos
 tan
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 3.3.9 Repetitionstest
 RepetitionstestWinkelfunktionenWas muss ich k�nnen?
 Ich kenne die Definition von Sinus, Cosinus und Tangens im
 Einheitskreis.
 Ich kann zu einem gegebenen Winkel die Vorzeichen der
 Winkelfunktionen ablesen.
 Ich kann f�r spezielle Winkel die exakten Werte f�r Sinus, Cosinus und
 Tangens am Einheitskreis berechnen.
 Ich verstehe, warum es zu einem gegebenen Sinus-, Cosinus- oder
 Tangenswert immer zwei m�gliche Winkel (zwischen 0� und 360�) gibt.
 12sin
 01 30 und
 02 150
 Allgemein:1
 02 180
 0sin sin 180
 Analog:
 12cos
 01 60 und
 0 02 60 300
 Allgemein:1
 2
 cos cos
 tan 1 0
 1 45 0
 2 225 Allgemein:
 1 0
 2 180
 0tan tan 180
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 3.3.10 Beziehungen durch �berlegung am Einheitskreis
 0sin 90 cos
 0cos 90 sin
 0 1tan 90
 tan
 Beispiel: 0cos 90 sin
 Dreieck DCO
 ist deckungsgleich mit
 Dreieck OAB
 0sin 180 sin
 0cos 180 cos
 0tan 180 tan
 sin sin
 cos cos
 tan tan
 Es gibt noch viele andere Beziehungen, die wir direkt am Einheitskreis
 ablesen k�nnen, welche aber nicht alle aufgef�hrt werden.
 Zum Beispiel : 0cos 270 sin
 Diese Beziehungen k�nnen auch mit Hilfe der Funktionsgraphen �berlegt
 werden!
 3.3.11 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Definition der Winkelfunktionen f�r beliebige WinkelSeite 102 bis 103: Aufgaben 84 – 94
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 3.4 Funktionsgraph der Winkelfunktionen3.4.1 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_0bis360_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
 3.4.2 Dynamisches Arbeitsblatt Kosinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: cos_0bis360_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
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 3.4.3 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus und Kosinus Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_cos_0bis360_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
 3.4.4 Dynamisches Arbeitsblatt Tangens Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: tan_0bis360_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
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 3.4.5 Dynamisches Arbeitsblatt Sinus, Kosinus und Tangens Funktion
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_cos_tan_0bis360_FunktionsgraphZeit: 10 Minuten
 3.5 Eigenschaften der Winkelfunktionen3.5.1 Dynamisches Arbeitsblatt Eigenschaften Sinus
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Eigenschaften_SinusZeit: 10 Minuten
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 3.5.2 Dynamisches Arbeitsblatt Eigenschaften Kosinus
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Eigenschaften_KosinusZeit: 10 Minuten
 3.5.3 Dynamisches Arbeitsblatt Eigenschaften Sinus und Kosinus
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Eigenschaften_Sinus und KosinusZeit: 10 Minuten
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 3.5.4 �berblick: Eigenschaften Sinus – Kosinus – und Tangensfunktion
 Winkelfunktion Sinusfunktion Kosinusfunktion Tangensfunktion
 Definitions-bereich
 D R D RD R 2 k
 k ZAsymptoten (*)
 2x k
 Wertebereich W 1;1 W 1;1 W R
 Symmetrie zum Koordinaten-system
 sin x sin x Punktsymmetrie zum Ursprung
 cos x cos x Achsensymmetrie zur y – Achse
 tan x tan x Punktsymmetrie zum Ursprung
 Periodizit�t (k Z )
 sin x k 2 sin x Periodenl�nge 2
 cos x k 2 cos x Periodenl�nge 2
 tan x k tan x Periodenl�nge
 Nullstellen(k Z )
 sin k 0
 kx k 2cos k 0
 k 2x k
 tan k 0
 kx k
 Hochpunkte(k Z ) 2sin k 2 1
 k 2H k 2 / 1
 cos k 2 1
 kH k 2 / 1 keine
 Tiefpunkte(k Z ) 2sin k 2 1
 k 2T k 2 / 1
 cos k 2 1
 kT k 2 / 1 keine
 (*) AsymptoteEine Asymptote ist eine Gerade, an die sich die Funktion immer enger anschmiegt, sie aber nie schneidet.
 tan(x) besitzt zum Beispiel die Asymptote 2x , d.h. die Tangensfunktion schmiegt sich
 beliebig nahe an die Gerade 2x (Senkrechte zur x – Achse).
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 3.5.5 Repetition: Eigenschaften einer Funktion f
 Nullstellen
 Die Nullstellen einer Funktion y f x sind jene Stellen (also x –
 Koordinaten), an denen der Funktionsgraph die x – Achse schneidet oder
 ber�hrt. D. h. es gilt: y f x 0
 Monotonieverhalten
 Gilt f�r zwei beliebige Stellen 1 2x , x eines Intervalls I mit der Eigenschaft
 1 2x x , dass stets 1 2f x f x , so heisst f in I streng monoton steigend.
 Ist dagegen stets 1 2f x f x , so heisst f in I streng monoton fallend.
 Symmetrieverhalten Wir befassen uns mit zwei F�llen:
 a) Der Funktionsgraph ist symmetrisch bzgl. der y – Achse. Eine solche
 Funktion heisst gerade Funktion.
 b) Der Funktionsgraph ist punktsymmetrisch bzgl. des Koordinatenursprungs.
 Eine solche Funktion heisst ungerade Funktion.
 Eine Funktion y f x ist genau dann
 gerade, wenn f x f x
 ungerade, wenn f x f x
 Periodizit�t
 Eine Funktion f x heisst periodisch mit der Periode p, wenn f x p f x .
 Allgemein: f x k p f x mit k Z
 Minimum und Maximum
 Eine Funktion f x besitzt an der Stelle 0x ein lokales Maximum 0f x bzw.
 ein lokales Minimum 0f x , wenn f�r alle 0x x in einer Umgebung von 0x
 gilt: 0f x f x bzw. 0f x f x .
 Lokales Maximum: Hochpunkt mit den Koordinaten 0 0x / f x
 Lokales Minimum: Tiefpunkt mit den Koordinaten 0 0x / f x
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 3.5.6 Partnerinterview Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
 PartnerinterviewEigenschaften der trigonometrischen FunktionenZeit: 20 Minuten
 Frage 1: Was ist eine Nullstelle?
 Gebe die Nullstellen der folgenden Funktionen im Intervall x 0 ; 2 an.
 sin x
 cos x
 tan x
 Frage 2: Was verstehen wir unter Monotonieverhalten?Gebe ein m�glichst grosses Intervall I an, das m�glicht nahe beim Koordinatenursprung liegt, in dem folgendes Monotonieverhalten f�r die Funktion gilt.
 sin x ist streng monoton steigend
 cos x ist streng monoton fallend
 tan x ist streng monoton steigend
 Frage 3: Was verstehen wir unter Achsensymmetrie bzw. Punktsymmetrie?Was kannst du bez�glich Symmetrie durch die folgenden Eigenschaften der Funktionen aussagen?
 sin x sin x
 cos x cos x
 tan x tan x
 Frage 4: Was verstehen wir unter Periodizit�t?
 sin x p sin x , bestimme die Periode p.
 cos x p cos x , bestimme die Periode p.
 tan x p tan x , bestimme die Periode p.
 Frage 5: Was verstehen wir unter Minimum bzw. Maximum?
 Gebe die Hochpunkte bzw. Tiefpunkte der folgenden Funktionen im Intervall x 0 ; 2 an.
 sin x
 cos x
 tan x
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 3.6 Umkehrfunktionen
 Umkehrung der Sinusfunktion
 Zu jedem Winkel x R gibt es genau einen Sinuswert y. Wir fragen uns nun
 umgekehrt, wie wir von einem vorgegebenen Sinuswert y zur�ck zum Winkel
 x kommen.
 Mit dem Taschenrechner gelingt dies bekanntlich wie folgt:
 1y sin x x sin y ( oder auch : x arcsin y )
 Beispiel 0sin x 0,8 x 0,927 53,1
 Obwohl es unendlich viele Winkel zu einem Sinuswert gibt, errechnet der
 Taschenrechner nur einen einzigen. Es ist immer ein spitzer Winkel, der im
 Intervall 0 02 2; 90 ; 90 liegt. Die so definierte Funktion, die dem
 Taschenrechner zugrunde liegt, heisst Arcussinusfunktion.
 3.6.1 Die Arcussinusfunktion
 Die Arcussinusfunktion ist die Umkehrfunktion der auf das Winkelintervall
 2 2; eingeschr�nkten Sinusfunktion, wo diese streng monoton steigend
 und daher umkehrbar ist. Der Graph der Arcussinusfunktion ergibt sich durch
 Spiegelung an der Geraden y = x (Winkelhalbierenden).
 Wir schreiben: y arc sin x
 Definitionsbereich 1;1 ; Wertebereich 2 2;
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 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: sin_Einschr�nkung DefinitionsbereichZeit: 5 Minuten
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: arcsin_UmkehrfunktionZeit: 5 Minuten
 3.6.2 Die Arcuskosinusfunktion
 Die Arcuskosinusfunktion ist die Umkehrfunktion der auf das Winkelintervall
 0 ; eingeschr�nkten Kosinusfunktion, wo diese streng monoton fallend und
 daher umkehrbar ist. Der Graph der Arcuskosinusfunktion ergibt sich durch
 Spiegelung an der Geraden y = x (Winkelhalbierenden).
 Wir schreiben: y arccos x
 Definitionsbereich 1;1 ; Wertebereich 0 ;
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: cos_Einschr�nkung DefinitionsbereichZeit: 5 Minuten
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: arccos_UmkehrfunktionZeit: 5 Minuten
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 3.6.3 Die Arcustangensfunktion
 Die Arcustangensfunktion ist die Umkehrfunktion der auf das Winkelintervall
 2 2; eingeschr�nkten Tangensfunktion, wo diese streng monoton
 steigend und daher umkehrbar ist. Der Graph der Arcustangensfunktion ergibt
 sich durch Spiegelung an der Geraden y = x (Winkelhalbierenden).
 Wir schreiben: y arctan x
 Definitionsbereich R ; Wertebereich 2 2;
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: arctan_UmkehrfunktionZeit: 5 Minuten
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 3.6.4 Partnerinterview Umkehrfunktionen
 PartnerinterviewUmkehrfunktionenZeit: 10 Minuten
 Frage 1:Welche Bedingung muss eine Funktion erf�llen, damit sie umkehrbar ist?
 Frage 2: Wie werden die Definitionsbereiche eingeschr�nkt?Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch, d.h., zu einem Funktionswert gibt es bei der Umkehrung unendlich viele Winkel. Wie m�ssen die Definitionsbereiche eingeschr�nkt werden, damit es eine Umkehrfunktion gibt?
 sin x
 cos x
 tan x
 Frage 3: Erg�nzung der L�sung des Taschenrechners.
 Wie wir wissen existieren zu einem Funktionswert im Bereich 0 x 2 immer zwei Winkel. Der Taschenrechner gibt uns aber bei der Verwendung der Umkehrfunktionen jeweils nur einen Winkel. Wie kannst du den m�glichen zweiten bestimmen?
 TR 2arcsin x y y
 TR 2arc cos x y y
 TR 2arc tan x y y
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 3.7 RepetitionstestRepetitionstestEinheitskreis, Eigenschaften trigonometrischer Funktionen,Umkehrfunktionen
 Ohne Hilfsmittel, d.h. keine Formelsammlung , ohne Taschenrechner. L�se
 die Aufgaben mit Hilfe des Einheitskreises oder mit einer Skizze der
 Funktionsgraphen.
 Zeit: 90 Minuten (Maximale Punktzahl 140)
 Aufgabe 1 [ 4 Punkte ]
 Zeichne sin( ) (rot)cos( ) (gr�n) tan( ) (blau)in die Zeichnung ein!
 Aufgabe 2 [ 9 Punkte ]
 Setze das richtige Zeichen: = (gleich) ; < (kleiner) ; > (gr�sser)
 0 0sin(45 ) cos(45 ) ; 0 0cos(60 ) cos(50 ) ; 0 0sin(110 ) sin(120 )
 0 0sin(35 ) tan(35 ) ; 0 0sin(20 ) sin(160 ) ; 0 0cos(50 ) cos(310 )
 0 0sin(20 ) sin( 20 ) ; 0 0sin(70 ) cos(70 ) ; 0 0tan(120 ) sin(120 )
 x
 y
 O
 1
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 Aufgabe 3 [ 6 Punkte ] o135 Berechne: sin ,
 cos , tan
 Aufgabe 4 [ 6 Punkte ] 53
 Berechne: sin ,
 cos , tan
 Aufgabe 5 [ 6 Punkte ]
 Berechne, ohne zu bestimmen: cos( ) und tan( ) , wenn 4sin( )5
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 Aufgabe 6 [ 12 Punkte ]Gebe alle Winkel 0 00 360 an f�r die gilt:
 a) 1sin( )2
 b) 1cos( )2
 Aufgabe 7 [ 12 Punkte ]
 F�lle die Tabelle aus
 Winkelfunktion sin( ) cos( ) tan( )
 Definitionsbereich
 Wertebereich
 Periodizit�t
 Nullstellen
 Maxima
 Minima
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 Aufgabe 8 [ 8 Punkte ]
 Vereinfache mit Hilfe des Einheitskreises: 0
 0sin(90 )
 cos(180 )
 Aufgabe 9 [ 9 Punkte ]
 Du erh�ltst von Deinem Taschenrechner, bei Verwendung der Umkehrfunktionen, die folgenden Winkel. Bestimme die zweite L�sung.
 Arcsinus : 036
 Arccos: 0123
 Arctan: 050
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 Aufgabe 10 [ 12 Punkte ]
 a) Bestimme:
 arc sin(1) arc sin( 1)
 arccos(0) arccos(1)
 arccos( 1) arctan(0)
 b) Erg�nze
 arc sin(0,5)6
 , weil sin( )
 arc tan(4) 1,326 , weil
 c)) Sinnvoll oder nicht sinnvoll?
 arc sin( 0,2)
 arc sin(0)
 arc sin(1,4)
 arccos(2)
 arc tan(3,4)
 Aufgabe 11 [ 8 Punkte ]
 Vereinfache:2
 sin( )sin( )
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 Aufgabe 12 [ 12 Punkte ]
 Kreuze richtig oder falsch an:
 richtig falsch
 Es gilt f�r alle Winkel : tan( ) 1
 Die Sinuswerte nehmen zu, wenn von 900 bis 1800 zunimmt.
 Der Definitionsbereich der arc sin x Funktion ist D 1 ; 1 .
 Der Wertebereich der arccos x Funktion ist W 0 ; .
 Der Definitionsbereich der arc tan x Funktion ist D R .
 Wenn der Taschenrechner Dir 1arcsin(x) als L�sung ausgibt, so ist 0
 2 1180 auch eine m�gliche L�sung.
 Wenn der Taschenrechner Dir 1arctan(x) als L�sung ausgibt, so ist 0
 2 1180 auch eine m�gliche L�sung.
 1arcsin2 6
 Aufgabe 13 [ 12 Punkte ]
 Richtig oder falsch?richtig falsch
 cos( ) cos( )
 sin( ) sin( )
 tan( ) tan( )
 0sin( 90 ) cos( )
 0sin(180 ) sin( )
 0 0sin(180 ) sin(180 )
 0tan(180 ) tan( )
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 Aufgabe 14 [ 12 Punkte ]Bestimme alle L�sungen im Bereich 0 00 x 360 f�r die folgende Gleichung:
 3 sin x 4 2 sin x 1 0
 Aufgabe 15 [ 12 Punkte ]
 Bestimme alle x ( 0 x 2 ), welche die folgenden Gleichungen erf�llen:
 2 2sin (x) cos (x) 0
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 4 Berechnungen am beliebigen DreieckF�r die Berechnungen am beleibigen Dreieck stehen uns zwei S�tze zur
 Verf�gung: der Kosinussatz und der Sinussatz.
 Wenn bei einem beliebigen Dreieck drei Gr�ssen gegeben sind (jedoch nicht
 die drei Winkel), so lassen sich die anderen Gr�ssen berechnen.
 Merke Die Berechnugen laufen �ber Teildreiecke! Falls diese Teildreiecke
 rechtwinklig sind kann und soll mit elementarer Trigonometrie am
 rechtwinkligen Dreieck gearbeitet werden.
 4.1 Der Sinussatz
 In einem Dreieck gilt der Sinussatz
 sinab sin
 ;
 sinac sin
 ;
 sinbc sin
 4.1.1 Berechnungsbeispiel SinussatzBerechne aus einem Dreieck mit a 7cm , c 10cm und 040 die Seite b
 und die Winkel und .
 Sinussatz: Berechnung von :
 sini
 ac s n
 0c 10 40a 7
 sin sin sin 0,91827
 1 0sin 0,91827 66,67 Der Taschenrechner liefert nur spitze Winkel!
 k�nnte aber auch stumpfwinklig sein!
 0 0 0 02 TR180 180 66,67 113,33
 Hier gibt es tats�chlich zwei L�sungen! Wann gibt es zwei L�sungen, wann
 nur eine? Siehe folgendes dynamisches Arbeitsblatt!
 Innenwinkelsumme: Berechnung von :
 0 01 1180 73,33 ; 0 0
 2 2180 26,67
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 Sinussatz: Berechnung von b:
 sin sina b ab sin sin
 01
 1 0
 sin 73,33sinb a 7 10,43cm
 sin sin 40
 02
 2 0
 sin 26,67sinb a 7 4,89cm
 sin sin 40
 Dynamisches Arbeitsblatt GeoGebra Datei: Sinussatz_zweite L�sungZeit: 10 Minuten
 4.1.2 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie SinussatzSeite 104 bis 105: Aufgaben 95 – 106
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 4.1.3 Partnerinterview Sinussatz
 PartnerinterviewSinussatzZeit: 10 Minuten
 Frage 1: Wie kannst du den Sinussatz bei folgendem Problem anwenden?
 Berechne x, wenn v, und gegeben sind!
 Frage 2:Welche Dreiecksberechnungen k�nnen mit dem Sinussatz gel�st werden?(Die dick ausgezogenen Gr�ssen sind gegeben)Welcher Fall hat zwei L�sungen, welcher nur eine!
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 4.2 Der KosinussatzIn einem Dreieck gilt der Kosinussatz
 2 2 2a b c 2bc cos
 2 2 2b a c 2ac cos
 2 2 2c a b 2ab cos
 4.2.1 Berechnungsbeispiel Kosinussatz
 Gegeben: a 6cm ,
 b 9cm , w 6,5cm
 (Winkelhalbierende)
 Gesucht: und c
 Einf�hren der beiden Unbekannten x AD und y DB
 Berechnung von und c (gleichzeitig):
 Kosinussatz im Dreieck ADC: 2 2 2x w b 2w b cos2
 Kosinussatz im Dreieck DCB: 2 2 2y w a 2w a cos2
 Satz �ber Winkelhalbierende: x by a
 Gleichungssystem f�r die drei Unbekannten , x und y, wobei c = x + y.
 Aufl�sen mit Taschenrechner. Vorgehen:Bekannte Zahlen einsetzen und weil
 cos2
 transzentent ist durch eine Variable substituieren z.B. u cos2
 2 2 2 2
 2 2 2 2
 x 6,5 9 2 6,5 9 u x 123,25 117 uy 6,5 6 2 6,5 6 u y 78,25 78 ux x 1,5 y1,5y
 [Resultat u 0,9027778 ; x 4,198 ; y 2,799 ]
 050,95 ; c 7,0cm
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 4.2.2 Partnerinterview Kosinussatz
 PartnerinterviewKosinussatzZeit: 10 Minuten
 Frage 1: Wie kannst du den Kosinussatz bei folgendem Problem anwenden?
 Berechne x, wenn u, v und gegeben sind!
 Frage 2:Welche Dreiecksberechnungen k�nnen mit dem Kosinussatz gel�st werden?(Die dick ausgezogenen Gr�ssen sind gegeben)
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 4.2.3 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie KosinussatzSeite 106 bis 109: Aufgaben 107 – 132
 4.3 Geometrie Memos Berechnung am beliebigen Dreieck
 Auf den folgenden zwei Seiten erh�ltst du zwei Memos, die dich bei den
 Berechnungen am beliebigen Dreieck unterst�tzen werden.
 4.3.1 Geometrie Memo Trigonometrische Funktionen und Arcus - Funktionen
 Die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen
 (Arcusfunktionen) sind in der Praxis sehr wichtig.
 Daher solltest du die Funktionsgraphen von sin(x), cos(x) und tan(x) jederzeit
 per Hand skizzieren k�nnen. Definitionsbereiche und Wertebereiche der
 Funktionen, sowie die wichtigsten Eigenschaften sollten jederzeit im Kopf
 abrufbar sein.. Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, m�ssen
 diese f�r die Umkehrung eingeschr�nkt werden. Die Einschr�nkung der
 Definitionsbereiche und deren Konsequenzen bei den Umkehrfunktionen
 (Taschenrechner) sollten verstanden sein.
 4.3.2 Geometrie Memo Sinussatz Kosinussatz
 Wann k�nnen wir den Sinussatz, wann den Kosinussatz anwenden?
 Diese Frage kann mittels Schaufigur beantwortet werden. Jeder Satz hat
 eigene Muster, welche der Kopf direkt mit der abstrakten Gleichung der
 beiden S�tze in Verbindung bringen kann.
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 Geometrie – MemoTrigo. Funktionen und Arcus FunktionenMerke: F�r die Umkehrung der trigonometrischen Funktionen muss jeweils der Definitionsbereich eingeschr�nkt werden. (EINDEUTIGKEIT!!)
 x sin x D R ; W 1;1 ; Periode 2
 F�r die Umkehrung wird der Definitionsbereich
 eingeschr�nkt auf das Intervall ;
 2 2.
 x arc sin x
 D 1 ; 1 ; W ;
 2 2Achtung: Der Rechner liefert nur spitze Winkel . Der stumpfe Winkel o180 kann auch eine L�sung sein, denn es gilt osin sin 180
 x cos x D R ; W 1;1 ; Periode 2
 F�r die Umkehrung wird der Definitionsbereich eingeschr�nkt auf das Intervall 0 ; .
 x arccos x D 1 ; 1 ; W 0 ;
 Erhalten wir vom Rechner den Winkel , so kann der negative Winkel auch eine L�sung sein, denn es gilt cos cos
 x tan x
 D R x 2k 1 ; k Z ; W R2
 Periode
 F�r die Umkehrung wird der Definitionsbereich
 eingeschr�nkt auf das Intervall
 ;2 2
 .
 x arctan x
 D R ; W ;2 2
 Achtung: Der Rechner liefert nur spitze Winkel . Der stumpfe Winkel o180 kann auch eine L�sung sein, denn es gilt otan tan 180
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 Geometrie – MemoSinussatz, KosinussatzMerke: zuerst Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck anwenden!!
 Sinussatz:
 sinab sin
 Kosinussatz
 2 2 2a b c 2bc cos
 Die vier Grundaufgaben der Dreiecksberechnung1. Gegeben: drei Seiten
 Beginn mit Kosinussatz
 2. Gegeben: zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene WinkelBeginn mit Kosinussatz
 3. Gegeben: zwei Seiten und ein Winkel, der einer dieser Seiten gegen�berliegt!
 Beginn mit SinussatzEindeutig l�sbar, wenn der gegebene Winkel der gr�sseren Seite gegen�berliegt!
 4. Gegeben: eine Seite und zwei WinkelBeginn mit Sinussatz
 1 L�sung
 2 L�sungen
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 5 Die allgemeine SinusfunktionWie eingangs schon gesagt, sind sehr viele Vorg�nge in der Natur oder bei
 technischen Abl�ufen periodisch. Nicht immer aber reicht die Sinusfunktion in
 ihrer reinen Form zu deren Beschreibung aus. Dies hat mehrere Ursachen:
 Zum einen besitzt die Sinusfunktion nur Werte zwischen – 1 und 1, zum
 anderen sind die angesprochenen Vorg�nge gew�hnlich nicht
 winkelabh�ngig, sondern zeitabh�ngig mit einer Periode, die nicht einfach als
 Vielfaches von 2 zu fassen ist. Daher muss die Sinusfunktion zur
 Beschreibung dieser Vorg�nge entsprechend modifiziert werden.
 y a sin b x c d
 Diese Modifikationen und ihre Auswirkungen sind in der folgenden �bersicht
 zusammengefasst. Analoges gilt auch f�r die �brigen Winkelfunktionen, in der
 Praxis ist jedoch die Sinusfunktion (bzw. die ihr gegen�ber um 2 verschobene
 Kosinusfunktion) am bedeutendsten.
 Funktion Auswirkung Anwendungsbereich
 y sin x Grundfunktion Allgemein periodischer
 Vorgang
 y a sin x Ver�nderung der Amplitude
 Faktor – 1 entspricht einer
 Phasenverschiebung um
 Ausschlag eines Pendels
 y sin b x Ver�nderung der Periode
 b 1 : Beschleunigung
 0 b 1 : Verlangsamung
 b 0 : „R�ckw�rtslauf“
 wenig sinnvoll
 Gleichzeitige Betrachtung
 einer Grundschwingung und
 ihrer Oberschwingungen
 (z.B. bei Kl�ngen von
 Musikinstrumenten)
 y sin x c Phasenverschiebung Beschreibung von Strom –
 und Spannungsverlaufs im
 Wechselstromkreis
 y sin x d Verschiebung in y - Richtung �berlagerung einer Gleich –
 und Wechselspannung
 y a sin b x c d allgemeiner Fall Komplexer periodischer
 Vorgang
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 5.1 Memo allgemeine Sinusfunktion5.1.1 Allgemeine Sinusfunktion im Gradmass
 Gradmass y A sin(B C) A : Streckung (Stauchung) in y – RichtungDer Faktor A �ndert die Nullstellen der sin – Funktion nicht.B : Streckung (Stauchung) in x – Richtung
 �nderung der Periode von 3600 auf 0360
 BB > 1 Stauchung; B < 1 StreckungPeriode von sin : 0360
 0
 0 360sin B sin B 360 sin BB
 Periode von sin B : 0360
 B
 C : Verschiebung in horizontaler Richtung bis 0CB
 C > 0 (positiv) : LinksverschiebungC < 0 (negativ) : Rechtsverschiebung
 Bestimmung der Verschiebung (B ausklammern): CA sin B C A sin BB
 Nullstellen: y sin 0 ; 0k 180 mit k 0 , 1, 2 , 3 , Zur Bestimmung der Verschiebung k�nnen wir eine nahe dem Ursprung liegende Nullstelle (k=0) 0 berechnen.
 0y A sin B C 0 B C k 180
 f�r k = 0 ergibt sich 0 0CB C 0B
 5.1.2 Allgemeine Sinusfunktion im Bogenmass
 Bogenmass: y A sin(B x C)
 �nderung der Periode von 2 auf 2B
 Periode von sin x : 2
 2sin B x sin B x 2 sin B xB
 Periode von sin B x : 2B
 Nullstellen: y sin x 0 ; x k mit k 0 , 1, 2 , 3 , y A sin B x C 0 B x C k
 f�r k = 0 ergibt sich 0 0CB x C 0 xB
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 5.2 Dynamische Arbeitsbl�tter
 5.2.1 Allgemeine Sinusfunktion
 Dynamisches Arbeitsblatt Allgemeine Sinusfunktion BogenmassZeit: 20 Minuten (GeoGebra Datei: a_b_c_d_Sinusfunktion)
 y a sin b x c d
 5.2.2 Allgemeine Kosinusfunktion
 Dynamisches Arbeitsblatt Allgemeine Kosinusfunktion BogenmassZeit: 20 Minuten (GeoGebra Datei: a_b_c_d_Kosinusfunktion)
 y a cos b x c d
 5.2.3 Allgemeine Sinusfunktion und Kosinusfunktion
 Dynamisches Arbeitsblatt Allgemeine Sinusfunktion und Kosinusfunktion BogenmassZeit: 20 Minuten (GeoGebra: a_b_c_d_SinusKosinusfunktion)
 Siehe auch Lerneinheit: Funktionstransformationen
 Benutze dieses Arbeitsblatt um die Aufgaben 5.3.2 Trigonometrische
 Funktionen Argumente im Bogenmass zu kontrollieren.
 5.3 �bungen Aufgabenbuch Frommenwiler / Studer
 5.3.1 Trigonometrische Funktionen Argumente im Gradmass
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Trigonometrische Funktionen Argumente im GradmassSeite 116 bis 118: Aufgaben 164 – 170
 5.3.2 Trigonometrische Funktionen Argumente im Bogenmass
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Trigonometrische Funktionen Argumente im BogenmassSeite 119 bis 121: Aufgaben 171 – 177
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 5.3.3 Repetitionstest
 RepetitionstestAllgemeine Sinusfunktion
 Ohne Hilfsmittel, Zeit: 45 Minuten (Maximale Punktzahl 56)
 Aufgabe 1 [ 10 Punkte ]
 Wie lauten die Funktionsgleichungen der folgenden Graphen?
 -2
 -1.5
 -1
 -0.5
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 -180 -150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 420 450
 -2
 -1.5
 -1
 -0.5
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 -180 -150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 420 450
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 Aufgabe 2 [ 10 Punkte ]Wie lautet die Funktionsgleichung des folgenden Graphen?
 -1
 -0.75
 -0.5
 -0.25
 0
 0.25
 0.5
 0.75
 1
 -180 -150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 420 450
 Der Funktionsgraph wird an der y – Achse gespiegelt. Wie lautet nun die Funktionsgleichung?
 Aufgabe 3 : [ 16 Punkte ]
 Gegeben ist die Funktion f(x) 3 sin(2x 30 ) mit x R .Durch welche Abbildungen erhalten wir den Graphen von f aus der Sinusfunktion y sin(x)? Nenne alle Abbildungen mit den zugeh�rigen Funktionsgleichungen.
 (keine Graphen zeichnen)
 Bestimme:
 die Periode von f(x) die Wertemenge von f(x) (Wertebereich) die Nullstellen der Funktion f(x) im Bereich 0 00 x 180 .
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 Aufgabe 4 [ 10 Punkte ]
 Nebenstehende Abbildung zeigt den Graphen einer Sinus-Funktion f(x).Ermittle die Funktionsgleichung von f. Zeichne f�r die Rechnung die wichtigen Gr�ssen ein. Das Ergebnis soll Br�che (keine Dezimalbr�che) enthalten.
 Aufgabe 5 [ 10 Punkte ]
 Gegeben ist die Funktion: 3f(x) 0,5 sin 3 x mit x R .
 Bestimme die Periodenl�nge und die Wertemenge von f.
 Bestimme die Nullstellen der Funktion f im Intervall 0 ; .
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 5.4 Anwendung Schwingungen5.4.1 Zusammenhang Kreisbewegung und harmonische Schwingung
 Ein kleiner K�rper P bewege sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit auf
 einer Kreisbahn mit Radius r. Diese Kreisbewegung wird durch parallel
 einfallendes Licht auf eine Wand projiziert, die normal zur Kreisbahn steht.
 Der Schatten P’ vollf�hrt eine Auf – und Abbewegung.
 Der K�rper P kann durch seinen Ortsvektor
 r cos tr t OP
 r sin t
 beschrieben werde. F�r die Projektion erhalten wir dann die y – Komponente
 des Ortsvektors: y ' t r sin t . Diese wird in Funktion der Zeit als
 Funktionsgraph dargestellt. Eine Bewegung nach diesem zeitlichen Gesetz
 heisst Sinusschwingung oder harmonische Schwingung mit der Amplitude r
 und der Kreisfrequenz .Damit ist der enge Zusammenhang zwischen einer
 Kreisbewegung und einer Sinusschwingung aufgezeigt.
 Ist der in der Zeit t durchlaufene Drehwinkel, so gilt tt
 .
 Wenn der K�rper f�r einen Umlauf auf der Kreisbahn die Zeit T ben�tigt, so
 folgt noch der wichtige Zusammenhang zwischen und T: 2T
 Harmonische Schwingung: 0y t A sin t
 A: Amplitude ; : Kreisfrequenz ; 0 : Nullphasenwinkel
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 5.4.2 PeriodendauerWird bei gleich bleibender Amplitude ver�ndert, so �ndert dies die Periode
 der Sinusfunktion. Wir k�nnen dies allgemein �berlegen:
 Da die Periodenl�nge der Sinusfunktion 2 betr�gt gilt:
 2y t sin t sin t 2 sin t
 Da also die Addition von 2
 zu t wieder den gleichen Funktionswert ergibt,
 hat sich die Periode von bisher 2 auf 2
 ge�ndert. Wir bezeichnen
 allgemein die Periode bei einer zeitabh�ngigen Sinusfunktion mit dem
 Buchstaben T und nennen sie auch Periodendauer oder Schwingungsdauer.
 Periodendauer (Periode) einer Sinusfunktion:2T
 0,5
 1,5
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 Dynamisches Arbeitsblatt Sinusfunktion GeoGebra Datei: Kreisfrequenz_harmonischeSchwingung Zeit: 10 Minuten
 Dynamisches Arbeitsblatt Sinusfunktion z GeoGebra Datei: zweiPunkte_harmonischeSchwingung Zeit: 10 Minuten
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 5.4.3 PhasenverschiebungDie Sinusfunktion y t A sin t beschreibt einen Vorgang, der mit dem
 Funktionswert 0 beginnt. Die Sinusfunktion 0y t A sin t besitzt
 zum Zeitpunkt t = 0 bereits den Wert 0y 0 A sin und ist gegen�ber
 jener mit 0 0 nach links oder rechts verschoben, sonst aber
 deckungsgleich.
 Zur Bestimmung der Verschiebung k�nnen wir eine nahe dem Ursprung
 liegende Nullstelle 0t berechnen:
 y 0 f�r 0t k (k 0, 1, 2, )
 Und daraus mit k = 0 : 00t
 Nullstelle zur Berechnung der Verschiebung: 00t
 Nach der Nullstelle 0t steigt die Sinusfunktion an (�berlege!).
 0t wird Phasenwinkel, 0 Nullphasenwinkel genannt. Die Richtung der
 Verschiebung gegen�ber dem Graphen von y t A sin t folgt aus dem
 Vorzeichen von 0 (begr�nde!):
 0 0 : Linksverschiebung
 0 0 : Rechtsverschiebung
 Zusammenfassung der Bedeutung der Gr�ssen A, und 0
 0y t A sin t
 A: Streckung in y – Richtung
 : �nderung der Periode von 2 auf 2
 0 : Verschiebung bis 00t
 00y t A sin t A sin t
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 Dynamisches Arbeitsblatt Sinusfunktion GeoGebra Datei: Nullphase_harmonischeSchwingung Zeit: 10 Minuten
 Videoclip: Datei 0501analogie
 Analogie Federpendel / Kreisbewegung
 Projizierte Kreisbewegung und Federpendel synchron
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 5.4.4 Partnerinterview Parameterdarstellung von Kurven
 PartnerinterviewParameterdarstellung von KurvenZeit: 15 Minuten
 Frage 1: Wo liegen die folgenden Punkte P (f�r t R )?
 a) P cos t / sin t
 b) P a cos t / a sin t
 Frage 2: Wo liegen die folgenden Punkte P (f�r t R )?
 P a cos t / b sin t
 Frage 3: Wo liegen die folgenden Punkte P (f�r t R )?
 P t cos t / t sin t
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 5.5 Beispiele von Schwingungen
 Java-Applets zur Physik (Java 2.0) von W. Fendt
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/
 5.5.1 Federpendel
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/federpendel.htm
 5.5.2 Fadenpendel
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/fadenpendel.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/federpendel.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/fadenpendel.htm
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 5.5.3 Gekoppelte Pendel
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/gekopendel.htm
 5.5.4 Erzwungene Schwingung (Resonanz)
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/resonanz.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/gekopendel.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/resonanz.htm
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 5.5.5 Stehende L�ngswellen
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/stlwellen.htm
 5.5.6 Elektromagnetischer Schwingkreis
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/schwingkreis.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/stlwellen.htm
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/schwingkreis.htm
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 5.6 Anwendung Biorhythmen 5.6.1 Theorie vom Biorhythmus
 (Quelle: Mathematik mit Computern von Georges Murbach)
 Begr�nder der Biorhythmik – Lehre ist Dr. Wilhelm Fliess, ein Zeitgenosse und
 Verehrer von Sigmund Freud. F�r den geistigen Vater der Biorhythmen „rollt
 das ganze Dasein nach einer inneren Ordnung ab, kraft derer die Zeiten des
 Geborenwerdens und Sterbens, des Wachsens und Vergehens ihren festen
 Platz einnehmen“.
 Seit dem Moment der Geburt eines Menschen schwanken seine k�rperlichen
 und seelischen Lebenskr�fte in immer gleich bleibenden Rhythmus -
 der k�rperliche w�hrt 23 Tage, der seelische 28 Tage und der intellektuelle 33
 Tage.
 2y t sin tT
 : Sinusfunktion mit der Periode T
 Korrekt besagt die Theorie vom Biorhythmus, dass jeder Mensch sich
 elfeinhalb Tage k�rperlich in einer Hoch – oder Aktivit�tsphase, ebenfalls
 elfeinhalb Tage in einer Tief – oder Regenerationsphase befindet. Das gleiche
 geschieht im seelischen Bereich, dessen beide Phasen 14 Tage dauern, und
 im Intellektbereich mit je 16,5 – t�gigen Phasen. Weil aber die drei Phasen
 unterschiedlich lang sind, kommt es zu unterschiedlichen, immer wechselnden
 Kombinationen des individuellen k�rperlichen, seelischen und geistigen Wohl
 – oder Missbefindens.
 Der amerikanische Pharmakonzern PFIZER teilt seine Produktionsarbeiter
 nach ihrem Biorhythmus ein und senkte die Unfallrate um fast 60%.
 Biorhythmen sind Lebens – Rhythmen, Perioden gesteigerter oder
 verminderter Leistungsf�higkeit und Widerstandskraft gegen
 aussergew�hnliche Anstrengungen oder Belastungen k�rperlicher oder
 geistiger Art. Sie sind nach dem heutigen Stand der Wissenschaft und
 Technik im Voraus feststellbare Kr�fteverh�ltnisse im Organismus des
 Menschen.
 Nach der Theorie von Fliess sind Tage besonders kritisch, wo mehrere
 Perioden gleichzeitig einen Nulldurchgang haben, sich also von der
 Aktivit�ts – in die Regenerationsphase bewegen und umgekehrt.
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 5.6.2 BeispieleAm 1. August 1976 erlitt der bekannte Formel – 1 – Pilot Niki Lauda auf dem
 N�rburgring einen f�rchterlichen Unfall. Schon Tage zuvor f�hlte er sich in
 einer schlechten Verfassung, obschon der medizinische Befund ganz
 ausgezeichnet war. (Geburtsdatum: 22. 2. 1949)
 N iki Lauda
 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
 physisch psychisch intellektuell
 Biorhythmogramm Juli 1976
 Be nno F re i
 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
 physisch psychisch intellektuell
 Biorhythmogramm April 2007
 Eigene Berechnungen mit der mitgelieferten Excel – Datei!
 Aufgabenbuch Mathematik f�r Mittelschulen, Geometrie Angewandte Aufgaben : BiorhythmenSeite 122: Aufgabe 178
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 5.7 Anwendung Musik5.7.1 Schwingungen in Mathematik, Musik und Physik
 http://www.geogebra.org/de/examples/fourier/Arbeitsblaetter/uebersicht.htm
 Unterrichtseinheit erstellt von Judith Preiner, 8.4.2005
 In dieser Unterrichtseinheit lernen die Sch�lerinnen und Sch�ler die Fourier-
 Analyse (nach J.B.J. Fourier, 1768-1830) auf experimentelle Art und Weise
 kennen. Mit der Methode k�nnen komplexe Schwingungen, wie sie in der
 Musik und in der Physik vorkommen, in ihre Einzelkomponenten zerlegt
 werden.
 Nach der Einf�hrung in das Thema der trigonometrischen Funktionen und
 insbesondere der Sinusfunktion arbeiten die Sch�lerinnen und Sch�ler
 weitgehend selbstst�ndig am Computer. Mit dynamischen Arbeitsbl�ttern, die
 mithilfe der kostenlosen Software GeoGebra erstellt wurden, finden sie
 heraus, wie sich die Parameter Amplitude, Frequenz und Nullphasenwinkel
 auf eine Sinusschwingung auswirken. Anschlie�end werden diese
 Erfahrungen dazu genutzt, Sinusschwingungen gezielt zu beeinflussen, um
 eine experimentelle Art der Fourier-Analyse durchzuf�hren. Die dynamischen
 Arbeitsbl�tter enthalten auch Erkl�rungen und Informationen aus der Physik
 und der Musik, wodurch sie sich f�r den f�cher�bergreifenden Unterricht
 eignen. Da in der Musik H�rerfahrungen nicht fehlen d�rfen, stellen neun
 H�rbeispiele eine direkte Verbindung zur Musik her. Die H�rbeispiele stehen
 in unmittelbarem Bezug zu den Aufgabenstellungen und vermitteln einen
 direkten Zusammenhang zwischen den dynamischen Konstruktionen und den
 musikalischen Entsprechungen. So �ben die Sch�lerinnen und Sch�ler nicht
 nur den Umgang mit trigonometrischen Funktionen, sondern lernen auch
 deren Bedeutung f�r die Physik und die Musik kennen.
 5.7.2 �berlagerung von harmonischen Schwingungen
 Harmonische Schwingungen wenig verschiedener Frequenz, gleicher
 Amplitude und gleicher Schwingungsrichtung (Schwebung).
 Ph�nomen Schwebung:
 Sinus – Schwingung: y A sin t
 A = Amplitude (Luftdruckschwankung Lautst�rke)
 http://www.geogebra.org/de/examples/fourier/Arbeitsblaetter/uebersicht.htm
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 2 f = Kreisfrequenz
 f = Frequenz (Anzahl Schwingungen pro Sekunde Tonh�he)
 T = Schwingungsdauer 1 2Tf
 �berlagerung von zwei Sinus-Schwingungen:
 1 1 2 2y A sin t A sin t
 Voraussetzung: 1 2 1 2 1 2A A A ,
 Mathematik: sin sin 2 cos sin2 2
 1 2t ; t einsetzen
 1 2 1 21 2y A sin t A sin t 2A cos t sin t
 2 2
 Der cos – Term beschreibt die langsame Amplituden�nderung (Schwebung)
 Schwebungsfrequenz: Schweb 1 2f f f ( 1 2 )
 Warum nicht durch 2 dividiert?
 Der sin-Term beschreibt die Frequenz der resultierenden mittleren Frequenz
 1 2Result
 f ff2
 ( 1 2
 2
 )
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/schwebung.htm
 Rechnung demonstrieren:
 Stimmgabel: 1f 440Hz , 2f 438Hz
 http://www.walter-fendt.de/ph11d/schwebung.htm
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 5.8 Anwendung Physik lineare R�ckstellkraft
 Ursache einer mechanischen Schwingung ist eine R�ckstellkraft RF . Sie ist
 die Resultierende der auf einen K�rper wirkenden Kr�fte und stets zur
 Ruhelage hin gerichtet (Gleichgewichtslage, Nulllage)
 Liegt bei dem schwingungsf�higen System ein lineares Kraftgesetz RF y
 vor so kommt es zu einer harmonischen Schwingung (Sinusschwingung).
 Umgekehrt k�nnen wir aus dem Vorliegen einer harmonischen Schwingung
 auf ein lineares Kraftgesetz schliessen.
 Kreisbewegung: 2
 ZvF mr
 mit v r folgt
 2ZF m r r (lineares Kraftgesetz)
 (Wenn wir dem Radius r eine Richtung geben ist die Kraft entgegengesetzt
 gerichtet. Dies k�nnen wir mit einem Minuszeichen darstellen 2ZF m r .)
 5.8.1 Federschwingung
 Eine Kugel (Massem ) bewegt sich an einer Feder (FederkonstanteD ). Die
 Kugel wird aus der Ruhelage (Weg = 0) 0,4m nach rechts ausgelenkt und
 dann aus der Ruhelage (v = 0) losgelassen.
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 5.8.2 Graphische Modellbildung
 5.9 Sinus als Polynom3 5 7 9 11 13 15 17 19x x x x x x x x xsin(x) x
 3! 5! 7! 9! 11! 13! 15! 17! 19!
 Dynamisches Arbeitsblatt sinus_PolynomZeit: 10 Minuten
 resF D Weg
 resFam
 v
 v 0
 Weg 0,4
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