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Paul Bourgade
 Memoire du Master processus stochastiquessous la direction de Marc Yor
 Lois de Poisson-Dirichlet
 Contenu. Ce document presente quelques aspects de la loi de Poisson-Dirichlet a deux pa-rametres PD(α, θ), telle qu’elle est introduite par Pitman et Yor [14].
 Nous exposons tout d’abord la loi et ses domaines d’application (partie 1). Pour un processusde Bessel de dimension 2(1 − α) (0 < α < 1), nous rappelons ensuite que les longueurs desexcursions ont pour loi PD(α, 0), que ce soit sur l’intervalle [0, s] ou [0, τs], ou τ est l’inverse dutemps local (partie 2). Cette description geometrique des lois de Poisson-Dirichlet est ensuitegeneralisee au cas a deux parametres, pour lequel est exhibe un subordinateur de sauts adequats(partie 3). Enfin, pour apercevoir la grande etendue d’application de ces lois, nous montronscomment PD(0, 1) intervient naturellement en arithmetique (partie 4).
 Universite Paris 6, Pierre et Marie Curie, 2007
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Introduction : la loi de Poisson-Dirichlet PD(α, θ) et
 quelques applications
 Dans ce memoire, nous nous interessons a certaines distributions d’une suite de variablesaleatoires V = (V1, . . . ,Vn, . . . ) avec
 V1 > V2 > · · · > 0 et∑
 n
 Vn = 1 p.s.
 L’espace des suites verifiant ces deux proprietes est appele simplexe .
 1. Definition et proprietes de la loi
 1.1. Notion de size biased sampling
 Soit Vn la proportion d’individus d’espece n dans une population. Alors un individu choisiau hasard aura une probabilite Vn d’appartenir a l’espece n. La definition du size biasedpicked formalise cette idee : pour une suite V = (V1, . . . ) du simplexe, une variable aleatoire
 V1 est dite size biased picked si
 P(V1 = Vn | V) = Vn.
 Definition : la size biased permutation . Pour V = (V1, . . . ) une suite du simplexe, une
 suite V = (V1, . . . ) du simplexe est dite une size biased permutation de V si, pour tousn > 1 et j > 1,
 P(Vn+1 = Vj | (V1, V2, . . . , Vn),V) = 1∀i∈J1,nK, Vj 6=Vi
 Vj
 1− (V1 + · · ·+ Vn).
 On peut definir plus generalement une h-biased permutation de la facon suivante :
 P(Vn+1 = Vj | (V1, V2, . . . , Vn),V) = 1∀i∈J1,nK, Vj 6=Vi
 h(Vj)∑+∞
 k=n+1 h(Vk),
 ou h est une fonction mesurable positive telle que 0 <∑+∞
 k=1 h(Vk) < +∞ p.s. Cette generalisationest utilisee notamment dans [9], pour des fonctions h plus generales que h(x) = x.
 1.2. La loi de Poisson-Dirichlet
 Soit a > 0 et b > 0. Nous rappelons qu’une variable aleatoire a valeurs dans ]0, 1[ est ditede loi β(a, b) si sa densite est
 Γ(a+ b)
 Γ(a)Γ(b)xa−1(1− x)b−1.
 De plus une variable aleatoire a valeurs dans ]0,+∞[ est dite de loi gamma de parametre θsi sa densite est
 1
 Γ(θ)xθ−1e−x.
 5
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6 introduction : la loi de poisson-dirichlet PD(α, θ) et quelques applications
 Definition : la loi de Poisson-Dirichlet. Soient 0 6 α < 1 et θ > −α. Supposons que selon
 une probabilite Pα,θ, des variables aleatoires Y1, Y2, . . . sont independantes avec Yn de loi
 β(1 − α, θ + nα). On definit alors la suite V par
 V1 = Y1, Vn = (1− Y1) . . . (1 − Yn−1)Yn.
 Soit V la suite des valeurs decroissantes de V. Alors la distribution de Poisson-Dirichlet deparametres α et θ (notee PD(α, θ)) est definie comme la distribution de V sous Pα,θ.
 Cette definition est due a Pitman et Yor [14], qui generalisent deux cas particuliers de loisde Poisson-Dirichlet :
 • la loi de Kingman PD(0, θ), qui interviendra naturellement dans le paragraphe suivant ;
 • PD(α, 0), dont Perman a montre qu’il s’agit de la loi des longueurs des excursions reordonneesd’un processus stable.
 Nous comprendrons mieux dans la partie 3, grace au theoreme 5, pourquoi ces deux distri-butions apparaissent naturellement.
 2. Applications diverses
 Dans la suite du memoire, nous ne nous interessons qu’aux applications concernant la theoriedes excursions et la theorie des nombres. D’autres domaines ou PD(α, θ) intervient sont suc-cinctement abordes ci-apres.
 La majeure partie des applications que nous evoquons (les trois premieres) concerne enrealite la distribution PD(0, θ) de Kingman . Pour comprendre pourquoi cette distributionintervient naturellement, nous exposons pour chacun des domaines suivants un exemple.
 2.1. Demographie : le modele de Yule
 Soit un processus de naissance avec :
 • initialement aucun individu ;
 • un taux d’immigration de θ ;
 • un taux de naissance de 1 par individu.
 Soit I(t) le nombre total d’habitants au temps t et ξi(t) la taille de la famille du Alors onpeut montrer les resultats suivants :
 e−tI(t) ∼t→∞
 γ(θ)
 (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t), . . . )I(t)−1 ∼
 t→∞(U1,U2(1 −U1),U3(1−U2)(1−U1), . . . )
 ou γ(θ) est une variable aleatoire de loi gamma de parametre θ et les Ui sont iid de densite
 θ(1 − x)θ sur [0, 1] : les proportions decroissantes des familles tendent vers PD(0, θ).
 2.2. Biologie
 Considerons un echantillon de n individus appeles η1, . . . , ηn et A1(n) le nombre d’individusde premiere espece, A2(n) le nombre d’individus de seconde espece etc. Une autre facon dedecrire l’echantillon est de le caracteriser par C1(n), le nombre d’especes ayant 1 representant,C2(n), le nombre d’especes ayant 2 representants, etc (
 ∑
 iCi(n) = n). On note aussi K(n) =∑
 Ci(n) le nombre d’especes dans l’echantillon.
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 On suppose que les especes presentes dans la population suivent une loi PD(α, θ) (ce qui estconcevable au vu de l’exemple precedent) et que les individus de l’echantillon sont tires au sortuniformement dans la population. Alors si un vecteur #»a verifie
 ∑
 iai = n on a la Pitmansampling formula [11] :
 P(#»
 C(n) = #»a ,Kn = k) =n!
 (θ + 1)n−1(θ + α)(θ + 2α) . . . (θ + (k − 1)α)
 n∏
 j=1
 (
 (1− α)j−1
 j!
 )aj 1
 aj !,
 ou xn := x(x+ 1) . . . (x+ n− 1) est le symbole de Pochhammer.
 2.3. Combinatoire
 Considerons le processus suivant, appele Chinese restaurant process : un individu (1)commence une nouvelle table. Avec probabilite θ/(θ + 1), (2) commence une nouvelle table,sinon il va se placer a droite de (1). Une fois les r − 1 premiers individus places, (r) commenceune nouvelle table avec probabilite θ/(θ + r − 1) et se place a droite d’un des r − 1 premiersindividus sinon (avec probabilite uniforme). Au placement de n individus on peut associer unelement du groupe symetrique Sn, par sa decomposition en cycles a supports disjoints.
 Le cas θ = 1 correspond aux permutations distribuees selon la mesure uniforme, pourlesquelles on peut montrer le resultat suivant : la suite des longueurs decroissantes des elementsde Sn converge faiblement vers PD(0, 1).
 Ce resultat est analogue au theoreme de Billingsley, demontre en derniere partie, relatif auxdiviseurs premiers d’un entier aleatoire. Cependant il est difficile de voir le lien explicite entreces objets de nature differente (la decomposition en facteurs premiers et la decomposition encycles a support disjoints), meme si une structure commune est donnee dans [1].
 2.4. Theorie des nombres
 Des liens etroits et inattendus entre excursions browniennes et theorie des nombres sontevoques par Biane, Pitman et Yor [4]. Soit ζ(s) =
 ∑
 1/ns (<s > 1) la fonction zeta de Riemann.Parmi les resultats surprenants, si on note (bu, 1 6 u 6 1) un pont brownien et
 Y =
 √
 2
 π
 (
 max06u61
 bu − min06u61
 bu
 )
 ,
 alors on aE(Ys) = 2ξ(s),
 ou ξ est definie par ξ(s) = 1/2 s(s − 1)π−s/2Γ(s/2)ζ(s) pour <(s) > 0 et ξ(1 − s) = ξ(s).Remarquons qu’il existe beaucoup d’autres variables aleatoires definies a partir de processus deBessel ayant la loi de Y. L’equation ξ(1 − s) = ξ(s) permet de voir que pour toute fonction gpositive mesurable on a
 E(g(1/Y)) = E(Yg(Y)),
 donc la distribution de 1/Y est la meme que celle de Y, obtenue par size biased sampling apartir de Y.
 Ceci suggere une analogie avec l’etude des lois de Poisson-Dirichlet et suggere tres partielle-ment pourquoi ces lois apparaissent en arithmetique. Faute de lien plus apparent, nous preferonsexposer une demonstration du theoreme de Billingsley en derniere partie : on y comprend mieuxpourquoi le size biased sampling et PD(0, 1) interviennent.
 L’ideal serait de trouver une nouvelle demonstration de ce theoreme fondee uniquement surles proprietes de size biased sampling de la fonction ξ.
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8 introduction : la loi de poisson-dirichlet PD(α, θ) et quelques applications
 2.5. Excursions de processus stables
 Il s’agit du propos des deux parties suivantes. . . Nous y constatons que les longueursdecroissantes et normalisees des excursions de processus α-stables sont de loi PD(α, 0).
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Longueurs des excursions des processus stables
 Dans toute cette partie, nous considerons (τs, s > 0) un subordinateur α-stable, par exemplel’inverse du temps local d’un processus de Bessel (Bt, t > 0) (dont on considere la version conti-nue) de dimension 2(1− α) (0 < α < 1).
 Commencons par les simples remarques suivantes, a propos des excursions de (Bs, 0 6 s 6 1)de longueur > 0 :
 • elles sont denombrables, car pour tout n ∈ N∗ on a clairement un nombre fini d’excursions
 de longueur superieure ou egale a 1/n. Notons ainsi V = V1, V2, . . . les longueursdes excursions. Comme leur somme est finie (inferieure ou egale a un), il existe une
 permutation V des V telle que V1 > V2 > . . . De plus, comme la longueur d’une excursioncorrespond a un saut de l’inverse du temps local, la probabilite que deux excursions aientla meme longueur est nulle. Dans la suite on notera donc V1 > V2 > . . .
 • la somme de leurs longueurs est egale a 1. L’ensemble Z des zeros du processus de Besselest de mesure de Lebesgue presque surement nulle, comme le montre le theoreme deFubini :
 E(µ(Z)) = E
 (∫ 1
 0
 1Bt=0dt
 )
 =
 ∫ 1
 0
 E(1Bt=0)dt =
 ∫ 1
 0
 P(Bt = 0)dt = 0.
 De plus, comme a tout point de [0, 1] on peut associer une excursion de longueur > 0 ouun zero, µ(Z) +
 ∑∞i=1 Vi = 1, donc
 ∑∞i=1 Vi = 1.
 La suite de cette partie est organisee de la facon suivante.
 1. Nous montrons tout d’abord l’egalite en loi de V(t)/t et V(τs)/τs. De plus nous montronsque dans le cas d’un temps t fixe, la derniere longueur d’excursion peut etre choisie par size biased sampling .
 2. Nous donnons ensuite une formulation mathematique a l’idee naturelle suivante : lesubordinateur etant a accroissements independants, etant donne V(τs), tous les ordrespossibles des excursions sont equiprobables .
 3. Enfin l’identite V(T)/T ∼ Vt/t est etendue a toute une classe de temps T.
 Ces parties sont directement inspirees de Pitman et Yor, respectivement de [12] pour lesdeux premieres et de [13] pour la derniere.
 1. Egalite en loi de Vτs/τs et Vt/t
 Tout d’abord, remarquons que par propriete de scaling des processus α-stables (pour a > 0fixe (τs, s > 0) ∼ (aτs/aα , s > 0)), nous avons le resultat suivant.
 9
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10 longueurs des excursions des processus stables
 Proposition. Pour tous s > 0 et t > 0
 Vt
 t ∼ Vs
 sVτt
 τt∼ Vτs
 τs
 .
 Demonstration.
 0u
 τ
 s/aα s
 τs/aα
 τs
 Par propriete de scaling, on a (Bu, 0 6 u 6 t) ∼√
 t/s(B stu, 0 6 u 6 t). Ainsi, comme Vt et t
 sVs sontune meme fonction de ces deux processus, on a Vt ∼tsVs.
 Pour la seconde inegalite, nous passons cette fois-ci par la stabilite de τ , inverse du temps local. Nousavons (τu, u ∈ [0, s]) ∼ (aτu/aα , u ∈ [0, s]). Ainsi les
 sauts aussi ont meme loi, (∆τu, u ∈ [0, s], τs) ∼(∆aτu/aα , u ∈ [0, s], aτs/aα), donc
 ∆τu, u ∈ [0, s]/τs ∼ ∆τu/aα , u ∈ [0, s]/τs/aα .
 Comme les elements de Vτs sont les memes que ceuxde (∆τu, u ∈ [0, s]), ceci signifie exactement Vτs/τs ∼ Vτs/aα/τs/aα : la loi de Vτs/τs est
 independante de s.
 Paul Levy a montre que le temps passe par un brownien standard dans [0,+∞[ suit la loi del’arcsinus, pour un intervalle fixe [0, t] mais aussi pour un intervalle compris entre deux zeros,de type [0, τs]. Cette loi identique, malgre le comportement radicalement different au bout del’intervalle (Bt est non nul p.s. alors que Bτs est nul p.s.), est remarquable et pas necessairementintuitive.
 Le meme type de resultat est egalement valable dans notre cas : Vt/t ∼ Vτs/τs. De memeque pour la proposition precedente, ceci est une consequence de la stabilite de τ , mais nettementmoins immediate. De plus, pour t fixe, nous allons voir que le dernier intervalle peut etre choisipar size biased sampling .
 Pour montrer ces resultats, nous aurons d’abord besoin des deux lemmes suivants. Le pre-mier est une definition tres visuelle du temps local, il montre que les longueurs des excursionssuffisent a le definir. Quant au second, il lie la loi d’une mesure ponctuelle de Poisson a la loide la meme mesure a laquelle on enleve un point.
 Lemme : temps local et longueurs des excursions. Soit τs un subordinateur, de mesure deLevy Λ(dx), associe au temps local St d’un processus B. Soient V1,V2, . . . les longueurs desexcursions de B sur [0, t]. Alors
 Stps= lim
 ε→0
 |i : Vi > ε|Λ(ε,∞)
 .
 0u
 τ
 St
 t
 Demonstration. Remarquons que les accroissements deτ sont les elements d’un processus ponctuel de Poissond’intensite Λ. Il suffit donc de montrer que pour N untel processus on a NSt(ε,∞)/Λ(ε,∞) → St p.s. pourε → 0. Commencons donc par prouver que
 Nt(ε,∞)
 Λ(ε,∞)→ε→0
 t ps.
 Pour k ∈ N∗, soit εk l’unique reel > 0 telque Λ(εk,+∞) = k ; alors les variables aleatoires
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 N(εk+1, εk) sont independantes de meme loi (de Pois-son), donc d’apres la loi des grands nombres Nt(εk)/Λ(εk,∞) → t p.s. pour k → ∞. Comme,pour εk+1 < ε < εk, on a Nt(εk,∞)/Λ(εk+1,∞) < Nt(ε,∞)/Λ(ε,∞) < Nt(εk+1,∞)/Λ(εk,∞),on a Nt(ε,∞)/Λ(ε,∞) → t p.s. Il existe donc un ensemble Ω de probabilite 1 tel que pourω ∈ Ω et t ∈ Q Nt(ε,∞)/Λ(ε,∞) → t. Pour ω ∈ Ω et t remplace par St, le resultat demeurevalable, par monotonie de Nt(ε,∞)/Λ(ε,∞) en t.
 Lemme : Poisson sampling . Soient :
 • Q la loi d’un processus ponctuel de Poisson de mesure de Levy Λ ;
 • f(x, n) une fonction mesurable d’un point x ∈ R et d’une mesure de comptage n ∈ Ω∗ ;
 • X un point aleatoire de R et N− une mesure de comptage aleatoire sur R, definis conjoin-tement sur un meme espace de probabilite (Ω,F ,P) ;
 • N = N− + δX la mesure de comptage obtenue en ajoutant le point X a N−.
 Alors on a l’equivalence
 P(X ∈ dx,N ∈ dn) = f(x, n)n(dx)Q(dn) ⇔ P(X ∈ dx,N− ∈ dn) = f(x, n+ δx)Λ(dx)Q(dn).
 Demonstration. Si on nomme Qx la distribution de N + δx, ou N est un processus ponc-tuel de Poisson d’intensite Λ, alors la seconde egalite equivaut a P(x ∈ dx,N ∈ dn) =f(x, n)Λ(dx)Qx(dn). Il suffit donc de montrer que
 Qx(dn)
 Q(dn)=
 n(dx)
 Λ(dx).
 Cette relation resulte de la notion de distribution de Palm, mais nous pouvons en donner aumoins l’intuition. Si x n’est pas dans l’image de n, la relation est evidente : Qx(dn) = Q(N+δx ∈dn) = 0. Sinon, comme les points d’une mesure aleatoire de Poisson sont independants, on peutdonner l’intuition du resultat en ecrivant, pour x ∈ Im(n), Q(dn) = Q(δ[x,x+dx] +d(n− δx)) =
 Λ(dx)Qx(dn), ce qui est le resultat souhaite (pour une explication rigoureuse des distributionsde Palm, on pourra consulter [2] chapitre 2.2).
 Theoreme 1. Avec la notation Vt/t = V1,V2, . . . , on a les resultats suivants.
 1. Vt
 t ∼ Vτs
 τs, pour tous s > 0, t > 0.
 2. Soit it l’indice tel que t−Vit soit le dernier zero de B avant t. Alors, condition-nement a Vt, it est choisi par size biased sampling : P(it = n | Vt) = Vn.
 Demonstration. Remarquons tout d’abord, d’apres le premier lemme, que le temps local ent est une fonction (appelee Loc) de Vt : St = Loc(Vt) p.s. Par definition de Loc, on a de plusLoc(VT/X) = ST/X
 α p.s., pour tous temps aleatoires T et X, puisque cette relation est verifieea ω fixe presque surement.
 Ainsi a-t-on les equivalences :
 Vt
 t ∼ Vτs
 τs
 (Vt
 t ,Loc(Vt
 t )) ∼ (Vτs
 τs,Loc(
 Vτs
 τs)) (Vt
 t ,St
 tα ) ∼ (Vτs
 τs, sταs) (Vt
 t ,S1/αt
 t ) ∼ (Vτs
 τs, s
 1/α
 τs)
 Vt
 S1/αt
 ∼ Vτs
 s1/α( Vt
 S1/αt
 , t
 S1/αt
 ) ∼ (Vτs
 s1/α, τss1/α
 )
 ⇓ ⇑
 ⇒ ⇒
 ⇐⇐
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12 longueurs des excursions des processus stables
 Pour montrer (1), il nous suffit donc de montrer que Vt/S1/αt ∼ Vτss
 1/α. Or Vτs/s1/α est la
 suite decroissante des elements d’un processus ponctuel de Poisson d’intensite Λ. Ainsi, si ondefinit N par
 Nt(B) = |i : Vi(t)/S1/αt ∈ B|,
 pour tout borelien B, il suffit de montrer que N est un processus ponctuel de Poisson d’in-
 tensite Λ. De plus, si on note Xt = Vit/S1/αt , (2) est alors equivalent a P(Xt ∈ dx | Nt) =
 xNt(dx)/∫
 yNt(dy). En resume, pour montrer les deux assertions de notre theoreme, il suffitd’avoir
 P(Xt ∈ dx,Nt ∈ dn) =x n(dx)∫
 y n(dx)Q(dn),
 ou Q est la loi d’un processus ponctuel de Poisson d’intensite Λ. D’apres le deuxieme lemme, ilnous suffit meme de montrer que
 P(Xt ∈ dx,N−t ∈ dn) =
 x n(dx)
 x+∫
 y Λ(dx)Q(dn),
 ou N−t = Nt−δXt . Pour montrer ce resultat, il faut regarder le processus M (defini par Ms = τs−
 τs−) et conditionner selon St et Yt, longueur de l’excursion traversant t. Plus precisement, M estun processus ponctuel de Poisson d’intensite Λ(dx)ds. Comme (St,Yt) est l’unique point (s, y)verifiant τs− < t 6 τs− + y, on a P(St ∈ ds,Yt ∈ dy,M ∈ dm) = 1τs−<t6τs−+ym(dsdy)P(M ∈dm). D’apres le second lemme, ceci implique
 P(St ∈ ds,Yt ∈ dy,M− ∈ dm) = 1τs−<t6τs−+ydsΛ(dy)P(M ∈ dm),
 ou M− est le processus M auquel on enleve (St,Yt). Or N− verifie, pour tout borelien B,
 N−t (B) = |s < St : (τs− − τs)/S
 1/αt ∈ B| = M−([0, St[×(S
 1/αt B)). Le processus defini par
 M([0, s[×s1/αB) etant un processus ponctuel de Poisson d’intensite Λ (distribue selon Q), on adonc par changement de variable
 P(St ∈ ds,Yt ∈ dy,N−t ∈ dn) = 1s1/αT<t6s1/αT+ydsΛ(dy)Q(N ∈ dn).
 pour T =∫
 y n(dy). De plus Xt = t/S1/αt − T(N−
 t ), donc
 P(St ∈ ds,Yt ∈ dy,Xt ∈ dx,N−t ∈ dn) = 1t/s1/α∈dx,x6y/s1/αdsΛ(dy)Q(N ∈ dn).
 Une integration selon y et s donne alors le resultat.
 Remarque. Nous avons montre que Vt/t ∼ Vτs/τs, ce qui implique par conditionnellementque si U est une variable aleatoire > 0 p.s., independante de B, alors VU/U possede egalementcette meme loi. La section 3 donnera, en plus de τs et U, d’autres temps T tels que VT/T ∼ V1.
 De plus, on peut se demander si au lieu de [0, t] on peut considerer la loi de V pour Brestreint a [a, b], pour 0 < a < b. Cependant on ne retrouve certainement pas la meme loi quecelle de V1 : dans un cas on a une probabilite non nulle que V ne possede qu’un seul element,alors que dans l’autre V en possede une infinite presque surement. En revanche, quels que soient0 < a < b, on a facilement V[τa,τb]/(τb − τa) ∼ Vτb−a
 /τb−a ∼ Vt/t.
 2. Rearrangements et size biased sampling
 Le but de cette partie est de comprendre comment les intervalles formes par les zeros de Bsont repartis.
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 Nous aurons besoin du lemme suivant, liant la loi du brownien avec celle du pont brownien,a temps local fixe. Nous pourrons alors faire le lien entre la loi des longueurs des excursions deB, de son pont et de son pseudo pont .
 Lemme : switching identity . Soit P la loi du brownien et P0t la loi du pont brownien sur[0, t]. Alors P(· | τs = t) = P0t(· | St = s).
 Demonstration. Cette relation n’est vraie que modulo des ensembles (de s et t) de mesurenulle. Nous admettons qu’il existe une version de l’esperance conditionnelle telle que le lemmesoit vrai pour tous s et t.
 Lemme. Pour un subordinateur stable τs, la loi de Vt conditionnellement a St est la memesous Pt et P0t.
 Demonstration. Par la switching identity, nous avons P0,t(Vt/t ∈ · | St = s) = P(Vτs/τs ∈· | τs = t) = P(Vτs/τs ∈ · | s/ταs = s/tα). Or d’apres le theoreme 1 et sa demonstration, on a
 (Vt
 t ,St
 tα ) ∼ (Vτs
 τs, sταs). Ainsi P0,t(Vt/t ∈ · | St = s) = P(Vt/t ∈ · | St/tα = s/tα) = P(Vt/t ∈ · |
 St = s), ce qui est le resultat voulu.
 Lemme. Soit B#u = B(uτ1)/
 √τ1 (0 6 u 6 1) un pseudo pont , ou B est un processus de
 Bessel de dimension 2(1−α), 0 < α < 1. Alors les lois P01 et P#01 verifient la relation d’absolue
 continuitedP01
 dP#01
 = S1/E0,1(1/S1).
 Demonstration. Biane, Le Gall et Yor [3] ont montre le resultat dans le cas ou B est unmouvement brownien, en s’appuyant sur la desintegration
 ∫ ∞
 0
 ds Pτs =
 ∫ ∞
 0
 du√2πu
 Qu,
 ou Pτs designe la loi du mouvement brownien arrete en τs et Qu celle du pont brownien delongueur u. On peut imiter leur demonstration dans le cas general d’un processus de Bessel dedimension δ.
 Le temps local est alors defini par S1 = limε→0
 ∫ 1
 0106Bs6εds/ε
 δ. Il suffit de montrer que
 pour toute fonctionnelle mesurable F : C(0, 1) → R+
 E(τ−α1 F(B#
 u , u 6 1)) = E(τ−α1 )E(F(B0
 u, u 6 1)).
 Or ceci est une consequence directe de la relation de desintegration
 ∫ ∞
 0
 ds Pτs = K
 ∫ ∞
 0
 uα−1du Qu,
 ou K est une constante. En effet, on a alors, pour toutes F et g positives
 ∫ ∞
 0
 E
 [
 F
 (
 1√τsB(uτs), u 6 1
 )
 g(τs)
 ]
 ds = K
 ∫ ∞
 0
 u−δ/2E
 [
 F
 (
 1√uB0u(uv), v 6 1
 )]
 g(u)du,
 donc par scaling
 ∫ ∞
 0
 E
 [
 F(
 B#u , u 6 1
 )
 g(s1/ατ1)]
 ds = K
 ∫ ∞
 0
 u−δ/2E [F (B01(v), v 6 1)] g(u)du,
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 et enfin par changement de variable u = s1/ατ1 (justifie facilement en passant par le theoreme
 de Fubini) on obtient E(τ−α1 F(B#
 u , u 6 1)) = E(τ−α1 )E(F(B0
 u, u 6 1)), ce qui est le resultatvoulu.
 Il nous reste a prouver la relation de desintegration. Nous renvoyons pour cela a Revuz etYor chapitre VI exercice 2.29 [15], ou le cas brownien est traite. Dans le cas d’un processus deBessel, la demonstration est en tout point identique, sauf que la probabilite de transition 0 a yn’est pas en t−1/2 mais en t−δ/2 (cf annexe).
 Pour comprendre l’ordre dans lequel apparaissent les elements de Vt et Vτs , introduisonsles notations suivantes.
 • Q la loi d’un Bessel standard
 • Qs = Q(· | S1 = s)
 • Q0 la loi d’un pont de Bessel standard : Q0 = Q(· | B1 = 0)
 • Qs0 = Q0(· | S1 = s) = Q(· | B1 = 0, S1 = s)
 Ces conditionnements par des evenements de mesure nulle ne sont ici pas difficiles a justifiercar on a une ecriture explicite des processus auxquels ils correspondent (tels que le pont deBessel).
 Soit ν la Q-distribution de S1 et ν0 sa Q0-distribution. Si on definit, pour toute mesure µsur [0,∞[, Qµ =
 ∫
 Qsµ(ds), alors on a Qν = Q et Qν0 = Q0.Notons desormais [Rn,Ln] l’intervalle correspondant a une excursion de longueur Vn. Notre
 but est de connaıtre la loi de (Rn)n>0 (par exemple), conditionnellement a V. Introduisons alors
 Un =SRn
 S1.
 Alors Un < Um signifie que l’intervalle correspondant a Vn est situe a gauche de celuicorrespondant a Vm. On a de plus
 Rm =∑
 n
 1Un6UmVn,
 donc pour connaıtre la loi des Ri conditionnellement a V, il suffit de connaıtre la loi des Ui.C’est ce que nous apporte le theoreme suivant.
 Theoreme 2 : loi de l’ordre des intervalles, pour V donne. Soit µ une distribution sur[0,∞[.
 1. La loi de V est identique sous Qµ et sous Qµ0 .
 2. Sous Qµ0 , les variables aleatoires U1, . . . ,Un, . . . sont independantes,
 independantes de V et de loi uniforme sur [0, 1].
 3. Sous Qµ, il existe un unique indice N tel que UN = 1, choisi par sizebiased sampling : Qµ(N = n | V) = Vn. Les variables aleatoiresU1, . . . ,Un−1,Un+1, . . . sont alors independantes, independantes de V et N etde loi uniforme sur [0, 1].
 Demonstration. (1) Pour µ = δs, il s’agit du second lemme. Le resultat est alors immediaten conditionnant par s.
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 (2) De meme que precedemment, il suffit de considerer le cas µ = δs, pour 0 < s < ∞,c’est-a-dire la loi Qν
 0 sachant S1 = s. Or S1 est une fonction de V, donc il suffit de montrer leresultat sous Qν
 0 . Or Qν0 est la loi du pseudo pont d’apres le lemme precedent, donc il nous suffit
 de montrer par changement d’echelle que pour (Bu, 0 6 u 6 τ1), on a les Vn := SRn/Sτ1 = SRn
 uniformes et independants (y compris de V). Or les SRi sont exactement les instants des sautsde taille Vi d’un processus ponctuel de Poisson, donc on sait que les moments des sauts sontequiprobables et independants les uns des autres, ce qui est le resultat souhaite.
 (3) Sous Q, on a un dernier intervalle (Ln,Rn) = (G1, 1), ou G1 est le dernier zero de B
 avant 1. Par le theoreme 1 on sait que Q(N = n | V) = Vn. Etant donne N, si on considerele processus B restreint a [0,G1], on sait qu’il s’agit d’un pont brownien de longueur G1. Onpeut donc appliquer le resultat de (2) a ce pont et on obtient le resultat voulu pour µ = ν toutd’abord, puis pour tout µ en conditionnant selon S1.
 Remarque : interpretation du theoreme. La partie (1) du theoreme montre que la loi de V
 est la meme dans le cas d’un processus de Bessel sur [0, t] ou un pont de Bessel sur ce memeintervalle ; ceci n’est vrai que pour les longueurs ordonnees bien sur, pas pour l’ensemble deszeros car dans le premier cas t est isole des zeros alors que ce n’est pas le cas pour le pont. Lapartie (2) montre qu’une fois V fixe, toutes les permutations de ces intervalles sont equiprobablespour reconstituer l’ensemble des zeros, dans le cas du pont brownien : pour les n plus longs Vi,les n! ordres d’apparition sont equiprobables.
 Dans le cas de B sur [0, t], la loi de l’ordre des Vi (pour V donne) est un peu plus com-pliquee : un des elements de V doit etre choisi par size biased sampling pour etre le dernierintervalle [G1, 1], les autres etant ordonnes facon purement aleatoire.
 ⇓
 ⇓
 ⇓
 suppression
 decalage
 juxtaposition
 • •
 • •
 • •
 • •
 0 1
 La remarque montre une facon de generer, a partirde X de loi Qµ
 0 , un processus X∗ de loi Qµ : soit Uune variable aleatoire uniforme sur [0, 1], independantede B et [GU,DU] = [LN,RN] l’intervalle correspondanta l’excursion en U, de longueur ∆. Soit de plus M unmeandre standard signe. Alors le processus defini par
 X∗t =
 Xt pour 0 6 t 6 GU
 X∆+t pour GU 6 t 6 1−∆√∆M
 (
 t+∆−1∆
 )
 pour 1−∆ 6 t 6 1
 est de loi Qµ. La justification de ce fait tient dans lesremarques suivantes.
 • Dans notre construction le dernier intervalle estbien choisi par size biased sampling .
 • Etant donne l’ensemble des zeros de B, chacunedes excursions est independante des autres.
 • La loi d’un brownien sur [G1, 1] est celle d’unmeandre standard, independant du passe de Xsur [0,G1].
 Comme X∗ a pour loi Qµ, on a (X∗t , 0 6 t 6
 1 − (DU − GU); Qµ0 ) ∼ (Xt, 0 6 t 6 G1; Q
 µ). Ainsi,pour µ = ν on obtient le theoreme suivant.
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16 longueurs des excursions des processus stables
 Theoreme 3. Soit B# un pseudo-pont de Bessel standard, U uniforme sur [0, 1]
 independante de B# et [G,D] l’intervalle correspondant a l’excursion en U. On definitalors
 B∗t =
 B#t pour 0 6 t 6 G
 B#D−G+t pour G 6 t 6 1− (D−G)
 Alors (B∗t , 0 6 t 6 1− (D−G)) ∼ (Bt, 0 6 t 6 G1).
 Remarque. Ce theoreme contient implicitement le theoreme 1. En effet, comme V(1) et1 −G1 sont fonction de (Bt, 0 6 t 6 G1), elles ont meme loi que les fonctions correspondantesde (B∗
 t , 0 6 t 6 1−(D−G)), c’est a dire Vτ1/τ1 et D−G. Ainsi la loi de 1−G1 conditionnellementa V est la meme que celle de D −G conditionnellement a V, c’est a dire P(D−G = Vi) = Vi,puisque U est uniforme sur [0, 1].
 3. Les temps admissibles
 Outre les variables aleatoires U independantes de (Bt, t > 0) et τs, il existe d’autres variablesaleatoires T telles que
 VT
 T∼ Vt
 t∼ PD(α, 0).
 Nous rappelons ainsi le resultat de Pitman et Yor [13], qui donnent une large classe de tempsT verifiant la relation precedente. Le temps T est alors appele admissible .
 Theoreme 4. Soit cn > 0 avec∑
 n cn < ∞. Soit
 At =∑
 n
 cnVn(t) + c S1/αt ,
 et αu = inft : At > u. Alors αu est un temps admissible.
 La demonstration de ce theoreme commence par deux remarques.
 • Si une suite de temps admissibles converge en probabilite vers un temps T, alors T estadmissible.
 • S1/αt s’ecrit, d’apres la premiere representation de la partie suivante, comme une limite
 en Vn pour n → ∞.
 Grace a ces deux remarques, il suffit de montrer le resultat pour une somme finie : At =∑k
 n=1 cnVn(t). La demonstration repose ensuite sur une formule d’absolue continuite trouveeentre V(α1)/α1 et V1.
 Remarque. Ce theoreme montre que τs est admissible, mais pas seulement. Par exemple,comme consequence de ce theoreme, les temps Hm := inft,Vm(t) > 1 sont admissibles.
 Ceci n’est pas vraiment intuitif puisque pour H1 par exemple la plus longue excursionapparaıt en dernier.
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Lois de Poisson-Dirichlet : quelques representations
 1. PD(α, 0) : la loi des excursions
 1.1. Vτs/τs a pour loi PD(α, 0)
 Soit τ un subordinateur, de mesure de Levy Λ verifiant les conditions
 Λ(0,∞) = ∞, ∆(1,∞) < ∞,
 ∫ 1
 0
 xΛ(dx) < ∞.
 On peut alors ordonner les sauts de τ sur (0, 1) : ∆τ1 > ∆τ2 > . . . Conformement aux
 notations des parties precedentes, posons Vi = ∆τi/τ1, V une size biased permutation de
 V et ∆τ la permutation de ∆τ associee. On definit alors, pour tout n > 1, Tn =∑∞
 k=n+1 ∆τk(0 < Tn < ∞ p.s.) et Un = Tn/Tn−1. Ainsi
 Vn = U1 . . .Un−1(1 −Un) ps.
 Pour montrer que la loi des sauts de τ ordonnes est PD(α, 0), il nous suffit donc de montrerque les Un sont independants de loi β(nα, 1− α).
 Il s’agit precisement d’une partie du theoreme suivant, du a Perman, Pitman et Yor [12],qui explique pourquoi les distributions PD(α, 0) et PD(0, θ) apparaissent naturellement. Nousaurons prealablement besoin du lemme suivant.
 Lemme. Supposons T = τ1 de densite f , Λ(dx) = ρ(x)dx et notons Θ(x) = xρ(x). Alors lasuite (T,T1,T2, . . . ) est une chaıne de Markov de probabilite de transition stationnaire
 P(T1 ∈ dt1 | T = t) =Θ(t− t1)
 t
 f(t1)
 f(t)dt1.
 Les densites de (T,T1,T2), puis (T,U1,U2) et (T2,U1,U2) sont donc respectivement (on noteu = 1− u)
 f(t, t1, t2) = Θ(t−t1)t
 Θ(t1−t2)t1
 f(t2)
 g(t, u1, u2) = Θ(u1t)Θ(u1u2t)f(u1u2t)
 h(t2, u1, u2) = 1u1u2
 Θ(
 u1t2u1u2
 )
 Θ(
 u2t2u2
 )
 f(t2)
 .
 De plus, on a des formules analogues pour les densites n+1-dimensionnelles de (T,T1, . . . ,Tn),(T,U1, . . . ,Un) et (Tn,U1, . . . ,Un).
 Demonstration. Soit ∆τ− la mesure ponctuelle de poisson associee aux sauts de τ , a laquelle
 on enleve ∆τ1. Soit B un sous-ensemble mesurable du simplexe. Alors
 P(∆τ1 ∈ dx,T1 ∈ dt1,∆τ− ∈ B)
 = P(∃∆τi ∈ dx)P(∆τ 1 ∈ dx | ∃∆τi ∈ dx)P(T1 ∈ dt1,∆τ− ∈ B | ∃∆τi ∈ dx, ∆τ1 ∈ dx)
 Or P(∃∆τi ∈ dx) = ρ(x)dx, P(∆τ1 ∈ dx | ∃∆τi ∈ dx) = x/(x+t1) par size biased sampling .Enfin, comme les repartitions des points d’une mesure aleatoire de Poisson dans et en dehors
 17
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 d’un voisinage de x sont independants, on a P(T1 ∈ dt1,∆τ− ∈ B | ∃∆τi ∈ dx, ∆τ1 ∈ dx) =P(T ∈ dt1,∆τ ∈ B). Ainsi
 P(∆τ1 ∈ dx,T1 ∈ dt1,∆τ− ∈ B) = ρ(x)dxx
 x+ t1P(T ∈ dt1,∆τ ∈ B). (1)
 Cette relation montre que la loi de ∆τ− sachant T et T1 = t1 est egale a la loi de ∆τsachant T = t1. De plus, etant donne ∆τ−, la suite (Tn)n>2 est obtenue par la meme procedureque (Tn)n>1 a partir de ∆τ ( size biased sampling ). Ainsi la distribution conditionnelle de(Tn)n>2 sachant T et T1 = t1 est la meme que celle de (Tn)n>1 sachant T = t1 : il s’agit de lapropriete de Markov recherchee.
 La relation (1) implique de plus que l’on a bien la formule annoncee pour P(T1 ∈ dt1 | T = t),puis les trois densites par conditionnement et utilisation de la propriete de Markov, puis parchangement de variable.
 Remarque. On aurait un lemme tout a fait similaire dans le cas plus general de h-biasedsampling .
 Theoreme 5. Avec les notations precedentes, on a les resultats suivants.
 1. Les variables aleatoires τ1 et U1 sont independantes si et seulement si T a pourdensite
 f(t) =1
 Γ(θ)λθtθ−1e−λt,
 pour λ > 0 et θ > 0 (densite gamma ). Alors τ1 et les Un sont independantset les Un sont de loi β(1, θ) : la distribution de V est PD(0, θ).
 2. Les variables aleatoires τ1 − ∆τ1 et U1 sont independantes si et seulement si τ1est de distribution stable d’indice 0 < α < 1 :
 E(
 e−λτ1)
 = e−cλα
 ,
 pour c > 0. Alors pour tout n les variables aleatoires τ1 − ∆τn,U1,U2, . . . ,Un
 sont independantes et Un est de loi β(1 − α, nα) : la distribution de V estPD(α, 0).
 Demonstration. (1) Si T possede la densite gamma, alors d’apres le lemme g(t, u1, u2) se
 factorise apres calcul en s(t)(θuθ−11 )(θuθ−1
 2 ), donc T, U1 et U2 sont independants, avec U1 et U2
 de distribution β(θ, 1). Le meme type de factorisation existe pour la densite de (T,U1, . . . ,Un).Reciproquement, si T et U1 sont independants, alors d’apres le lemme on doit pouvoir
 ecrire g(t, u1) = Θ(u1t)f(u1t) = φ(u1)f(t). Mais alors g(t, u1, u2) = Θ(u1t)Θ(u1u2t)f(u1u2t) =Θ(u1t)φ(u2)f(u1t) = φ(u1)φ(u2)f(t) etc. Ceci montre que T et tous les Ui sont independants.
 Pour montrer que T est alors de loi gamma, utilisons le critere de Lukacs, montre en annexe : si X et Y sont des variables aleatoires independantes positives non constantes et si X + Yest independant de X/(X + Y), alors X et Y sont de loi gamma de meme facteur d’echelle .Prenons ici X = τ1/2 et Y = τ1 − τ1/2 (independants car τ est un subordinateur). Si In indique
 que ∆τn a lieu avant 1/2, alors les In sont deux a deux independants de loi de Bernoulli(1/2).De plus X/(X+Y) =
 ∑
 n InU1 . . .Un, donc X/(X+Y) est independant de T = X+Y ; le criterede Lukacs s’applique donc.
 (2) Si T est de distribution stable alors Θ(x) = Kx−α pour une certaine constante K, doncla fonction h du lemme se factorise : pour tout n, Tn,U1, . . . ,Un sont independants.
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 Reciproquement, si U1 et T1 sont independants alors on doit avoir une factorisation dutype 1/u1Θ(u1t1/u1)f(t1) = f1(t1)φ(u1) pour certaines densites f1 et φ. ceci impose Θ(tx) =s(t)u(x) pour des fonctions mesurables positives s et u, donc Θ(x) = Kx−α, pour une constantepositive K et un 0 < α < 1 (pour satisfaire les conditions d’integrabilite de Λ).
 Remarque. Maintenant que nous savons que la loi de Vτs/τs est PD(α, 0), nous pouvons endeduire des equations fonctionnelles sur la loi de PD(α, 0).
 En effet, pour deux suites decroissantes u et v, notons Reord(u, v) (pour reordonnement)la suite decroissante telle que les elements de u et v en forment une partition.
 Soient s1 > 0 et s2 > 0. Pour un processus de Bessel de dimension 2(1 − α), les longueursdecroissantes des excursions jusqu’a τs1+s2 est alors le reordonnement de ces longueurs surles intervalles (0, τs1) et (τs1 , τs1+s2 − τs1 ). Comme τ est a accroissements independants, leslongueurs sur ces deux intervalles sont independantes. Comme de plus ces longueurs normaliseesont la meme loi PD(α, 0), independante de s1 et s2, on en deduit l’equation fonctionnelle suivantepour la loi PD(α, 0). Soient des variables aleatoires independantes P, P1, P2 de loi PD(α, 0), τude loi E(e−λτu) = e−uλα
 ; alors
 Reord(τs1P1, τs2P2) ∼ (τs1 + τs2)P.
 Je ne sais pas si cette equation fonctionnelle est suffisante pour caracteriser la loi de Poisson-Dirichlet PD(α, 0). Cette relation est difficilement exploitable pour etudier la loi des elementsde P, excepte pour le plus grand element M :
 maxτs1M1, τs2M2 ∼ (τs1 + τs2)M.
 Ici aussi, cette equation fonctionnelle caracterise peut-etre la loi de M.
 1.2. Autres representations de la loi PD(α, 0)
 Premiere representation. Soit V de distribution PD(α, 0), pour 0 < α < 1. Alors :
 1. on peut ecrire
 Vn =Xn
 −1/α
 ∑∞m=1 Xm
 −1/α,
 ou Xn = ε1 + · · ·+ εn, avec les εi independantes de loi exponentielle standard.
 2. la limite limn→∞
 nVαn existe presque surement.
 Demonstration. Nous savons que Vτ1/τ1 est de loi PD(α, 0) pour un subordinateur α-stable,de mesure de Levy Λα[x,∞[= Cx−α. Il nous suffit donc de montrer les assertions dans le casou V = Vτ1/τ1.
 On sait que (τ1Vn, n > 0) sont les points d’une mesure ponctuelle de Poisson d’intensiteΛα(dx) sur ]0,∞[. Ainsi Xn := C(τ1Vn)
 −α sont les points d’une mesure ponctuelle de Poissond’intensite dx sur ]0,∞[, par simple changement de variable. Les εn = Xn − Xn−1 sont doncdes variables exponentielles standard independantes, ce qui prouve 1.
 De plus, Cτ−α1 (nVα
 n)−1 =
 ∑ni=1 εi/n converge vers 1 p.s. par la loi des grands nombres,
 donc nVαn →
 n→∞Cτ−α
 1 , ce qui prouve 2.
 Seconde representation. Soit V de distribution PD(α, 0), pour 0 < α < 1. Soit Rn =Vn+1/Vn.Alors Rn est de distribution β(nα, 1) et les Ri sont independants.
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 Demonstration. En utilisant la premiere representation la preuve est elementaire : on aRn = (Xn/Xn+1)
 1/α. Il suffit donc de montrer que si les Xi sont les instants de sauts d’unprocessus de Poisson homogene, alors les Xn/Xn+1 sont independants de loi β(n, 1), ce qui estelementaire.
 Remarque. Comme consequence immediate on a la representation suivante : si les Rn sontdeux a deux independants et de loi β(nα, 1), alors en posant
 V1 = 11+R1+R1R2+R1R2R3+...
 Vn+1 = V1R1R2 . . .Rn,
 V a pour loi PD(α, 0).
 2. Formule d’absolue continuite entre PD(α, 0) et PD(α, θ).
 Nous connaissons desormais plusieurs facons de calculer la loi PD(α, 0) et nous pouvons endeduire la densite de PD(α, θ) grace au theoreme suivant, donne sans demonstration, qui estune consequence directe du corollaire 3.15 de [9].
 Theoreme 6 : absolue continuite entre PD(α, 0) et PD(α, θ).Si τ est un subordina-teur stable de parametre α et V de loi PD(α, θ), alors pour toute fonction mesurablepositive f
 Eα,θ (f(V)) = K Eα,0
 (
 1
 τθ1f
 (
 Vτ1
 τ1
 ))
 ,
 ou K = cθ/αΓ(θ + 1)Γ(1− α)θ/α/Γ(θ/α+ 1).
 Pour avoir la densite k-dimensionnelle de PD(α, θ), il suffit donc de connaıtre la loi jointe de(τ1,V1, . . . ,Vk) pour un subordinateur α-stable. La formule de Perman presentee en paragraphe4, permet d’avoir ce resultat.
 Ces lois fini-dimensionnelles sont presentees dans [14].
 3. Processus associe a PD(α, θ)
 De meme que PD(α, 0) correspond a la loi des longueurs des excursions reordonnees d’unsubordinateur α-stable, on peut se demander s’il n’existe pas une telle representation pour la loiPD(α, θ). La reponse est oui et on peut construire explicitement un tel subordinateur commele montre le theoreme suivant, prouve dans [14].
 Theoreme 7. Soit 0 < α < 1 et c > 0. Soit (τs)s>0 un subordinateur de mesure de Levycαx−α−1e−xdx. Independamment de τ , soit γ un gamma-subordinateur (de mesure deLevy x−1e−xdx).Alors la suite ordonnee/normalisee des longueurs des excursions de τ prises jusqu’autemps aleatoire sα,θ = γ(θ/α)/(cΓ(1 − α)) a pour loi PD(α, θ). De plus, elle estindependante de la variable aleatoire T = τsα,θ
 , qui est de loi γ(θ).
 La demonstration de ce theoreme provient fondamentalement de la remarque suivante. SoitK = cΓ(1−α) et σs un subordinateur α-stable avec E(e−λσs) = e−Ksλα
 . La mesure de Levy de
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 τ a pour densite e−x par rapport a celle de σ, donc pour toute fonctionnelle positive mesurableF
 E(F(τt, 0 6 t 6 s)) = eKsE(F(σt, 0 6 t 6 s)e−σs).
 Grace a cette formule on passe de la loi de τ a celle d’un subordinateur α-stable, puis avec laformule d’absolue continuite on a le lien avec PD(α, θ).
 Remarque. Contrairement a la formule d’absolue continuite, on a bien ici des limites lorsqueα → 0 pour θ fixe (en prenant c = 1/α). On retrouve alors bien la distribution de Kingman :la mesure de Levy de τ tend vers x−1e−xdx et sα,θ vers θ par la loi des grands nombres.
 4. Lois finidimensionnelles : la formule de Perman
 Soit V la suite decroissante normalisee (pour que la somme fasse 1) des sauts d’un subor-dinateur τ de mesure de Levy admettant une densite h(x)dx. On note dans la suite vn =1− (v1 + · · ·+ vn−1).
 Theoreme 8 : la formule de Perman [8]. Avec les notations precedentes, pour toutn > 2, (τ1,V1, . . . ,Vn) admet pour densite
 pn(t, v1, . . . , vn) = h(tv1) . . . h(tvn−1)tn−1
 vnp1
 (
 tvn,vnvn
 )
 ,
 ou p1 verifie de plus l’equation integrale (pour t > 0 et 0 < u < 1)
 p1(t, v) = t h(tv)
 ∫ v/(1−v)∧1
 0
 p1(t(1− v), u)du.
 La preuve de ce theoreme repose sur le fait suivant : si on considere le subordinateur τ ′
 defini comme τ auquel on enleve les n plus grands sauts, alors la loi de τ ′ conditionnellement a(V1, . . . ,Vn) est celle d’un subordinateur de mesure de Levy celle de τ restreinte a (0,Vn). Ceciresulte des proprietes d’independance des processus ponctuels de Poisson et donne facilementla premiere equation.
 Pour obtenir l’equation fonctionnelle de p1, il suffit de constater que c’est la premiere mar-ginale de p2, pour laquelle on utilise la formule precedente.
 Remarque. On voit facilement que l’equation integrale de Perman pour p1 determine cettefonction de maniere unique, en se restreignant successivement aux cas ou v ∈]1/2, 1[, v ∈]1/3, 1/2], v ∈]1/4, 1/3] etc.
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Le theoreme de Billingsley
 1. Enonce
 Pour un entier m, on note :
 • #»p k(m) le vecteur des k plus grands facteurs premiers distincts de m, p1 > · · · > pk (aveccertains termes eventuellement egaux a 1 si m a moins de k facteurs premiers distincts) ;
 • #»q k(m) le vecteur des k plus grands facteurs premiers (eventuellement repetes) de m,q1 > · · · > k(avec certains termes eventuellement egaux a 1 si m a moins de k facteurspremiers) ;
 • #»
 Pk(m) = (log p1(m)/ logm, . . . , log pk(m)/ logm) ;
 • #»
 Qk(m) = (log q1(m)/ logm, . . . , log qk(m)/ logm).
 Voici l’enonce du theoreme tel qu’il est propose par Billingsley [5].
 Theoreme 9. Soit k ∈ N∗ fixe. Pour m ∈ N∗, notons #»m = logm/ log #»p k(m). Alors, ilexiste une mesure µ sur [0, 1]k telle que pour tout borelien B de [0, 1]k
 1
 n|m ∈ J1, nK : #»m ∈ B| →
 n→∞µ(B).
 De plus, la mesure µ possede une densite definie comme suit.
 • Soit Hv(x) =∫
 Uv
 ∏vi=1 dti/ti, ou Uv = 1 < t1 < · · · < tv < x :
 ∑vi=1 1/ti < 1.
 • Alors la marginale de µ restreinte a la premiere coordonnee a pour densitef(x) = x−1
 ∑∞v=0(−1)vHv(x− 1).
 • La mesure µ a alors pour densite
 f(x1, . . . , xk) =
 (
 1−k∑
 i=1
 1
 xi
 )(
 k∏
 i=1
 1
 xi
 )
 f
 [
 xk
 (
 1−k∑
 i=1
 1
 xi
 )]
 .
 Remarque. Grace au theoreme de Perman precedemment vu, apres quelques calculs on re-connaıt pour les 1/xi la loi PD(0, 1). Le theoreme de Billingsley peut donc s’enoncer comme suit.
 La loi Pn definie par Pn(B) = 1n |m ∈ J1, nK :
 #»
 Pk(m) ∈ B| converge faiblement versPD(0, 1).
 La demonstration originelle de Billingsley repose sur des comparaisons serie-integrale etn’utilise que la propriete arithmetique suivante :
 ∑
 p∈P∩J1,nK 1/p = log logn+ c+ o(1).
 Nous lui preferons ici la demonstration suivante, due a Donnelly et Grimmett [6], plusprobabiliste et qui fait apparaıtre la notion de size biased sampling . De plus elle n’utilise
 23
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24 le theoreme de billingsley
 que la relation arithmetique∑
 p∈P∩J1,nK log p/p = logn + O(1), legerement moins difficile a
 montrer que la precedente.
 2. Demonstration de Donnelly et Grimmett
 Soit N(n) =∏
 p∈P pγp,n un entier choisi uniformement dans J1, nK. On pose M(n) =∑
 p γp,nle nombre de facteurs premiers de N(n) (comptes avec multiplicite).
 Soit ensuite (qi(n))16i6M(n) une h-biased permutation de la suite des facteurs premiers
 q1(n) > · · · > qM(n)(n) de N(n), avec la fonction h(x) = log x :
 P(q1(n) = qi(n)) =γqi(n),n log qi(n)
 log N(n)
 P(ql(n) = qi(n) | N(n), q1(n), . . . , ql−1(n)) =γkqi(n),n log qi(n)
 log Rl(n)
 ou γkp,n = max0, γp,n − |i < k : qi(n) = p| et Rl(n) = N(n)/(q1(n) . . . ql−1(n)). On pose de
 plus
 Bi(n) =
 log qi(n)log Ri(n)
 si 1 6 i 6 M(n)
 0 si i > M(n)
 Dans la suite, on ecrira
 #»
 B(n) pour les k premieres coordonnees B1, . . . ,Bk, ou k estspecifie par le contexte. On a alors la proposition centrale suivante.
 Proposition. Pour tout k ∈ N∗, le vecteur#»
 B(n) converge faiblement vers la mesure de Le-besgue sur [0, 1]k.
 Avant de montrer cette proposition, voyons pourquoi il implique la convergence faible de#»
 Qk(N(n)) vers la loi PD(0, 1). Supposons son resultat juste et considerons le vecteur#»
 C(n) definipar
 Ci(n) =
 log qi(n)log N(n) si 1 6 i 6 M(n)
 0 si i > M(n)
 Alors on peut verifier facilement que
 C1(n) = B1(n), C2(n) = (1 − B1(n))B2(n), C3(n) = (1− B1(n))(1 − B2(n))B3(n) . . .
 Comme la loi de#»
 B(n) tend vers une loi uniforme, celle de#»
 C(n) tend vers l’image de cetteloi par l’application precedente, c’est-a-dire exactement la loi GEM de parametre 1. On en
 deduit que la loi de#»
 Qk(N(n)), qui n’est rien d’autre que le reordonnement de#»
 C(n), tend versl’image de GEM par reordonnement, c’est a dire PD(0, 1) par definition. On peut donc enoncerle resultat suivant.
 Theoreme 10. Soit k ∈ N∗ et N(n) un entier tire au hasard uniformement dans J1, nK.Alors la loi de (log q1(N(n))/ logN(n), . . . , log qk(N(n))/ log N(n)) tend vers celle desk premieres coordonnees de PD(0, 1).
 Demonstration de la proposition. Nous voulons montrer que pour tous #»a ,#»
 b ∈]0, 1[k avec#»a <
 #»
 b , on a P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) →n→∞
 ∏ki=1(bi − ai).
 Premiere etape. Il nous suffit en realite de montrer que
 lim infn→∞
 P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) >
 k∏
 i=1
 (bi − ai). (1)
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 En effet, si ce n’etait pas suffisant, on pourrait trouver #»c <#»
 d dans [0, 1]k avec lim supn→∞ P( #»c 6#»
 B(n) 6#»
 d ) >∏k
 i=1(di − ci). Si nous partitionnons le cube unite en r cubes Ci, dont un serait
 C1 =∏k
 i=1[ci, di], nous aurions donc (en notant λ la mesure de Lebesgue)
 1 = lim supn→∞
 r∑
 i=1
 P(#»
 B(n) ∈ Ci) >r∑
 i=2
 lim infn→∞
 P(#»
 B(n) ∈ Ci) + lim supn→∞
 P(#»
 B(n) ∈ C1)
 >
 r∑
 i=2
 λ(Ci) + lim supn→∞
 P(#»
 B(n) ∈ C1) >r∑
 i=2
 λ(Ci) + λ(C1) > 1,
 ce qui est contradictoire. Il nous suffit donc de montrer (1).
 Seconde etape. Remarquons que la condition #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b s’ecrit aussi, pour tout 1 6
 i 6 k, Ri(n)ai 6 qi(n) 6 Ri(n)
 bi , ou Ri(n) = N(n)/(q1(n) . . . qi−1(n)), donc
 P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) =∑
 Ω
 P(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k qi(m) = pi)
 ou Ω =
 (m, p1, . . . , pk) ∈ J1, nK × Pk : ∀1 6 i 6 k,
 (
 m
 p1 . . . pi−1
 )ai
 6 pi 6
 (
 m
 p1 . . . pi−1
 )bi
 .
 Soit 0 < ε < 1 et posons
 Ωε =
 (m, p1, . . . , pk) ∈ Jεn, nK × Pk : ∀1 6 i 6 k,
 (
 n
 p1 . . . pi−1
 )ai
 6 pi 6
 (
 εn
 p1 . . . pi−1
 )bi
 .
 Alors Ωε ⊂ Ω, donc P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) >∑
 ΩεP(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k qi(m) = pi). De plus,
 comme les qi sont choisis par log-biased sampling , on a pour tous les elements de Ω′
 P(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k qi(m) = pi) = 1p1...pk|m1
 n
 n∏
 i=1
 γpi,n log pilog(m/(p1 . . . pi−1))
 > 1p1...pk|m1
 n
 n∏
 i=1
 log pilog(m/(p1 . . . pi−1))
 > 1p1...pk|m1
 n
 n∏
 i=1
 log pilog(n/(p1 . . . pi−1))
 .
 Posons, pour #»p = (p1, . . . , pk) donne, ni = n/(p1 . . . pi−1). Alors, en sommant l’expressionprecedente sur tous les elements m de Ωε multiples de p1 . . . pk, on obtient
 P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) >∑
 #»p |∃m:(m, #»p )∈Ωε
 (
 1− ε− 1
 nk+1
 ) k∏
 i=1
 log pipi logni
 .
 Comme, pour tout i, ni+1 = ni/pi > ni/(εni)bi > n1−bi
 i , on a ni+1 > nν ou ν =∏k
 i=1(1− bi) >0. Ainsi
 P( #»a 6#»
 B(n) 6#»
 b ) >
 (
 1− ε− 1
 nν
 )
 ∑
 #»p |∃m:(m, #»p )∈Ωε
 k∏
 i=1
 log pipi logni
 . (2)
 Troisieme etape. On utilise ici le resultat arithmetique suivant :∑
 p∈P∩J1,KK log p/p = logK+
 O(1). On a donc, pour un certain M > 0,∑
 mai6p6(εm)bilog p
 p logm > bi − ai − ε des que m > M,
 si bien que pour tout n > M1/ν
 ∑
 naii 6p6(εni)bi
 log p
 p logni> bi − ai − ε.
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26 le theoreme de billingsley
 En sommant les termes de (2) selon pk, pk−1, . . . , p1, nous en deduisons que pour n > M1/ν
 P( #»a 6#»
 Bk(n) 6#»
 b ) >
 (
 1− ε− 1
 nν
 ) k∏
 i=1
 (ni − ai − ε).
 On obtient alors la minoration souhaitee de la lim inf pour ε → 0.
 Remarque. Parmi les proprietes interessantes impliquees par ce theoreme, si m est distribueuniformement dans J1, nK, alors P(q1(m) . . . qk(m) > mb) admet une limite finie f(k, b) ∈]0, 1[pour tout b ∈]0, 1[.
 3. Equivalence des deux theoremes
 La demonstration precedente donne la distribution asymptotique des facteurs premierscomptes avec leur multiplicite. Ceci n’est donc pas exactement le theoreme de Billingsley. Ce-pendant, on peut facilement passer du resultat de Donnelly et Grimmett a celui de Billingsley.Pour le montrer, commencons par le lemme suivant.
 Lemme. Soit k ∈ N∗. Soit N l’ensemble des entiers n > 1 tels qu’il existe p ∈ P avec p2 | net p parmi les k plus grands facteurs premiers de n. Alors N est de densite nulle dans N.
 Demonstration. Soit l ∈ J1, k − 1K. D’apres le theoreme de Donnelly et Grimmett, la loi
 limite de#»
 Qk(N(n)) admet un densite f(x1, . . . , xk) donc, pour tout ε > 0,
 lim supn→∞
 P(ql(N(n)) = ql+1(N(n))) 6 lim supn→∞
 P(|ql(N(n)) − ql+1(N(n)| < ε)
 =
 ∫
 1|xl−xl+1|<εf(x1, . . . , xk)dx1 . . . dxk.
 Pour ε → 0, on obtient donc lim supn→∞ P(ql(N(n)) = ql+1(N(n))) = 0. L’ensemble Nl des
 entiers tels que ql = ql+1 est donc de densite nulle et, comme N = ∪k−1l=1 Nl, N est de densite
 nulle.
 On definit Pn(A) = 1/n|m ∈ J1, nK : A|. Alors pour B borelien de [0, 1]k
 Pn(#»
 Qk(m) ∈ B) = Pn(#»
 Qk(m) ∈ B,m ∈ N ) + Pn(#»
 Qk(m) ∈ B,m ∈ N )
 = Pn(#»
 Qk(m) ∈ B,m ∈ N ) + Pn(#»
 Pk(m) ∈ B,m ∈ N )
 Pn(#»
 Qk(m) ∈ B) = Pn(#»
 Qk(m) ∈ B,m ∈ N ) + Pn(#»
 Pk(m) ∈ B)− Pn(#»
 Pk(m) ∈ B,m ∈ N )
 Grace a notre lemme, en passant a la limite pour n → ∞, on voit que la distribution asympto-
 tique de#»
 Qk est identique a celle de#»
 Pk : les resultats de Billingsley et Donnelly-Grimmett sontequivalents.
 Remarque. Cette equivalence montre que les distributions finies de PD(0, 1) coıncident aveccelles donnees par Billingsley, sans passer par le theoreme de Perman.
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Annexes
 1. Processus de Bessel et subordinateurs stables
 Le but de cette annexe est de comprendre comment sont construits les temps locaux associesaux processus de Bessel R de dimension δ ∈]0, 2[ (on note δ = 2(1 − α)), puis la propriete destabilite de leur inverse τs.
 Les resultats sont donnes sans demonstration, on peut trouver cette derniere dans [15].
 Definition des processus de Bessel. Un processus carre de Bessel de dimension δ > 0 (issude 0) est la solution de l’equation differentielle stochastique
 Zt = 2
 ∫ t
 0
 √
 |Zs|dβs + δt.
 Un processus de Bessel R de dimension δ est la racine carree d’un processus carre de Bessel dedimension δ.
 Cette definition est consistante : on a unicite de la solution, due au caractere 1/2-holderiende
 √.
 Proprietes de polarite. On a les cas de polarite suivants pour un processus de Bessel dedimension δ.
 • Pour 0 6 δ < 2 le point 0 est atteint presque surement. Pour δ = 0 il est absorbant etsinon instantanement reflechissant
 • Pour δ > 2 le point 0 est polaire.
 De plus R n’est une semimartingale que pour δ > 1.
 Definition du temps local d’un processus de Bessel. Soit R un processus de Bessel de di-mension δ = 2(1− α) (0 < α < 1).
 • Il existe un unique processus croissant continu (Lt, t > 0) tel que R2αt − Lt soit une
 martingale. De plus L est porte par les zeros de (Rt, t > 0).
 • Il existe une famille bicontinue (Lxt , t > 0, x > 0) verifiant L0
 t = Lt et la formule d’occu-
 pation∫ t
 0 h(Rs)ds =1α
 ∫∞
 0 h(x)Lxt x
 1−2αdx, pour toute fonction borelienne f : R+ → R+.
 Pour x > 0 on a de plus Lxt = αx2α−1 limε→0 ε
 −1∫ t
 01x6Rs6x+εds.
 Probabilite de transition d’un processus de Bessel. Pour B de dimension δ, on a
 pδt (x, y) =1
 t
 (
 x
 y
 )δ/2−1
 y e−x2+y2
 2t Iδ/2−1
 (xy
 t
 )
 ,
 pδt (0, y) = 21−δ/2Γ(δ/2)t−δ/2yδ−1e−y2
 2t
 27
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 ou Iu est la fonction de Bessel de parametre u.
 L’inverse du temps local en 0 est α-stable. Pour la definition donnee precedemment dutemps local L0
 t , en notant son inverse τs = inft > 0 | L0t > s, alors pour tout a > 0
 (τs, s > 0) ∼ (aτs/aα , s > 0).
 Ceci implique immediatement E(
 e−λτs)
 = e−csλα
 , ou c > 0.
 La methode donnee par Molchanov et Ostrowski [7] pour prouver ce resultat est la suivante :
 grace a un resultat de Skorokhod [16] il suffit de prouver que P(τas < t) = P(a1/ατs < t) pouravoir l’identite en loi des processus (car ils sont croissants a accroissements iid), il suffit doncde prouver que
 P(L0t > as) = P(L0
 a−1/αt > s).
 Cette egalite est verifiee car grace a la formule de densite de transition precedente,Molchanovet Ostrowski ont calcule la loi de L0
 t (en passant par ses moments) :
 E
 (
 eiλLt0
 )
 =
 ∞∑
 m=0
 (iλ)tmαΓ(α)m
 Γ(1 +mα)= E1/α(iΓ(α)t
 αλ),
 ou E1/α est appelee fonction de Mittag-Leffler. On en deduit que P(L0t < u) n’est fonction que
 de u/tα, d’ou le resultat.
 2. Le critere de Lukacs
 On veut montrer le critere de Lukacs : si X et Y sont des variables aleatoires independantespositives non constantes et si X + Y est independant de X/(X + Y), alors X et Y sont de loigamma de meme facteur d’echelle .
 Soient X et Y des variables aleatoires verifiant les conditions de l’enonce. Pour toute variablealeatoire U positive on pose fU la fonction telle que pour tout θ 6 0.
 E(
 eθU)
 = efU(θ)
 Posons Z = X/(X + Y). Par independance on peut ecrire
 E
 (
 eα(X+Y)+θZ)
 = efX(α)efY(α)efZ(θ).
 En differentiant selon ∂2/∂θ∂α et en prenant θ = 0 on obtient
 f ′X(α) = f ′
 Z(0)(f′X(α) + f ′
 Y(α)),
 si bien qu’il existe une constante c1 ∈]0, 1[ telle que
 fX(α) = c1fX+Y(α)fY(α) = (1− c1)fX+Y(α)
 .
 On a de plus c1 = E(Z). En posant c2 = E(Z2) = f ′′Z (0) + c21 et en appliquant ∂4/∂θ2∂2α2 a
 l’equation initiale, on obtient
 f ′′X(θ) + f ′
 X(θ)2 = c2(f
 ′′X+Y(θ) + f ′
 X+Y(θ)2),
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 si bien qu’en utilisant fX(θ) = c1fX+Y(θ), on obtient
 f ′′X+Y(θ) =
 c2 − c21c2 − c1
 f ′X+Y(θ)
 2.
 Remarquons qu’ici ni le numerateur ni le denominateur ne peuvent etre nuls car sinon X et Ypossederaient des Dirac.
 Or apres calcul on peut trouver une variable aleatoire γ de loi gamma telle que
 f ′′γ (θ) =
 c2−c21c2−c1
 f ′γ(θ)
 2
 f ′γ(0) = f ′
 X+Y(0),
 donc fX+Y = fγ par le theoreme de Cauchy-Lipschitz. On en deduit que X + Y est de loigamma, donc X = c1(X + Y) et Y = (1− c1)(X + Y) sont de loi gamma de meme parametre.



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                On stability analysis in shape optimisation : critical ...matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/cc/cc32/cc3235.pdf · function solves the Poisson equation with the Dirichlet boundary conditions

                            

                                                    
                                Dirichlet Process

                            

                                                    
                                Time-Dependent Stick-Breaking Processesjordan/sail/readings/griffin-steel.pdfKeywords: Bayesian Nonparametrics, Dirichlet Process, Poisson-Dirichlet Process, Time-Dependent Nonparametrics

                            

                                                    
                                Dirichlet-Multinomial Regression

                            

                                                    
                                Dirichlet Distribution, Dirichlet Process and Dirichlet 

                            

                                                    
                                Dirichlet Mixtures, the Dirichlet Process, and the Structure of Protein

                            

                                                    
                                Variation Dirichlet Blur Kernel Estimation doubledecsai.ugr.es/vip/files/journals/Variation Dirichlet Blur Kernel... · Variational Dirichlet Blur Kernel Estimation ... learned image

                            

                                                    
                                Series Expansion of Dirichlet Eta Functionfractional-calculus.com/series_expansion_dirichlet_eta.pdf · 2020. 10. 8. · 08 Series Expansion of Dirichlet Eta Function 8.1 Dirichlet

                            

                                                    
                                A Matlab-Based Finite Diﬁerence Solver for the Poisson ...math.usask.ca/~shevyakov/publ/papers/2012_Reimer_Chev_FDNA.pdf · with Mixed Dirichlet-Neumann Boundary Conditions 

                            

                                                    
                                Dirichlet Processes: A Gentle Tutorialkbe/dp_tutorial.pdf · Dirichlet Processes A gentle tutorial ... and Dirichlet Process introduction ... parameters for different mixture

                            

                                                    
                                Poisson equation in 1D - TU Dortmund · Poisson equation in 1D Dirichlet problem (−∂2u ∂x2 = f in Ω = (0,1) u(0) = 0, u(1) = 0 Central diﬀerence discretization (−u i−1−2u

                            

                                                    
                                Dirichlet L-Series

                            

                                                    
                                Dynamic opicT Model with Hierarchical wTo-parameter ... · PDF fileDynamic opicT Model with Hierarchical wTo-parameter Poisson-Dirichlet Process Jinjing Li 1 ... 2012) for hierarchical

                            

                                                    
                                Dirichlet Distribution, Dirichlet Process and Dirichlet Process Mixture

                            

                                                    
                                Construction of Dependent Dirichlet Processes based on ... · Construction of Dependent Dirichlet Processes based on Poisson Processes Author: Dahua Lin, Eric Grimson, John Fisher

                            

                                                    
                                Problema de Dirichlet y Teorema de Poisson

                            

                                                    
                                Bayesian Inference for Dirichlet-Multinomials and ...web.science.mq.edu.au/~mjohnson/papers/Johnson11MLSS-talk-ext… · Bayesian Inference for Dirichlet-Multinomials and Dirichlet

                            

                                                    
                                Construction of Dependent Dirichlet Processes … of Dependent Dirichlet Processes based on Poisson Processes Dahua Lin CSAIL, MIT [email protected] Eric Grimson CSAIL, MIT [email protected]

                            

                                                    
                                Latent Dirichlet Allocation

                            

                                                    
                                Poisson Image Editing - cs.virginia.edu · Poisson partial differential equation with Dirichlet boundary con-ditions which species the Laplacian of an unknown function over the domain

                            

                                                    
                                A Matlab-Based Finite Diﬁerence Solver for the …shevyakov/publ/papers/2012_Reimer_Chev_FD… · A Matlab-Based Finite Diﬁerence Solver for the Poisson Problem with Mixed Dirichlet-Neumann

                            

                                                    
                                Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805  1859 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805  1859 Dirichlet proved the convergence of Fourier series,

                            

                                                    
                                Exclusion of boundary blowup for 2D chemotaxis system with Dirichlet boundary condition for the Poisson part 2012. 09 Takashi Suzuki TexPoint fonts used

                            

                                                    
                                Stick-Breaking Autoregressive Processes · Keywords: Bayesian Nonparametrics, Dirichlet Process, Poisson-Dirichlet Process, Time-Dependent Nonparametrics. JEL classiﬁcation: C11;

                            

                                                    
                                Poisson-Newton formulas and Dirichlet series - matematicas… · Classical Poisson formulaDirichlet seriesPoisson formulas for Dirichlet seriesProof of TheoremFurther results Poisson-Newton

                            

                                                    
                                Vectors of two–parameter Poisson–Dirichlet processesdidattica.unibocconi.it/mypage/dwload.php?nomefile=jmva... · dependent prior which takes on the name of Mondrian process and

                            

                                                    
                                Poisson point processes attached to symmetric diﬀusionshomepage1.canvas.ne.jp/fuku1/ppp05.pdf · We also prove that such a process X˜ is unique in law and its resolvent and Dirichlet

                            

                                                    
                                Poisson Distribution. Poisson Poisson 1781-1840

                            

                                                    
                                Dirichlet et le développement de l’Analyse en Allemagne · Université de Paris et Collège de France : Biot, Fourier, Laplace, Lacroix, Legendre, Poisson. ... Retour en Allemagne,

                            

                                                    
                                Absolute Value of Dirichlet Eta Function - Fractional Calculus · 04 Absolute Value of Dirichlet Eta Function 4.1 Dirichlet Eta Function 4.1.1 Definition Dirichlet Eta Function ()z

                            

                                                    
                                Very weak estimates for a rough Poisson-Dirichlet problem ...milisic/Publis/MiVWS.pdfVery weak estimates for a rough Poisson-Dirichlet problem with natural vertical boundary conditions

                            

                                                    
                                Poisson Models with Employer-Employee Unobserved ...By assuming that workplace and worker unobserved heterogeneity components follow a gamma and a Dirichlet distribution respectively,

                            

                                                    
                                Summation Formulas, from Poisson and Voronoi to …1. Summation Formulas, from Poisson and Voronoi to the Present 3 best possible estimate for both the Dirichlet and Gauss problems

                            

                                                    
                                The Sherrington Kirkpatrick Modelweb.stanford.edu/~psimin/presentations/ultra.pdf · Poisson-Dirichlet Process The sequence(v n) n 1 is a random probability distribution on IN and

                            

                                                    
                                Lattice Permutations and Poisson-Dirichlet Distribution of ... · Occurrence of the Poisson-Dirichlet distribution in models of statistical mechanics, i.e. in models with spatial

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


