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2 Kvalifikacĳski doktorski ispit
 1 UvodTranskranĳalna magnetska stimulacĳa (TMS - engl. Transcranial Magnetic Stimu-lation) predstavlja neinvazivnu i bezbolnu tehniku koja omogućava pobuđivanje iliinhibiranje određenih moždanih područja. Tehnika se sastoji u tome da se krozTMS zavojnicu postavljenu u blizini glave, pošalje kratki strujni impuls, koji uprostoru oko zavojnice stvori snažno vremenski promjenljivo magnetsko polje ko-je prodire kroz kožu i lubanju. Prema Faradayevom zakonu indukcĳe, vremenskapromjena magnetskog polja inducira električno polje unutar nekoliko centimetaravanjske kore mozga, izazivajući pri tome depolarizacĳu ili hiperpolarizacĳu stanič-nih membrana neurona koji se nalaze unutar stimuliranog područja.
 Ako depolarizacĳa membrane prĳeđe preko određenog praga, dolazi do stvara-nja akcĳskog potencĳala. Pretpostavka je da do aktivacĳe piramidalnih neuronauslĳed TMS-a dolazi pretežno preko interneurona u površinskim slojevima možda-ne kore. Makroskopski gledano, aktivacĳa u mozgu dolazi na mjestu gdje je iznosinduciranog polja maksimalan [1],[2],[3],[4].
 Slika 1: Načelna shema transkranĳalne magnetske stimulacĳe mozga [5]
 Stimulirajući učinak ovisi o geometrĳi same zavojnice, položaju u odnosu naglavu, te obliku strujnog pulsa poslanog kroz zavojnicu. Budući da jakost magnet-skog polja znatno opada sa udaljenošću, moguće je postići stimulacĳu samo unutar
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Primjena MFIE kod modeliranja TMS-a 3
 nekoliko centimetara vanjske kore mozga.Korištenjem posebne vrste zavojnice, odnosno zavojnice u obliku broja osam
 (Fo8 - engl. figure of eight), moguće je postići fokusiranu aktivacĳu dĳela koremozga, odnosno podražaj se može stvoriti u relativno uskom području do nekolikocentimetara kvadratnih.
 Slika 2: Iznos magnetskog polja u ravnini z = z0 − r za kružnu zavojnicu i za"osmicu"
 Nažalost, polja stvorena zavojnicom u obliku osmice, manje penetriraju u mozakbudući su zavojnice manjih dimenzĳa. Stoga je cilj stvoriti nove sustave kao što sumultikanalni TMS ili pak sustav zavojnica, kojima bi se uz selektivno fokusiranje,a samim time i podražavanja selektivnog dĳela moždane kore, postigla i što boljapenetracĳa polja unutar mozga.
 1.1 Povĳest neinvazivne stimulacĳe mozgaIako je poznato za električnu struju da se kroz ljudsku povĳest koristila kao sredstvoza lĳečenje glavobolja, migrena i sličnih boljki, prvi eksperimenti sa magnetskomstimulacĳom sprovedeni su tek krajem 19. stoljeća. Naime, Jacques d’Arsonval tadabilježi učinke poput bljeskova (fosfena) i vrtoglavice kod pacĳenata postavljenihunutar indukcĳske zavojnice [6],[7].
 Desetak godina kasnĳe dolazi se na ideju korištenja fokusiranog elektromag-netskog polja za mĳenjanje moždanih funkcĳa. Tada naime, Adrian Pollacsek iBerthold Beer, dva suvremenika i sugrađanina Sigmunda Freuda, prĳavljuju pa-tent za elektromagnetski uređaj za lĳečenje depresĳe i neuroza.
 Iako je izvorna ideja iz patenta dosta nalikovala na moderne TMS uređaje,današnja tehnologĳa dobiva zamah tek 1985. godine, kada Anthony Barker i kolegesa University of Sheffield stvaraju TMS uređaj dovoljno snažan da inducira strujeu leđnoj moždini. Uz to, dolaze na ideju da bi uređaj mogli koristiti i za izravnu, išto je još važnĳe, neinvazivnu stimulacĳu samog mozga [8].
 Barkerov eksperiment uslĳedio je pet godina nakon što je demonstrirana trans-kranĳalna električna stimulacĳa (TES - engl. transcranial electric stimulation),
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4 Kvalifikacĳski doktorski ispit
 tehnika stimuliranja motoričkog korteksa mozga čovjeka pomoću kratkih i inten-zivnih električnih impulsa korištenjem površinskih elektroda, te snimanjem mišičnihtrzaja, odnosno odziva površinskih potencĳala u periferĳi živčanog sustava [9],[10].Međutim, za potrebnu stimulacĳu, intenzitet ovih prvih impulsa bio je iznimnoneugodan za osobe. Glavni problem s ovim oblikom stimulacĳe bio je u činjenicida samo mali dio od primĳenjene struje zapravo poteče u mozak, a najznačajnĳidio električne struje iz elektrode poteče u kožu glave, pritom stvarajući nelagodute čak bolne kontrakcĳe mišića skalpa. Iz svega navedenoga, prednost stimulacĳemozga TMS-om bila je očita odmah.
 Od 1985. naovamo, tehnologĳa magnetskih stimulatora ostala je uglavnom ne-izmĳenjena. Dok su rana istraživanja koristila kružne zavojnice, današnji TMSuređaji koriste tzv. zavojnice u obliku osmice, koje je predložio Ueno još 1987.godine [11],[12]. Osmica inducira električno polje unutar manjeg područja negošto to radi kružna zavojnica, te tako omogućava bolju kontrolu pobuđenih podru-čja. Drugi važan napredak u pogledu zavojnica predstavlja razvoj tzv. repetitivnestimulacĳe, kod koje zavojnica i do 50 puta u sekundi generira pulsno magnetskopolje.
 1.2 Primjena TMS-aTehnika transkranĳalne magnetske stimulacĳe prisutna je već 30 godina, a danaspredstavlja neprocjenjivi alat kod istraživanja fiziologĳe kretanja zdravih pojedina-ca, kod pacĳenata sa neurološkim poremećajima te kod pacĳenata koji su pretrpiliozljedu i sada prolaze kroz cerebralnu reorganizacĳu. Nadalje, upareni TMS pulsevimogu se koristiti kod istraživanja funkcĳa kore mozga.
 Pomoću TMS-a, kognitivni neuroznanstvenici imaju priliku kratkotrajno ome-tati moždana područja zadužena za motoriku, vid, osjete, pamćenje ili pak govor.Na takav način, ne samo da im je omogućeno bolje razumjeti funkcĳu određenihpodručja moždane kore, već i uskladiti određene moždane funkcĳe kod zdravih ljudii onih s poremećajem.
 Postojeća literatura ukazuje da su ovi učinci kratkog vĳeka. Međutim, moguć-nost dugotrajnog ometanja složenih kognitivnih funkcĳa - posebno u slučaju kodponavljanih TMS zahvata - otvara nov način za modificiranje odnosa između mozgai ponašanja, što zapravo TMS čini alatom za rehabilitacĳske svrhe. Unatoč nevje-rojatnih mogućnosti koje se otvaraju korištenjem TMS-a, još uvĳek izostaje širokaprimjena u kliničkoj praksi. Na slici 3 prikazane su trenutno korištene tehnike zastimulacĳu mozga te su navedene neke od njihovih prednosti i nedostataka.
 Ranih devedesetih godina prošlog stoljeća, zabilježeni su prvi pokušaji lĳečenjadepresĳe korištenjem repetitivne transkranĳalne magnetske stimulacĳe (rTMS). Odtih rajranĳih dana, kada znanstvenici "nisu točno znali što rade, već su samo naga-đali o mogućem načinu primjene nove metode lĳečenja" [13], mnogo se toga spozna-lo. Budući su prĳašnje studĳe pokazale da je poremećaj u lĳevom predfrontalnomkorteksu mozga značajan za razvoj depresĳe, TMS zavojnicu su postavili upravoiznad tog područja. Brojna istraživanja koja su od tada provedena, pokazala su dase magnetskom stimulacĳom može pobĳediti depresĳu i u onim slučajevima kada
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 lĳekovi i terapĳe ne pomažu. No, za sada nĳe poznato koliko dugo bi djelotvorniučinci mogli potrajati.
 S druge strane, kratkoročne nuspojave do kojih dolazi uslĳed TMS-a uključujunelagodu na mjestima tretmana tĳekom same primjene, trzanje i trnce u mišićimalica, glavobolje tĳekom i nakon tretmana [1],[2]. Ponekad se mogu javiti i napadajitĳekom terapĳe.
 Slika 3: Postojeće tehnike elektromagnetskog stimuliranja mozga, područje primje-ne, prednosti i nedostaci [5]
 Uz lĳečenje depresĳe, koje je do sada najčešće proučavana primjena TMS-a, ovutehniku moguće je primĳeniti i kod drugih neuroloških i psihĳatrĳskih poremećaja.Tako je poznato da nisko-frekvencĳska transkranĳalna magnetska stimulacĳa kodpacĳenata koji pate od shizofrenĳe može smanjiti halucinatorne efekte. Nadalje,TMS omogućava ublažavanje bolova u određenim situacĳama, no, učinak je za sadakratkotrajan, a za ublažavanje kronične boli potrebno je ustanoviti točne mehaniz-me. Trenutno se proučavaju ručni TMS uređaji za lĳečenje migrenskih glavobolja.Dodatno, pokazano je da TMS može ubrzati neuroregeneracĳske procese i stogamože biti od koristi kod oporavka od moždanog udara.
 1.3 Osnovni principiFizička osnova TMS-a može se opisati Maxwellovim jednadžbama. Budući su elek-tromagnetska polja, povezana s TMS-om, niske frekvencĳe, kod proračuna polja i
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6 Kvalifikacĳski doktorski ispit
 struja induciranih u tĳelu redovito se koristi tzv. kvazistatska aproksimacĳa (engl.quasistatic approximation) o kojoj ćemo nešto više kazati kasnĳe. Vremenski pro-mjenjivi strujni impuls u stimulacĳskoj zavojnici stvara magnetsko polje, koje pre-ma Biot-Savartovom zakonu iznosi:
 ~B = µ0I
 4π
 ∫d~l × (~r − ~r′)|~r − ~r′|3
 (1)
 gdje je I struja kroz zavojnicu, d~l diferencĳalni element zavojnice, ~r−~r′ udaljenostelementa zavojnice do točke polja, te µ0 konstanta permeabilnosti vakuuma.
 Vremenski promjenljivo magnetsko polje, s druge strane, prema Faradeyevomzakonu, inducira električno polje, koje pak, djeluje na prisutne naboje:
 ∇× ~E = −∂~B
 ∂t(2)
 Za zavojnicu postavljenu paralelno s površinom vodiča (glavom), ne dolazi doinduciranja površinskih naboja, pa je i proračun električnog polja unutar glaverelativno jednostavan. U suprotnom, površinska gustoća naboja akumulira se napovršini glave i na granicama između tkiva sa različitom vrĳednosti za vodljivost,tako stvarajući sekundarno električno polje.
 Izraz za ukupno električno polje ~E, inducirano unutar vodiča (glave), sastojise od člana koji je posljedica indukcĳe, i predstavljen je vremenskom derivacĳommagnetskog vektorskog potencĳala ~A, te člana koji je posljedica površinskih naboja,a predstavljen je gradĳentom električnog skalarnog potencĳala ϕ:
 ~E = −∂~A
 ∂t−∇ϕ (3)
 Budući je ukupno električno polje najjače na granici između različitih područjavodiča, učinak TMS-a na mozak najizraženĳi je na površini moždane kore.
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 2 Modeliranje u bioelektromagnetizmuIako je transkranĳalna magnetska stimulacĳa naširoko korištena tehnika, još mno-go toga moramo naučiti o samoj raspodjeli elektromagnetskih polja i induciranihstruja unutar glave čovjeka. Modeliranje magnetske stimulacĳe mozga važno je zaodređivanje točne lokacĳe i iznosa stimulacĳe, kao i za otkrivanje mehanizama nakojima stimulacĳa počiva. Uz to, modeliranje pomaže kod interpretacĳe rezultatadobivenih eksperimentalnim putem te kod dizajniranja novih učinkovitĳih sustavaza stimulacĳu.
 Do danas su provedene mnoge in vivo studĳe, studĳe na laboratorĳskim životi-njama te studĳe na fantomima, a sve s ciljem da se pobliže istraži raspodjela indu-ciranih struja uslĳed TMS-a. Premda su navedene studĳe pružile određene važneinformacĳe, trenutna tehnička ograničenja takvog pristupa onemogućuju konačnukarakterizacĳu raspodjele elektromagnetskih polja te čine nužnim razvĳanje novihteoretskih modela. S druge strane, rezultati brojnih teoretskih modela razvĳenihdo sada, zahtĳevaju daljnju evaluacĳu i čak potvrdu određenih saznanja.
 U elektromagnetizmu općenito postoje dva temeljna matematička pristupa urješavanju problema [14],[15], diferencĳalni i integralni. Diferencĳalni pristup ilipristup preko koncepta polja svodi se na rješavanje diferencĳalnih jednadžbi i po-godan je za probleme sa zatvorenim granicama, pri čemu rješenje mora zadovoljitipropisane uvjete na granici područja. Drugi pristup zasniva se na konceptu izvoraelektromagnetskih polja, odnosno naboja u mirovanju i gibanju, a postupak rje-šavanja problema svodi se na rješavanje odgovarajućih integralnih jednadžbi. Zarazliku od diferencĳalnog pristupa, integralni pristup prikladan je za rješavanjeproblema s otvorenim granicama.
 U osnovi postoje dva načina za rješavanje parcĳalnih diferencĳalnih jednadžbiili integralnih jednadžbi: analitički i numerički. Nažalost, analitička rješenja su mo-guća samo za probleme s jednostavnim, tzv. kanonskim geometrĳama, za linearnasredstva i za statičke probleme. Složene trodimenzionalne geometrĳe, nelinearnasredstva i tranzĳentne probleme veoma je teško rĳešiti analitički.
 Ograničenja analitičkih metoda prevladana su pomoću numeričkih tehnika, kojesu razvĳane posljednjih 50-ak godina od pojave digitalnih računala. Numeričke me-tode mogu se nositi sa složenim geometrĳskim konfiguracĳama, vremenski ovisnimproblemima, te problemima kako linearnih, tako i nelinearnih sredina.
 Numerički pristup sastoji se u tome da se područje interesa podĳeli na diskretneelemente te se problem reformulira na svakom elementu. Postoji nekoliko numerič-kih metoda: metoda konačnih diferencĳa (FDM - engl. Finite Difference Method),metoda konačnih elemenata (FEM - engl. Finite Element Method), metoda rubnihelemenata (BEM - engl. Boundary Element Method) te metoda momenata (MoM -engl. Method of Moments), od kojih je metoda konačnih elemenata najfleksibilnĳa.
 Dok je poznato za analitičke metode da daju egzaktna rješenja, numeričke tehni-ke su inherentno "neprecizne" zbog određene razine aproksimacĳe ugrađene u samimodel.
 Kao i u svakom drugom području, probleme koji se javljaju u bioelektromagne-tizmu, rješava veliki broj istraživačkih grupa diljem svĳeta. Ograničimo li se samo
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 na problematiku transkranĳalne magnetske stimulacĳe, za cjelokupan prikaz svihmogućih korištenih formulacĳa problema te različitih pristupa rješavanju tih istihproblema, iziskivalo bi prostor prikladan za kakvu podeblju knjigu, ali i znatnĳukoličinu vremena. S druge strane, potpunĳi uvid u količinu truda koji je uložen uovo područje posljednjih pola stoljeća, a posebice u zadnjih 30 godina, neizmjernoje važan za stjecanje osjećaja "kako stvari stoje".
 Stoga, u tekstu koji slĳedi, vodio sam se idejom da kronološki iznesem što detalj-nĳi, ali ne i pretjerano opširan, uvid u dosadašnji rad koji se odnosi na problematikusamog TMS-a. Pri tome sam se trudio ne zanemariti onaj dio bioelektromagnetiz-ma bitan za razvoj ideja primjenjivih kod same magnetske stimulacĳe.
 2.1 Pregled formulacĳa i metoda rješavanja u bioelektro-magnetizmu s posebnim osvrtom na transkranĳalnumagnetsku stimulacĳu
 Razvoj teoretskih modela iz bioelektromagnetizma u stopu prati razvoj biofiziolo-ških tehnika za mjerenje napona i električne struje kod živih organizama. Nakonšto je 1959. godine ostvarena prva magnetska stimulacĳa živca kod žabe, 1965.godine Bickford i Fremming prvi stimuliraju periferni živac kod čovjeka. Uz to,1963. godine detektiran je prvi biomagnetski signal - magnetokardiogram (MCG- engl. magnetocardiogram) - pomoću magnetometra sa indukcĳskom zavojnicom[16].
 U ovako dinamičnim godinama za bioelektromagnetizam, javlja se i potreba zapostavljanjem teoretskih modela kojima bi se verificirali rezulati dobiveni novimstimulacĳskim i mjernim tehnikama. Mnogi teoretski modeli koji su se do tadapojavili, bavili su se problemom distribucĳe potencĳala u tĳelima različitih oblika.
 [Geselowitz 1967] Tako valja spomenuti Geselowitzev rad iz 1967. godine [17] ukojem izvodi izraze za računanje raspodjele potencĳala u nemohogenom volumnomvodiču pri kvazistatskim uvjetima. Pomoću Greenovog teorema Geselowitz izvodiizraze za proračun potencĳala unutar nehomogenog volumnog vodiča koji sadržavaizvore
 4πσϕ =∫
 ~J i · ∇(1r)dv −
 ∑j
 ∫Sj
 ϕ(σ′ − σ′′)∇(1r)dSj −
 ∫So
 σϕ∇(1r)dSo (4)
 te za potencĳal na samoj površini
 4πϕ =∫
 1σ~J i · ∇(1
 r)dv +
 ∑j
 ∫Sj
 2Ejr
 (σ′ − σ′′)(σ′ + σ′′)
 dSj +∫So
 (2Ejr
 )dSo (5)
 U prvom slučaju, granična površina između područja različitih vodljivosti pred-stavljena je dvoslojem čĳa je vrĳednost proporcionalna potencĳalu. U drugom pak
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 slučaju, koji je fizikalno jasnĳi, granične površine sadržavaju površinske naboje či-ji je iznos proporcionalan s normalnom komponentom lokalnog električnog polja.Kod oba izraza, volumni integral koji sadržava strujne izvore odnosi se na potencĳalkao kod slučaja gdje se izvori nalaze u beskonačnom vodiču.
 Izrazi koje daje Geselowitz mogu se iskoristiti kod modeliranja živčanog vlakna,odnosno jasno ukazuje na mogućnost uključivanja transmembranskog potencĳalau model živca, a na njega se nastavljaju neki kasnĳi radovi važni za razvoj modelaTMS-a. Inače, gornji izrazi su do nedavno bili jedini korišteni kod modeliranjaelektroencefalografije i elektrokardiografije [18], dok nĳe pokazana mogućnost ko-rištenja drugih integralnih formulacĳa [19].
 [Plonsey & Heppner 1967] Iste godine izlazi rad Plonseya i Heppnera [20] kojipredstavlja osnovu za sve kasnĳe elektrofiziološke modele koji koriste kvazistatskuaproksimacĳu. Svoju analizu ograničavaju za slučaj signala koji stvaraju pobuđenatkiva u tĳelu, gdje je frekvencĳski spektar ograničen na frekvencĳe do 1 kHz, štoje dovoljno za zadovoljene navedene aproksimacĳe. Uz to, radom su se usredotočiliisključivo na slučajeve kada se aktivnost navedenih tkiva snima na samoj površinitĳela, kao što je slučaj kod EEG-a (engl. electroencephalography), ECG-a (engl.electrocardiography), ili EMG-a (engl. electromyography).
 Naspram navedenih elektrofizioloških modela, modeli neuronske stimulacĳe raz-likuju se u činjenici da frekvencĳski spektar modernih stimulatora redovito prelazi1 kHz, a uz to, nĳe sigurno koliko aproksimacĳa utječe na proračun vanstaničnogpotencĳala, tj. posljedično na samu efikasnost stimulacĳe.
 Budući su razmatranja iz navedenog rada prilično važna za sve kasnĳe modeletranskranĳalne magnetske stimulacĳe, ovdje je pravo mjesto da ih i iznesemo.
 2.1.1 Razmatranja o kvazistacionarnosti kod modeliranja elektrofizi-oloških sustava
 Kod razmatranja klasičnih elektrofizioloških metoda, korištenih za proučavanjeelektričnih svojstava bioloških stanica i tkiva, kao što su ECG, EMG, EEG, i dr.,često se koristi tzv. kvazistatska aproksimacĳa ili kvazistatski model. Iako kodtih metoda možemo govoriti o vremenski promjenjivim elektromagnetskim polji-ma, navedenom aproksimacĳom se pretpostavlja da potencĳalno polje u svakomtrenutku zadovoljava Laplaceovu jednadžbu, te da su granični uvjeti jednaki onimakoji bi vrĳedili u slučaju elektrostatskog ili magnetostatskog polja. U nastavku sudane osnove na temelju kojih se gradi kvazistatska pretpostavka najčešće korištenau problemima bioelektromagnetizma.
 Započnimo s općenitom formulacĳom za električno polje u beskonačnom volum-nom vodiču uslĳed strujnog izvora ~Js. U brojnim primjenama, za pobudu se uzimasinusna funkcĳa, pa se može pretpostaviti harmonĳska ovisnost promatranih veliči-na. Uz to, za ovakve slučajeve, varĳable se mogu predočiti u kompleksnoj fazorskojformi, što nadalje znači da se vremenska derivacĳa može zamĳeniti s jednostav-nim množenjem s jω, gdje ω predstavlja kružnu frekvencĳu harmonĳske pobude.
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 Na takav način, prostorno-vremenski problem se reducira na isključivo prostorniproblem.
 U osnovi, matematičko rješenje elektromagnetskog problema može se jednostav-nĳe pronaći ako se Maxwellove jednadžbe reformuliraju preko potencĳala. Poten-cĳali su pomoćne funkcĳe preko kojih se na učinkovitĳi način može doći do rješenjaproblema koji uključuju parcĳalne diferencĳalne jednadžbe [21],[22]. Potencĳali semogu odabrati na više načina, a sam izbor utjecati će na računalni postupak za rje-šavanje problema. Najčešće korišteni potencĳali su magnetski vektorski potencĳal~A i električni skalarni potencĳal ϕ.
 Za sredstvo uzmimo da je linearno, homogeno i izotropno, predstavljeno sa para-metrima µ, σ i ε, gdje µ predstavlja permeabilnost, σ vodljivost, a ε permitivnostsredstva. Ako sredstvo uz to sadržava i izvore, može se pokazati da su rješenjavalnih jednadžbi
 ∇2ϕ− 1c2∂2ϕ
 ∂t2= −ρ
 ε(6)
 ∇2 ~A− 1c2∂2 ~A
 ∂t2= −µ~J (7)
 izraženih za električni skalarni i magnetski vektorski potencĳal, dana u obliku tako-zvanih potencĳala u kašnjenju, odnosno retardacĳskih potencĳala. Ako su poznatisvi izvori u prostoru, te ako su ti izvori sadržani u promatranom volumenu V ,potencĳali u kašnjenju definirani su partikularnim integralima po izvorima koji suraspodĳeljeni u dĳelu volumena V [14]:
 ϕ(~r, t) =∫V ′
 ρ(~r′, t−R/c)4πεR
 dV ′ (8)
 ~A(~r, t) =∫V ′
 µ~J(~r′, t−R/c)4πR
 dV ′ (9)
 Ako iskoristimo već spomenutu činjenicu, da se za harmonĳski promjenjiva po-lja, problem može iz prostorno-vremenskog reducirati na isključivo prostorni, par-tikularni integrali potencĳala u kašnjenju tada se mogu izraziti na sljedeći način:
 ϕ(~r) = 14π(σ + jωε)
 ∫V ′
 ρ(~r′)e−jkR
 RdV ′ (10)
 ~A(~r) = µ
 4π
 ∫V ′
 ~Js(~r′)e−jkR
 RdV ′ (11)
 gdje se kompleksna notacĳa ejωt podrazumĳeva te se ispušta iz zapisa. U gornjimizrazima R =
 √(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2. Varĳable bez crtice odnose se na
 točku promatranja, dok varĳable s crticom predstavljaju koordinate točke izvora.Uz to, k predstavlja valni broj za sredstvo s gubicima
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 k2 = ω2µεc = ω2µε(1 + σ
 jωε) (12)
 gdje je εc kompleksna dielektrična konstanta. Alternativno, (12) možemo zapisatiu obliku prikladnĳem za sredstva koja su u osnovi vodljiva
 k2 = −jωµσc = −jωµσ(1 + jωε
 σ) (13)
 Konačno, električno polje može se odrediti iz izraza koji sadržava vektorski iskalarni potencĳal
 ~E = −jω ~A−∇ϕ (14)Kvazistatska aproksimacĳa zanemaruje induktivne i kapacitivne efekte te efek-
 te propagacĳe, pa je moguće, koristeći te pretpostavke, navedene izraze dodatnopojednostavniti. Da bismo mogli kvantitativno procĳeniti pogrešku koja se unosinavedenim pretpostavkama, prvo ćemo dati podatke za parametre sredstva (odnos-no raznih tkiva) koji se pojavljuju u gornjim izrazima.
 Električna i magnetska svojstva bioloških materĳala Tipične vrĳed-nosti električne vodljivosti za tkiva poput kože, kosti lubanje, cerebrospinalnoglikvora (CSF - engl. cerebrospinal fluid), bĳele tvari te sive tvari mozga, dane su utablici 1 [23]. U istoj tablici nalaze se i tipične vrĳednosti relativne permitivnostiistih tkiva za raspon frekvencĳa važan za transkranĳalnu magnetsku stimulacĳu.
 Tablica 1: Omjer kapacitivne i konduktivne struje za razna tkiva pri frekvencĳi3.6 kHz, za različite vrĳednosti dielektrične konstante
 Parametar - ε - ε - ε -Tkivo σ 102 · ε0 ωε/σ 104 · ε0 ωε/σ 107 · ε0 ωε/σ
 Koža (skalp) 0.465 1200 0.00051 120000 0.05168 120000000 51.6801Bone-skull 0.01 80 0.001602 8000 0.160208 8000000 160.2083
 CSF 1.654 60 7.264E-06 6000 0.000726 6000000 0.726458Gray matter 0.276 120 8.70E-05 12000 0.008706 12000000 8.706977
 White matter 0.126 120 0.00019 12000 0.019072 12000000 19.07242
 Zbog jednostavĳe usporedbe, za vodljivost tkiva ćemo uzeti prosječnu vrĳednostod 0.5 S/m.
 Uz električnu vodljivost tkiva, potrebno je uzeti u obzir i kompleksnu vodljivostσ(1+jωε/σ), a samim time i omjer između pomačnih i konduktivnih struja jωε/σ.Tablice 2–4 daju vrĳednosti za navedena tkiva, u rasponu frekvencĳa od 1 kHz do10 MHz.
 Za vrĳednost permeabilnosti tkiva možemo uzeti onu od vakuumaµ0 = 4π · 10−7 H/m, budući da biološka tkiva na posjeduju magnetska svoj-stva. Konačno, zbog jednostavnosti, uzmimo da maksimalna vrĳednost parametraR iznosi 1 m, što približno odgovara dimenzĳi ljudskog tĳela.
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 Tablica 2: Svojstva tkiva te omjeri pomačnih i konduktivnih struja pri frekvencĳa-ma 1 kHz i 3.6 kHz
 - 1 kHz 3.6 kHzTkivo σ εr ωε/σ σ εr ωε/σ
 Koža (skalp) 0.00042 16635.3 2.16225 0.00062 15753.9 5.01605Bone-skull 0.01121 4167.1 0.02067 0.01141 1381.2 2.42E-05
 CSF 2 109 3.032E-06 2 109 1.09E-05Gray matter 0.06257 69811 6.207E-05 0.0656 26487 8.09E-05
 White matter 0.098805 164060 9.237E-05 0.10702 56949 1.07E-05
 Tablica 3: Svojstva tkiva te omjeri pomačnih i konduktivnih struja pri frekvencĳa-ma 10 kHz i 100 kHz
 - 10 kHz 100 kHzTkivo σ εr ωε/σ σ εr ωε/σ
 Koža (skalp) 0.00156 15071.8 5.35077 0.03314 8238.1 1.38278Bone-skull 0.01158 598.77 2.88E-05 0.01205 169.18 7.81E-05
 CSF 2 109 3.03E-05 2 109 0.000303Gray matter 0.06948 12468 9.98E-05 0.08184 2107.6 1.43E-05
 White matter 0.11487 22241 1.08E-05 0.13366 3221.8 1.34E-05
 Tablica 4: Svojstva tkiva te omjeri pomačnih i konduktivnih struja pri frekvencĳa-ma 1 MHz i 10 MHz
 - 1 MHz 10 MHzTkivo σ εr ωε/σ σ εr ωε/σ
 Koža (skalp) 0.11731 1411.78 0.669478 0.28166 291.735 0.576236Bone-skull 0.01428 92.13 0.000359 0.02686 28020.5 581.3953
 CSF 2 108.99 0.003032 20.022 108.59 3.02E-05Gray matter 0.10214 479.79 2.61-05 0.15845 175.72 6.17E-05
 White matter 0.16329 860.42 2.93-05 0.29172 319.67 6.1E-05
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 Efekti propagacĳe Vrĳeme potrebno da se informacĳa o promjeni sa mjestaizvora propagira do određene točke prostora, predstavljeno je faznim kašnjenjemprikazanim u jednadžbama (10) i (11) članom e−jkR. Ukoliko eksponencĳalnufunkcĳu razvĳemo u red
 e−jkR = 1− jkR− (kR)2
 2!− j (kR)3
 3!. . . (15)
 očito je da se propagacĳski efekti mogu zanemariti ako je zadovoljeno kR 1,budući je tada e−jkR ≈ 1. Tada integral iz izraza (10) postaje isti kao za elektros-tatski slučaj. Uvrštavanjem parametara danih u tablicama 1–4, dobivamo da je prifrekvencĳi od 1 kHz, i za relativnu permitivnost od 1200: kR = 0, 0444− j0, 0444,|kR| = 0, 06283, odnosno, da je e−jkR = 0, 956546, tj. da od jedinice ostupa nekih4.35%, dok je pogreška faznog kuta 0,0444 radĳana, odnosno 2,54, što je zanema-rivo.
 Za slučaj frekvencĳe od 3.6 kHz, te relativnu permitivnost od 1200·103, kaoprema [23], dobivamo sljedeće vrĳednosti: kR = 0, 2627− j0, 027, |kR| = 0, 26414,odnosno, tada je e−jkR = 0, 973318, tj. od jedinice ostupa nekih 2.63%, a pogreškafaznog kuta je 0,262 radĳana, odnosno 15, što očito više nĳe zanemarivo. Uz to,ni vrĳednost kR više nĳe puno manja od jedinice.
 Zaključujemo da će kvazistatska aproksimacĳa vrĳediti za niže frekvencĳe kojesu razmatrali Plonsey i Heppner [20], dok će za više frekvencĳe te uz veće iznoserelativne permitivnosti, kao što je pokazano, biti narušena, odnosno, efekti propa-gacĳe se neće moći zanemariti.
 Kapacitivni efekti Priroda određenog sredstva definirana je preko komplek-sne vrĳednosti permitivnosti, ili pak kompleksne vrĳednosti vodljivosti tog sred-stva, danim u izrazima (12), odnosno (13). Na takav način, vodljivost, odnosnopermitivnost sredstva može se promatrati kao kompleksa fazorska veličina. Da bikvazistatska aproksimacĳa bila valjana, nužno je imati vodljivo sredstvo, ili, drugimrĳečima, sredstvo čisto omskog karaktera. Ovo je potrebno kako bi se opravdalapretpostavka da će i uz vremensku promjenu, veličine polja biti u fazi. Navedenapretpostavka čak ne predstavlja toliko strogi zahtjev za slučaj harmonĳske ovisnos-ti, budući da izraz (10) uključuje prikladne fazne odnose. Kompleksna vodljivostσ(1 + jωε/σ) biti će realna dok god je ispunjen uvjet jωε/σ 1.
 Pogled na tablicu 1 otkriva da za ekstremne vrĳednosti relativne permitivnosti,i ovaj uvjet biva narušen.
 Induktivni efekti Komponentu električnog polja kao posljedice elektromag-netske indukcĳe predstavlja član jω ~A iz izraza (14). Napravimo sada kvantitativnuusporedbu važnosti ovog člana u odnosu na drugi član iz istog izraza, ∇ϕ. Razmo-trimo poseban slučaj za diferencĳalni strujni element ~JsdV , za koji imamo
 d ~A = µ
 4π~Js′dV ′
 R. (16)
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 Električni skalarni potencĳal ϕ i magnetski vektorski potencĳal ~A moraju za-dovoljiti Lorenzov baždarni uvjet [21]
 ∇ · ~A = −jωεcµϕ = −jωε(1 + σ
 jωε)µϕ (17)
 Ako iz gornjeg uvjeta izlučimo električni skalarni potencĳal, nakon nešto mate-matičkim manipulacĳa, dobivamo,
 ϕ = dV ′
 j4πωεc
 ~Js · aRR2 (18)
 Uzmimo dalje da smjer struje ~Js koincidira sa pozitivnim smjerom z-osi, takoda dobivamo
 ϕ = dV ′
 j4πωεcJs cos θR2 (19)
 odnosno
 |∇ϕ| = dV ′
 4πωεcJsR3 (20)
 Za omjer koji nas je zanimao, tada možemo pisati
 ∣∣∣ω ~A∇ϕ ∣∣∣ = ∣∣ω2µεcR2∣∣ = ∣∣kR∣∣2 (21)
 Konačno, da bi induktivni efekti bili zanemarivi, mora biti ispunjen uvjet∣∣kR∣∣2 1. Dok god je zadovoljeno∣∣kR∣∣ 1, odnosno, ukoliko su zanemare-
 ni efekti propagacĳe, dani uvjet biti će automatski ispunjen. Za vrĳednosti daneranĳe, vidimo da je ovaj uvjet ispunjen.
 Granični uvjeti Kako je ukupna struja solenoidalna, normalna komponentastruje na granici između dvaju sredstava mora prolaziti kontinuirano. Na graniciizmeđu dva sredstva, općeniti uvjet glasi
 σ1(1 + jωε1σ1
 )E1n = σ2(1 + jωε2σ2
 )E2n (22)
 koji se uz kvazistatsku aproksimacĳu svodi na
 σ1E1n = σ2E2n (23)
 gdje su σ1 i σ2 vodljivosti u sredstvu 1, odnosno 2, a E1n i E2n su normalnekomponente električnog polja na granici dvaju sredstava. Granični uvjeti dani sa(23) isti su kao i za statički slučaj.
 Kod većine problema, međutim, vodljivost jednog od sredstava jednaka je nuli,kao što je slučaj okolnog prostora (zraka) oko ljudskog tĳela. Za taj slučaj je σ2 = 0,
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 pa iz gornjeg izraza imamo da je E1n = 0, dok bismo za općeniti slučaj, iz uvjeta(22) dobili
 σ1(1 + jωε1σ1
 )E1n = jωε2E2n, (σ2 = 0) (24)
 Uz (ωε2/σ1) 1, razumno je pretpostaviti da je E1n = 0. Budući je ε2 zapravodielektrična konstanta slobodnog prostora, uz ε0 = 8.854·10−12 F/m, te frekvencĳuf = 1 kHz, odnosno ω = 2000π, te uz σ1 = 0.2 S/m, ωε0/σ1 = 3 · 10−8, što je,jasno, zanemarivo.
 Konačno, navedimo ponovno sve uvjete nužne za zadovoljene kvazistatskeaproksimacĳe:
 Zanemarenje propagacĳskih efekata: kRmax 1 (25)Zanemarenje kapacitivnih efekata: ωε/σ 1 (26)Zanemarenje induktivnih efekata: (kR)2 1 (27)
 Odabir graničnog uvjeta: E1n = 0 (28)
 Posljedice uvjeta (26) do (28) su da je
 ϕ = 14πσ
 ∫V ′
 ρ′(~r′)R
 dV ′ (29)
 ~E = −∇ϕ (30)
 a ukupna struja ~J suma je struje izvora ~Js i kondukcĳske struje σ ~E.
 ~J = ~Js + σ ~E (31)
 Budući je struja ~J solenoidalna,
 ∇ · ~J = 0 = ∇ · ~Js +∇ · (σ ~E) (32)
 uvrštavanjem (30) u gornji izraz, za slučaj homogenog sredstva, dobivamo jednadž-bu
 ∇ · ~Js = σ∇2ϕ (33)
 koja prelazi u dobro poznatu Poissonovu jednadžbu za električni skalarni potencĳal
 ∇2ϕ = −ρε
 (34)
 Kod rješavanja elektrofizioloških problema, često se koristi gornji izraz uz pri-padni granični uvjet (23).
 Najslabĳi od uvjeta (26) – (28) je drugi uvjet koji zahtĳeva da je ωε/σ 1.Ukoliko su zadovoljeni svi ostali uvjeti, ali ne i ovaj uvjet, σ moramo zamĳeniti skompleksnim fazorom σc = σ(1 + jωε/σ).
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 Ukoliko nĳe ispunjen uvjet (28), vanjsko područje mora biti uključeno u pro-blem, a granični uvjeti (22) moraju biti zadovoljeni. S druge strane, ukoliko nĳeispunjen uvjet (26), kvazistatska aproksimacĳa se ruši, te se moraju koristiti izrazi(10), (11) i (14).
 Za slučaj kada imamo nehomogeni medĳ, možemo ga rastaviti na potpodručjaunutar kojih je sredstvo homogeno. Problem se tada svodi na rješavanje vektorske,odnosno skalarne Helmholtzove jednadžbe za elektromagnetske potencĳale
 ∇2 ~A+ k2 ~A = −µ0 ~Js (35)
 ∇2ϕ+ k2ϕ = −ρσ + jωε
 (36)
 Na kraju razmatranja o kvazistatskoj aproksimacĳi, nadodajmo još i sljedeće:više radova [24],[25] pokazalo je da se uključivanjem kapacitivnih efekata, smanju-je područje mozga koje je aktivirano stimulacĳom, što znači da se kvazistatskimmodelom, kod kojega su kapacitivni efekti zanemareni, ne može na točan načinodrediti stimulirano područje.
 Uz to, Bossetti i suradnici [26] razmatraju točnost same kvazistatske aprok-simacĳe kod modela stimulacĳe živca, te pomoću analitičkog izraza izvedenog iznehomogene Helmoltzove jednadžbe, zaključuju da na raspodjelu potencĳala znat-no više utječe vrĳednost vodljivosti, u odnosu na dielektrična svojstva tkiva.
 Sve navedeno navodi da se kvazistatska aproksimacĳa koju koristi velika većinaradova, koje ćemo spomenuti u nastavku, može napasti, te da u teoretski modeltranskranĳalne magnetske stimulacĳe treba uključiti i efekte propagacĳe, kapaci-tivne i induktivne efekte.
 [Rush & Driscoll 1968, 1969] Sa sljedeća dva rada [27],[28], Rush i Driscollpostavljaju teoretski model glave sačinjene od tri koncentrične sfere, koji će sekasnĳe intenzivno koristiti kod modeliranja TMS-a. Model je razvĳen za električnustimulacĳu pomoću elektroda, a daje analitičke izraze za proračun potencĳala usva tri tkiva (mozak ϕb, lubanja ϕs i koža ϕt) izražene preko beskonačnog redaLegendrovih polinoma.
 ϕb = I
 2πσc
 ∞∑n=1
 An
 (rc
 )n[Pn(cos θA)− Pn(cos θB)] (37)
 ϕs = I
 2πσc
 ∞∑n=1
 [Snrn + Unr−(n+1)][Pn(cos θA)− Pn(cos θB)] (38)
 ϕt = I
 2πσc
 ∞∑n=1
 [Tnrn +Wnr−(n+1)][Pn(cos θA)− Pn(cos θB)] (39)
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 2.1.2 Metoda impedancĳa
 Ovdje dolazimo do grupe radova koji su postavili osnove za ono što će se kasnĳekoristiti kao jedan od čestih pristupa kod proračuna induciranih struja u biološkimtkivima. Iako izvorno nĳe korištena za proračun induciranih struja uslĳed magnet-ske stimulacĳe, veći broj grupa prigrlio je naknadno upravo metodu iznesenu u timradovima.
 Metodu pod imenom metoda (ekvivalentnih) impendancĳa razvili su Deford iGandhi [29],[30], a nekoliko godina kasnĳe Orcutt i Gandhi [31] proširuju metoduizvorno postavljenu za dvodimenzionalni slučaj, na dodatnu, treću dimenzĳu.
 [Deford & Gandhi 1985],[Gandhi & Deford & Kanai 1984], [Orcutt &Gandhi 1988] Spomenimo ovdje jednu zanimljivost. Iako je rad Deforda i Gan-dhĳa [29] publiciran godinu dana nakon članka u kojem je Gandhi prvi autor [30],u časopis je poslan mjesec i pol ranĳe. Dok je Defordov rad govorio o inducira-noj gustoći struje, u Gandhĳevom je naglasak bio na gustoći absorbirane snage utĳelu, koja se može odrediti koristeći istu metodu. Danas je metoda poznata kaoGandhĳeva ideja.
 Sva tri navedena rada često se referenciraju zajedno, a ovdje ćemo iznĳeti op-ćeniti pregled metode za dvodimenzionalni slučaj. Uz to, u prvom radu postoji ipogreška u izrazu za relaksacĳski faktor koja je kasnĳe ispravljena.
 Metoda impedancĳa razvĳena je kao jednostavnĳa alternativa metodi mome-nata koja se do tada koristila kod proračuna induciranih struja u tĳelu, a iz razlogašto je ova za tadašnja računala zahtĳevala previše procesorske snage.
 Ideja metode ekvivalentnih impedancĳa sastoji se u tome da se ljudsko tĳelo iliorgan predstavi uniformnom mrežom dvo- ili trodimenzionalnih ćelĳa, gdje svakaćelĳa predstavlja ekvivalentnu impedancĳu, nakon čega se struje inducirane unutartakve mreže uslĳed upadnog magnetskog polja odrede koristeći teorĳu krugova.
 Nakon što se tĳelo predstavi ekvivalentnom uniformnom mrežom, unutar svakeod ćelĳa postavljaju se jednadžbe za struje petlji, koje za 2D slučaj glase
 Zi,jx (Ii,j−Ii,j−1)+Zi+1,jy (Ii,j−Ii+1,j)+Zi,j+1
 x (Ii,j−Ii,j+1)+Zi,jy (Ii,j−Ii−1,j) == EMFi,j (40)
 gdje je EMFi,j inducirana elektromotorna sila unutar i, j-te petlje, nastala kaoposljedica vremenski promjenjivog magnetskog polja. Vrĳednost EMFi,j dobĳe seprimjenom Faradayevog zakona za i, j-tu petlju
 EMFi,j = − ∂
 ∂t
 ∫A
 ~Bi,j · n ds (41)
 gdje ~Bi,j predstavlja magnetsku indukcĳu u petlji i, j , a n je normala na površinuA koju zatvara petlja.
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 Za slučaj magnetske stimulacĳe, inducirane struje u petljama posljedica su vanj-ski narinutog vremenski promjenjivog magnetskog polja zavojnice koje se možeodrediti pomoću Biot-Savartovog zakona.
 Ovako dobiveni sustav jednadžbi pogodan je za rješavanje numeričkim putem,kao na primjer metodom konačnih diferencĳa, a autori za to koriste standardnuiteracĳsku metodu sukcesivne relaksacĳe. Metoda uključuje pretpostavljanje inici-jalne vrĳednosti struja petlji, nakon čega se vrĳednosti sukcesivno obnavljaju nakonsvakoga koraka iteracĳe, do trenutka dok konačno ne konvergiraju prema rješenju.Jednadžbe za svaku i, j-tu petlju se u svakom koraku dobivaju prema
 In+1i,j = αKi,j + (1− α)Ini,j , (42)
 gdje je
 Ki,j =Zi,jx Ii,j−1 + Zi+1,j
 y Ii+1,j + Zi,j+1x Ii,j+1 + Zi,jy Ii−1,j + EMFi,j
 Zi,jx + Zi+1,jy + Zi,j+1
 x + Zi,jy, (43)
 dok n označava broj iteracĳe, a α faktor relaksacĳe, često sa iznosom između 1.3 i1.8.
 Impedancĳe u mreži računaju se koristeći poznate podatke za biološka tkiva, apri tome se u obzir može uzeti i anizotropnost za vodljivost odgovarajućeg materi-jala. Vrĳednosti impedancĳa računaju se tako prema sljedećem izrazu:
 Zi,jl = 1σi,jl + jωεi,jl
 · ∆xl∆xm∆xn
 , (44)
 gdje Zi,j predstavlja impedancĳu i, j-te ćelĳe u xl smjeru, σi,j i εi,j su vodljivost,odnosno permitivnost u xl smjeru, a ∆xl, ∆xm su duljine ćelĳa u l i m smjeru.
 Postavljenjem rubnih uvjeta i rješavanjem sustava jednadžbi, dolazi se do ras-podjele induciranih struja u glavi, nakon čega se inducirano polje može dobiti prekoOhmovog zakona, odnosno množenjem ovih struja s vodljivosti odgovarajućeg tkiva.
 Nedostatak metode, u odnosu na pristup preko npr. skalarnog potencĳala ješto je za svaku ćelĳu potrebno trostruko više podataka, a uz to, metoda sukcesivnerelaksacĳe koja se koristi za rješavanje sustava jednadžbi je poprilično zastarjela,te rezultira u velikom vremenu proračuna čak i za relativno jednostavne modele.Uz to, kako se metoda bazira na teorĳi krugova, ne postoji mogućnost uključivanjapropagacĳskih učinaka u formulacĳu.
 [Sarvas 1987] Sredinom 80-ih godina prošlog stoljeća u Sheffieldu se po prvi putdemonstrira neinvazivna stimulacĳa mozga koristeći zavojnicu, nakon čega eksplo-dira interes za TMS tehniku. Jedan od radova iz tog doba koji vrĳedi spomenuti,a nastavlja se na Geselowitza, je onaj Sarvasa [32], koji daje određene matematič-ke osnove i fizikalne koncepte pomoću kojih novim pristupom razmatra direktni iinverzni problem. Između ostalog, raspravlja o direktnom problemu za slučaj homo-genog i nehomogenog sfernog sredstva, te daje površinsku integralnu jednadžbu zaproračun potencĳala za po dĳelovima homogeni vodič, slično kao kod Geselowitza:
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 σ′k + σ′′k2
 ϕ(~r) = σnϕ0(~r)−n∑j=1
 σ′j − σ′′j4π
 ∫Sj
 ϕ(~r′)n(~r′) · ~r − ~r′
 |~r − ~r′|3dSj . (45)
 [Ueno et.al. 1988] Ueno sa svojom grupom postavlja jednostavan model ljudskeglave predstavljene kvazisferom [12], za koju određuje raspodjelu struje induciranemagnetskim poljem zavojnice. Pri tome koristi formulacĳu preko električnog vek-torskog potencĳala, a problem rješava metodom konačnih elemenata. Njihov modelpruža samo partikularno rješenje problema budući ne uzima u obzir granične uvje-te. Inače, na temelju nekih kasnĳih radova, Ueno i grupa postali su poznati i kaotvorci zavojnice u obliku osmice. Pregled formulacĳe korištene u ovom radu, danje nešto kasnĳe, a ovdje je naveden zbog dosljednosti u pogledu kronologĳe.
 2.1.3 90-te - desetljeće sfernih modela
 Za modeliranje TMS-a tĳekom 90-tih godina prošlog stoljeća karakteristično jekorištenje homogenih ili pak višeslojnih sfera kojima se modelira ljudska glava.Pri tome, za tkiva se uzima da su homogena i izotropna po dĳelovima. Kakosfera predstavlja jedan od najjednostavnĳih geometrĳskih modela, moguće je izvestianalitičke izraze za rješenje problema od interesa. Tako se kod većine modela iz ovogdesetljeća može primĳetiti obilježje da koriste razne analitičke izraze. Uz to, kakoje kroz prethodno razdoblje razvĳena zavojnica u obliku osmice, a nešto kasnĳe izavojnica helikoidalnog oblika, javlja se potreba da se u proračun induciranog poljai električne struje uzme u obzir i sama geometrĳa zavojnice.
 Prethodno, modeli su koristili isključivo kružnu zavojnicu za koju se takođernaširoko koristilo poznate analitičke izraze za proračun magnetskog vektorskog po-tencĳala. Konačno, budući da postaje jasno da će novi modeli biti nužno složenĳegeometrĳe, za koje će biti nemoguće pronaći analitička rješenja, u proračun pola-ko ulaze numeričke tehnike poput metode konačnih diferencĳa i metode konačnihelemenata.
 [Tofts 1990] Tofts [33] koristi analitički izraz iz Smythea [34] preko eliptičkihintegrala K(m) i E(m), za proračun magnetskog vektorskog potencĳala izveden zakružnu zavojnicu
 Aφ = µ0nI
 πk
 (a
 ρ
 )1/2[K(m)(1− 1
 2k2)− E(m)] , (46)
 a uz to i rješenje za sekundarno električno polje, nastalo uslĳed akumulacĳe povr-šinskih naboja
 ~Ec =∫z=0
 ∑dS~r
 4πε0r3=∫z=0
 ∂An∂t
 dS~r
 2πr3. (47)
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 Uz to, Tofts dokazuje za slučaj beskonačne ravnine da komponenta induciranestruje okomita na površinu, iščezava. Model koji iznosi, valjan je samo za slučajgdje je dimenzĳa zavojnice znatno manja od dimenzĳe glave.
 [Cohen et. al. 1990] Iste godine Cohen i suradnici [35] uspoređuju rezultate zadistribucĳu električnog polja u okolini raznih stimulacĳskih zavojnica (kružna, sazašiljenim vrhom, helikoidalna i osmica), dobivene eksperimentalnim mjerenjem imatematičkim proračunom. Kod proračuna električnog polja uzimaju u obzir samoelektično polje izraženo preko magnetskog vektorskog potencĳala:
 ~E = −∂~A
 ∂t. (48)
 Pri tome, zavojnice aproksimiraju poligonom, te za svaki ravni segment anali-tičkim putem rješavaju integral kojim je izražen magnetski vektorski potencĳal:
 A(r) = µ0NI
 4π
 ∫dl′
 |r − r′|. (49)
 [Grandori & Ravazzani 1991] Grandori i Ravazzani svojim modelom koncen-trične homogene i izotropne sfere iz 1991. godine [36] daju inicĳalnu procjenuelektričnog polja i gustoće struje inducirane magnetskim poljem kružnih zavojnicarazličitog radĳusa i pozicĳe.
 Električno polje računaju preko elektromagnetskih potencĳala
 ~E = −∂~A
 ∂t−∇ϕ , (50)
 no zanemaruju drugi član budući da proračun rade za slučaj slobodnog prostorau kojem ne postoje naboji koji bi također doprinosili polju. Magnetski vektorskipotencĳal magnetskog dipola računaju pomoću izraza iz Jacksona [21], koji sadržavaeliptičke integrale:
 Aφ(r, θ, t) = µ0I′(t)π
 a
 (a2 + r2 + 2ar sin θ)1/2·(
 (2− k2)K(k)− 2E(k)k2
 ), (51)
 gdje je I ′ struja zavojnice, a je radĳus zavojnice, r je udaljenost od točke promatra-nja, E(k) i K(k) su kompletni eliptički integrali prve i druge vrste, s argumentomk, a k2 je dan sa
 k2 = 4ar sin θa2 + r2 + 2ar sin θ)
 . (52)
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 [Davey et. al. 1991] 1991. godina bila je iznimno bogata idejama. Naime,nakon Grandorĳa i Ravazzanĳa [36], Davey i suradnici [37] uvode dvĳe tehnikeza određivanje induciranog električnog polja unutar volumnog vodiča. Kod objekoriste pristup preko potencĳala, u prvom slučaju strujni vektorski potencĳal ~F ,pogodan za 2D probleme, a u drugom pristupu, vektor ~T koriste u sprezi sa električ-nim skalarnim potencĳalom ϕ. Uzimaju slučaj slabo vodljivog, homogenog tkivakojim predstavljaju mozak.
 Kod prvog pristupa, koristeći metodu konačnih diferencĳa rješavaju jednadžbu
 ∇2 ~F = σ∂ ~B
 ∂t, (53)
 uz zadani rubni uvjet prema kojem ne postoji normalna komponenta struje nagranici između vodiča i zraka. U gornjem izrazu ~F predstavlja strujni ili električnivektorski potencĳal, definiran kao:
 ~J = ∇× ~F . (54)
 Još 1988. [12], Ueno i njegova grupa na sličan način su formulirali problem zaodređivanje induciranih struja u jednostavnom modelu glave.
 Za proračun magnetskog polja kružne petlje, Davey i suradnici umjesto Biot-Savartovog zakona, koriste već spomenute izraze iz Smythea [34], izražene prekokompletnih eliptičkih integrala prve i druge vrste. Izrazi za sferni koordinatni sustavglase:
 Bρ = µI
 2πz√
 (a+ ρ)2 + z2·(−K(k) + a2 + ρ2 + z2
 (a− ρ)2 + z2E(k))
 (55)
 Bz = µI
 2π1√
 (a+ ρ)2 + z2·(K(k) + a2 − ρ2 − z2
 (a− ρ)2 + z2E(k))
 (56)
 Za određivanje eliptičkih integrala koriste polinomnu aproksimacĳu iz knjigeAbramowitza i Steguna [38].
 Za trodimenzionalni slučaj pogodnĳa je druga formulacĳa koju uvode
 ~E = ~T −∇ϕ , (57)
 gdje umjesto vremenske derivacĳe magnetskog vektorskog potencĳala koriste novivektor ~T = −∂ ~A/∂t. I ovdje se koristi analitički izraz za određivanje magnetskogvektorskog potencĳala iz Smythea:
 Aφ = µI
 πk
 √(a/ρ)
 [(1− k2
 2
 )K(k)− E(k)
 ], (58)
 pa samim time određuju i ~T . Problem se svodi na rješavanje Laplaceove jednadžbeza ϕ, uz granični uvjet:
 n · (∇ϕ− ~T ) = 0 . (59)
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 Za slučaj nehomogenog trodimenzionalnog sredstva, druga formulacĳa ima pred-nost u tome što se svodi na rješavanje skalarnog problema, odnosno na jednostavnoodređivanje strujnog vektorskog potencĳala ~T direktno preko izraza za magnetskivektorski potencĳal izražen elipitičkim integralima. Nedostatak ove metode je u či-njenici da analitički izrazi za magnetski vektorski potencĳal vrĳede samo za kružnuzavojnicu, a sama formulacĳa primjenjiva je za homogeno sredstvo.
 [Roth et.al. 1991] Iste godine kao i prethodna dva rada, Roth i suradnici uzteoretski model za stimulacĳu živca [39], postavljaju troslojni sferni model glave [40]koji su izvorno razvili Rush i Driscoll [27] još 1968. Glava je sačinjena od tri tkivakonstantne vodljivosti: mozga, lubanje i kože. Do pojave anatomski vjernih modelaglave, koji podatke o geometrĳi dobivaju zahvaljujući magnetskoj rezonancĳi, ovajtroslojni model sfere bio je najčešće korišten.
 Električno polje računaju pomoću magnetskog vektorskog i električnog skalar-nog potencĳala, tj. kao sumu polja ~Ea uslĳed indukcĳe i polja ~Eϕ kao posljediceakumulacĳe električnog naboja na površini:
 ~E = −∂~A
 ∂t−∇ϕ . (60)
 Polje uslĳed indukcĳe računaju pomoću Biot-Savartovog zakona i magnetskogvektorskog potencĳala, gdje uzimaju vremensku promjenu struje kao konstantanparametar, na isti način kao i Cohen 1990. [35]
 B(r) = µ0NI
 4π
 ∫dl′ × (r − r′)|r − r′|3
 (61)
 A(r) = µ0NI
 4π
 ∫dl′
 |r − r′|, (62)
 gdje je ~B = ∇× ~A.Sekundarno polje nastalo uslĳed gomilanja naboja računaju kao negativni gra-
 dĳent električnog potencĳala koji dobivaju rješavanjem Laplaceove jednadžbe i gra-ničnih uvjeta:
 ∇2ϕ = 0 (63)
 ϕ1 = ϕ2 , (64)
 te uz ~J = σ ~E, uvjet za kontinuirani prolaz gustoće struje preko granice sredstava:
 σ1
 (ErA −
 ∂ϕ1
 ∂r
 )= σ2
 (ErA −
 ∂ϕ2
 ∂r
 )(65)
 Pri tome koriste metodu konačnih diferencĳa te tehniku sukcesivne iteracĳe.Zaključuju da sekundarno polje nastalo kao posljedica akumulacĳe naboja reduciraukupno polje, tj. poništava se s poljem induciranim od zavojnice.
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 Spomenimo još i da je Roth ujedno poznat po tome što je sa Peterom Basserompostavio model živca kao prĳenosne linĳe [41], danas najčešće korištenog modelaza proučavanje stimulacĳe živčanih vlakana.
 [Branston & Tofts 1991] Još jedan rad izlazi iste godine - onaj Branstona iToftsa [42] - u kojem se izvodi teoretski dokaz za nepostojanje komponente induci-rane struje okomite na površinu za slučaj beskonačne ravne površine. Uz to, dokazje proširen i za slučaj sfernog vodiča.
 Za linearnu, izotropnu i homogenu sredinu, u kojoj ne postoje izvori nabojaili struja, izvode valnu jednadžbu za električno polje koju svode na Laplaceovujednadžbu koristeći pretpostavku da za linearnu promjenu struje, postoji linearniporast magnetske indukcĳe, pa se vremenske derivacĳe magnetske indukcĳe i mag-netskog vektorskog potencĳala mogu zanemariti budući da ovise samo o prostornimkoordinatama.
 Pomoću Laplaceove jednadžbe za električno polje izvode dokaz za slučaj besko-načne ravnine. Za sferni vodič dokaz izvode na način da električno polje prikažukao rotor vektora koji pak definiraju preko dvĳe skalarne potencĳalne funkcĳe.Rezultat koji dobivaju može poslužiti kao indikacĳa da će u blizini površine kodproizvoljnog vodiča postojati redukcĳa okomite komponente inducirane struje.
 [Eaton 1992] Sljedeće godine Eaton objavljuje rad [43] kojim daje analitičke izra-ze za ukupno električno polje unutar sfere, izraženo pomoću seta linĳskih integrala.Metodu je moguće koristiti za slučaj zavojnice proizvoljnog oblika i položaja. Pritom je važno napomenuti da ne zanemaruje kapacitivne efekte.
 Ukupno polje predstavljeno je preko potencĳala
 ~E = −jω ~A−∇ϕ . (66)
 Pri tome, za raspodjelu skalarnog potencĳala, koristi poznato rješenje Laplace-ove jednadžbe u sfernim koordinatama, dano u Arfkenu [44]
 ϕ =∞∑l=0
 l∑m=−l
 (Flmrl +Glmr−l−1)Ylm(θ, φ) , (67)
 gdje su Ylm(θ, φ) sferne harmonĳske funkcĳe, a Flm i Glm su kompleksne konstante.Potencĳali ϕi unutar i ϕo izvan sfere, mogu se izraziti preko istih sfernih har-
 monĳskih funkcĳa i kompleksnih konstanti, kao:
 ϕi =∞∑l=0
 l∑m=−l
 FlmrlYlm(θ, φ) (68)
 ϕo =∞∑l=0
 l∑m=−l
 Glmr−l−1Ylm(θ, φ) , (69)
 uz zadovoljenje graničnih uvjeta
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 ∞∑l=0
 l∑m=−l
 [l(σs+ jωεs)+ jωε0(l+1)] ·Flmrl−10 Ylm(θ, φ) = −[σs+ jω(εs− ε0)]jω ~A · r
 (70)
 Izraz za magnetski vektorski potencĳal, također se da izraziti preko sfernihharmonĳskih funkcĳa:
 ~A = µ0I
 ∞∑l=0
 l∑m=−l
 rlYlm(θ, φ)∮coil
 Y ∗lm (θ′, φ′)(2l + 1)r′l+1
 ~dl′ (71)
 Za komponente električnog polja u sfernim koordinatama dobivaju se tako slje-deći izrazi:
 ~E · r = −µ0I
 N+1∑l=1
 l∑m=−l
 (jω)2ε0(2l + 1)jω(εsl + ε0l + ε0) + lσs
 rl−1Ylm(θ, φ)·
 ·
 [−Dl−1,m−1
 √(l +m− 1)(l +m)
 (2l + 1)(2l − 1)+
 + El−1,m+1
 √(l −m− 1)(l −m)
 (2l + 1)(2l − 1)+
 + Czl−1,m
 √(l −m)(l +m)(2l + 1)(2l − 1)
 ](72)
 ~E · φ = −jωµ0I
 N∑l=0
 l∑m=−l
 (Dlmejφ − Elme−jφ)rlYlm(θ, φ)−
 −N+1∑l=1
 l∑m=−l
 Flmjm
 sin θrl−1Ylm(θ, φ) (73)
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 ~E · θ = −jωµ0I
 N−1∑l=0
 l∑m=−l
 [− Czl+1,m−1e
 −jφ
 √(l −m+ 2)(l −m+ 1)
 (2l + 1)(2l + 3)+
 +
 √(l −m+ 1)(l +m+ 1)
 (2l + 1)(2l + 3)(Dl+1,me
 jφ + El+1,me−jφ)
 ]rl+1Ylm(θ, φ)−
 −N+1∑l=1
 l∑m=−l
 [jωµ0I
 [Czl−1,m−1e
 −jφ
 √(l +m− 1)(l +m)
 (2l − 1)(2l + 1)+
 +
 √(l −m)(l +m)(2l − 1)(2l + 1)
 (Dl−1,mejφ + El−1,me
 −jφ)]+
 + 12Fl,m−1e
 −jφ√
 (l −m+ 1)(l +m)−
 − 12Fl,m+1e
 jφ√
 (l +m+ 1)(l −m)
 ]rl−1Ylm(θ, φ) (74)
 Konturne integrale rješava numeričkim putem koristeći Gauss-Legendreovu in-tegracĳsku formulu sa 80 točaka.
 [Heller & van Hulsteyn 1992] Heller i van Hulsteyn [45] izvode, za slučajsferno-simetrične raspodjele vodljivosti, analitičke izraze za električno polje unutarvodiča uslĳed izvora kao što su magnetski i električni dipol, te površinske i du-binske elektrode. Budući da u izrazima koje daju, izostaje električna vodljivost,jednostavno su proširivi i na slučaj troslojne koncentrične sfere.
 Analitički izraz za proračun električnog polja unutar vodiča daju za slučaj;a) sferno-simetrične raspodjele vodljivosti uz pobudu magnetskim dipolom
 (strujnom petljom):
 ~E(~r1) = jωµ0
 4πF 2 [F~r1 × ~m− (~m · ∇2F )~r1 × ~r2] , (75)
 b) konstantnu vodljivost sfernog vodiča uz pobudu električnim dipolom:
 ~E(~r1) = jω1
 4πσ
 [2
 (~d
 a3 −3(~d · ~a)~aa5
 )+ 1F
 (~d · ∇2)~b−~d · ∇2F
 F 2~b
 ], i za (76)
 c) konstantnu vodljivost sfernog vodiča uz pobudu površinskim ili dubinskimelektrodama.
 ~E(~r) = I[∇H(~ro, ~r)−∇H(~ri, ~r)] . (77)U gornjim izrazima, ~m predstavlja magnetski dipol, F je funkcĳa dvĳu nezavis-
 nih varĳabli ~r1 i ~r2, gdje je F ≡ a(r2a+ ~r2 · ~a), ~a ≡ ~r2 − ~r1, ~d je električni dipolnimoment, ~b = ~a+ a ~r2
 r2, a H je Greenova funkcĳa.
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 Ovaj rad predstavlja teoretsko-analitičku podlogu za sve kasnĳe modele kojizavojnicu predstavljaju magnetskim dipolima, te pomoću njih određuju doprinosukupnom magnetskom vektorskom potencĳalu u određenoj točki prostora.
 [Wang, Eisenberg 1994] Wang i Eisenberg koriste metodu konačnih elemenataza proračun induciranog električnog polja i gustoće struje [46]. Pri tome koris-te kvazistatsku aproksimacĳu, kojom zanemaruju propagacĳske efekte i pomačnestruje.
 Pokazuju da je numeričko rješenje dobiveno za homogeni izotropni vodljivi bloku dobrom slaganju sa rješenjem dobivenim analitičkim putem. Metoda se pokazujeprikladnom za uključivanje nehomogenosti i anizotropnosti bioloških tkiva, kao isloženih geometrĳa. Negdje u to vrĳeme očekuju se rezultati Visible Human pro-jekta [47] kojemu je namjera stvoriti anatomski detaljan, trodimenzionalan modelcjelovitog ljudskog tĳela.
 Autori iznose metodu konačnih elemenata za određivanje prostorne raspodjeleelektričnog polja i gustoće struje u trodimenzionalnom, nehomogenom, anizotrop-nom vodljivom bloku, a koja se načelno može proširiti na tĳelo proizvoljnog oblika.
 Kombiniranjem izraza za električno polje zapisanog preko potencĳala
 ~E = −∂~A
 ∂t−∇ϕ , (78)
 i oblika Ampereovog zakona u skladu sa aproksimacĳom kojom se zanemarujupomačne struje:
 ∇ · ~J = 0 , (79)
 za nehomogeni anizotropni vodljivi medĳ za koji vrĳedi ~J = σ ~E, gdje je σ tenzorvodljivosti, dobiva se Poissonova jednadžba za električni skalarni potencĳal
 ∇ · (σ∇ϕ) = −∇ ·
 (σ∂ ~A
 ∂t
 ), (80)
 uz pripadni Neumannov granični uvjet za gustoću struje
 n · ~J = 0 . (81)
 Ukoliko je područje homogeno, jednadžba prelazi u Laplaceovu jednadžbu.Metodom konačnih elemenata, rješenje jednadžbe kojom je definiran problem,
 dobiva se minimiziranjem funkcionala energĳe koristeći varĳacĳski princip. Možese pokazati da je za određivanje magnetski induciranih električnih polja i strujaprikladan funkcional disipirane snage u vodljivom sredstvu
 W (ϕ) =∫
 ~J · ~E dV =∫σ
 (∇ϕ+ ∂ ~A
 ∂t
 )(∇ϕ+ ∂ ~A
 ∂t
 )dV . (82)
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 Rapodjela potencĳala u promatranom volumenu koja minimizira ovaj funkci-onal, tada predstavlja rješenje jednadžbe (80) sa pripadnim graničnim uvjetom(81).
 Da bi testirali valjanost svoje numeričke metode, Wang i Eisenberg izvode ana-litičke izraze za (80), za slučaj prostorne razdiobe električnog polja i gustoće strujeunutar anizotropnog vodljivog bloka izloženog magnetskom polju polariziranom uz-smjeru
 Ex = 4ωB0a
 π2
 √σyσx
 ∞∑n=0
 (−1)n
 (2n+ 1)2cos(
 2n+ 1a
 πx
 ) sinh(
 2n+1a π
 √σxσyy
 )cosh
 (2n+12a π
 √σxσyb
 ) (83)
 Ey = −4ωB0b
 π2
 √σyσx
 ∞∑n=0
 (−1)n
 (2n+ 1)2cos(
 2n+ 1b
 πy
 ) sinh(
 2n+1b π
 √σyσxx)
 cosh(
 2n+12b π
 √σyσxa) , (84)
 uz Jx = σxEx, Jy = σyEy.
 [Ravazzani et. al. 1996] Pomoću analitičkog izraza temeljenog na teoremurecipročnosti, slično kao kod Hellera [45], Ravazzani i suradnici [48] uspoređujuinducirano električno polje za slučaj neograničenog, polu-beskonačnog, sfernog icilindričnog vodiča. Pri tome zavojnicu dĳele na segmente, gdje svaki dio predstav-ljaju magnetskim dipolom.
 Zaključuju da za slučaj magnetske stimulacĳe mozga, upotreba beskonačnih ipolubeskonačnih modela glave umjesto sfere, korištenih do tada u nekim od radova,značajno precjenjuje iznos električnog polja, pa ne preporučuju koristiti ove jednos-tavne geometrĳe. Ovo predstavlja zadnji čavao u lĳesu tih jednostavnih modela.
 Što se tiče periferne stimulacĳe živca, preporučuju korištenje jednostavnih ge-ometrĳa, budući da oblik vodiča ne utječe značajno na distribucĳu električnogpolja.
 2.1.4 2000-te - desetljeće realističnih modela
 Sredinom 90-ih godina prošlog stoljeća dovršava se Visible Human Project, kojim jestvoren anatomski detaljan, trodimenzionalan model cjelovitog ljudskog tĳela, ko-risteći računalnu tomografiju visoke rezolucĳe. Podaci iz ovog projekta poslužili sukasnĳe za razvoj mnogih trodimenzionalnih anatomskih modela pojedinih organa,uključujući i mozak.
 Početak novog milenĳa za modeliranje transkranĳalne magnetske stimulacĳeznači intenzivno korištenje numeričkih metoda kod rješavanja problema induciranestruje unutar geometrĳski sve složenĳih modela glave. Pri tome se koriste neke dotada prisutne formulacĳe i pristupi.
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 [Starzynski 2002] Starzynski i suradnici rješavaju problem vrložnih struja zatrodimenzionalni realistični model ljudske glave koristeći ~T–Ω formulacĳu [49]. Zamodel glave uzimaju samo jedno tkivo, mozak, pri tome zanemarujući doprinosekože i lubanje, a problem diskretiziraju pomoću metode konačnih elemenata.
 Za magnetsko polje u glavi, postavljenoj unutar polja zavojnice ~Hs može sepisati
 ~H = ~Hs + ~T −∇Ω , (85)
 gdje ~T i Ω predstavljaju strujni (električni) vektorski potencĳal, odnosno magnetskiskalarni potencĳal.
 Druga Maxwellova jednadžba tada se može zapisati kao
 ∇× 1σ∇× ~T = −µ0
 ∂ ~H
 ∂t, (86)
 gdje su vrtložne struje u glavi povezane sa električnim vektorskim potencĳalompreko izraza
 ∇× ~T = ~J . (87)
 Uvrštavanjem (85) u (86), dobivamo jednadžbu za ~T
 ∇× 1σ∇× ~T + jωµ0 ~T = −jωµ0 ~Hs + jωµ0∇Ω , (88)
 za koju, da bismo ju rĳešili, moramo odrediti vanjsko polje ~Hs i magnetski skalarnipotencĳal Ω. ~Hs se dobiva numeričkim integriranjem duž zavojnice, a magnetskiskalarni potencĳal se ne mora određivati budući će za nisku vrĳednost vodljivostitkiva, i inducirane struje biti malog iznosa.
 Uz to, za niske frekvencĳe, i drugi član sa lĳeve strane gornje jednadžbe možese zanemariti, pa se jednadžba svodi na diferencĳalnu jednadžbu za koju se mogupostaviti Dirichletovi rubni uvjeti za tangencĳalne komponente (npr. izjednačiti ihs nulom), te Neumannovi rubni uvjeti za normalne komponente, tako da se dobĳe:
 ∇ · ~T = 0Jn = 0 (89)
 Primjenom ovakve formulacĳe, problem sa zatvorenim granicama Starzynski isuradnici svode na problem s otvorenim granicama, što im omogućava da se dis-kretizacĳa provede samo za područje glave.
 2.1.5 Japanska škola majstora Uena
 Ovdje dolazimo do skupine radova japanske grupe, objavljenima sve redom u IEEETransactions on Magnetics. Pristup kod svih radova je u biti manje-više isti, atemelji se na Uenovom radu iz 1988. godine [12], koji koristi formulacĳu preko
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 električnog vektorskog potencĳala. Pri tome, problem se rješava na detaljnommodelu ljudske glave pomoću metode konačnih elemenata.
 [Sekino & Ueno 2002] Metodom konačnih elemenata, za trodimenzionalni mo-del ljudske glave sastavljen od 3 tkiva [50], uspoređuje se raspodjela struje u glavičovjeka uslĳed elektrokonvulzivne terapĳe (ECT - engl. electroconvulsive therapy)i transkranĳalne magnetske stimulacĳe (TMS-a).
 Za model se ne može reći da je anatomski vjeran, ako se uzme u obzir dakoristi dosta "grubu" segmentacĳu na kockaste elemente stranice 10 mm, ali jekorak naprĳed u odnosu na dotadašnje modele (sfere).
 Za proračun raspodjele struje kod TMS-a, autori koriste pristup preko električ-nog vektorskog potencĳala ~P (negdje se koristi i oznaka ~T )
 ~J = ∇× ~P
 ∇2 ~P = σ∂ ~B(~r, t)∂t
 . (90)
 Rubni uvjet koji mora zadovoljiti gornja jednadžba glasi ~P = 0 za površinuglave, dok se za granice između sredstava mora zadovoljiti uvjet kontinuiranogprolaska za normalnu komponentu struje, te tangencĳalnu komponentu električnogpolja (izraženog ponovno preko gustoće struje):
 ~J1 · n = ~J2 · n~J1 · tσ1
 =~J2 · tσ2
 . (91)
 Raspodjela magnetskog polja (indukcĳe) zavojnice računa se rješavajući vektor-sku Poissonovu jednadžbu za magnetski vektorski potencĳal:
 ∇2 ~A =−µ0 ~Jc unutar zavojnice0 izvan zavojnice
 uz ~B = ∇× ~A.Rezultatima pokazuju da magnetski stimulatori mogu generirati struje uspore-
 divog iznosa sa onima uslĳed ECT-a, te da iako kod ECT-a lubanja mozga značajnoutječe na raspodjelu struje, kod TMS-a ne postoji takvih problema. Dodatno, pred-nost TMS-a je u tome što kod pacĳenata ne izaziva nelagodu, kao što je slučaj sECT-om, kod kojeg se strujom propuštenom kroz elektrode postavljene na glavučovjeka izazivaju moždane konvulzĳe.
 [Sekino & Ueno 2004] Isti autori ovim radom [51] daju usporedbu izmeđuraspodjele inducirane struje u glavi čovjeka, uslĳed magnetske stimulacĳe, u odnosu
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 na slučaj kod elektrokonvulzivne terapĳe, te ovisnost raspodjele o iznosu strujezavojnice, promjeru i položaju zavojnice.
 Inducirane struje računaju pomoću električnog vektorskog potencĳala, dok mag-netsko polje (indukcĳu zavojnice) računaju prema Biot-Savartovom zakonu, a neviše preko jednadžbe za magnetski vektorski potencĳal. Zavojnicu pri tome dĳelena 72 linearna elementa te za svaki element računaju doprinos ukupnoj magnetskojindukcĳi pomoću Biot-Savartovog zakona.
 Model glave nešto detaljnĳi nego u prethodnom radu. Dimenzĳe kockastihelemenata koje koriste u metodi konačnih elemenata smanjili na 4 mm.
 [Sekino et.al. 2006] Rad kojim se određuje raspodjela induciranih struja uslĳedTMS-a u malom mozgu [52]. Ista formulacĳa kao i prethodni radovi, induciranestruje računaju preko električnog vektorskog potencĳala, a magnetsku indukcĳuzavojnice pomoću Biot-Savartovog zakona aproksimirajući zavojnicu sa 72 linear-na elementa. Uvodi dodatna tkiva (ukupno 24) te smanjuje dimenzĳu kockastihelemenata na 3 mm, čime detaljnĳe prikazuje anatomĳu glave.
 [Tsuyama et.al. 2009] Radom [53] pokazuju da iznos inducirane struje rastelinearno s porastom radĳusa zavojnice te kutem nagiba između dva "krila". Potpunoista formulacĳa kao i prethodni modeli te jednako detaljni model kao i Sekinov iUenov [52] rad iz 2006.
 2.1.6 2000-te - desetljeće realističnih modela - nastavak
 [Nadeem et.al. 2003] Ovim radom [54], po prvi put je primĳenjena trodimenzi-onalna metoda impedancĳa za proračun raspodjele induciranih struja i električnogpolja u trodimenzionalnom modelu glave čovjeka uslĳed transkranĳalne magnetskestimulacĳe i elektrokonvulzivne terapĳe.
 Model se sastoji od 24 tkiva, za koja uzimaju samo podatke o vodljivosti, ali nei relativnoj permitivnosti, a temelji se na modelu iz Visible Human projekta.
 Modelom je ljudska glava predstavljena uniformnom pravokutnom mrežom koc-kastih ćelĳa, unutar kojih se uzima da je vodljivost izotropna i konstantna u svimsmjerovima. Na takav način glava je predstavljena kao trodimenzionalna mreža ot-pornika. Za svaku petlju postavlja se Kirchhoffov zakon za napone, te se generirasustav jednadžbi za struje unutar petlji. Za slučaj magnetske stimulacĳe, indu-cirane struje u petljama posljedica su vanjski narinutog vremenski promjenljivogmagnetskog polja.
 Sustav jednadžbi rješava se numeričkim putem koristeći standardnu iteracĳskumetodu sukcesivne relaksacĳe, kao i [29],[30],[31]. Rješavanjem sustava jednadžbidolazi se do raspodjele induciranih struja u glavi, nakon čega se inducirano poljedobĳe pomoću Ohmovog zakona, odnosno množenjem ovih struja s vodljivosti od-govarajućeg tkiva. Za rubne dĳelove mreže postavlja se uvjet da je struja jednakanuli.
 Magnetsko polje zavojnice računaju prema Biot-Savartovom zakonu, na sljedećinačin:
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 ~B(~r) = µ0I
 4π
 L∫0
 ~dl × (~r − ~rp)|~r − ~rp|3
 = µ0I
 4π
 2N+2∑i=1
 ∆l∫0
 li × (~r − ~rpi)|~r − ~rp − lli|3
 dl =
 = µ0I
 4π
 2N+3∑i=1
 2[li × (~r − ~rpi)]4c− b2
 [ 2∆li + b
 ∆l2i + b∆li + c− b√
 c
 ], (92)
 gdje linĳski integral rješavaju tako da zavojnicu podĳele na male linĳske elementečĳi vektor položaja računaju prema izrazu
 ~rp±(θ) = (ra, 0, 0) + rb − ra2πnround
 |θ − θ0±|(cos θ, sin θ, 0) + ~rwc± . (93)
 [Miranda et.al. 2003] Koriste istu formulacĳu kao i Wang i Eisenberg [46], noumjesto bloka računaju razdiobu električnog polja i inducirane struje za slučaj sfer-nog vodiča. Iako je rad Wanga i Eisenberga već razmatrao slučaj nehomogenosti,Miranda i suradnici [55] prvi razmatraju učinke nehomogenosti i anizotropnosti zajednostavan model ljudske glave.
 Najveća prepreka za korištenje metode konačnih elemenata kod modela s uklju-čenom anizotropnošću bio je nedostatak pouzdanih podataka za tkiva. Razvojemdifuzĳske tehnike magnetske rezonancĳe (DT-MRI - engl. Diffusion Tensor - Mag-netic Resonance Imaging) kao nove neinvazivne tehnike snimanja tenzorskih mapaelektrične vodljivosti moždanih tkiva, pružila se mogućnost dobivanja ovih poda-taka [56].
 Ukupno inducirano električno polje može se zapisati pomoću magnetskog vek-torskog potencĳala ~A i električnog skalarnog potencĳala ϕ kao
 ~E = −∂~A
 ∂t−∇ϕ . (94)
 Za slučaj kvazistatske aproksimacĳe, kojom se zanemaruju pomačne struje, vri-jedi ∇· ~J = 0. Magnetski vektorski potencĳal posljedica je struje kroz stimulacĳskuzavojnicu, dok je električni skalarni potencĳal posljedica nagomilavanja naboja nagranici između tkiva različite vodljivosti.
 Za vodljivi, čisto-omski medĳ vrĳedi općeniti oblik Ohmovog zakona ~J = σ ~E,gdje je σ već spominjani tenzor vodljivosti.
 Za slučaj nehomogenog anizotropnog sredstva rješava se Poissonova jednadžbaza skalarni potencĳal, koja za slučaj homogenog i izotropnog medĳa u kojem uz tonema izvora, prelazi u Laplaceovu jednadžbu, kako je pokazano u [46].
 Na granici između tkiva i okolnog prostora, normalna komponenta gustoće strujezadovoljava Neumannov uvjet n · ~J = 0, iz čega slĳedi
 (σ∇ϕ) · n = −
 (σ∂ ~A
 ∂t
 )· n , (95)
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 gdje je n vektor normale na granici. Na granici između dvaju sredstava (tkiva)različite vodljivosti, vrĳedi uvjet kontinuiteta za struje.
 Za slučaj heterogenog izotropnog medĳa, unutar svakog područja vrĳedi Lapla-ceova jednadžba za potencĳal ϕ, dok na granici između dva homogena sredstva, natangencĳalnu komponentu električnog polja utječe heterogenost, budući da morazadovoljiti dodatan uvjet za granicu dvaju sredstava.
 Kako normalne komponente za struju na granici dvaju sredstava moraju konti-nuirano prolaziti, kao i u gornjem izrazu, dobivamo i uvjet za normalnu komponentugradĳenta potencĳala:
 ∇ϕ · n =(σ1 − σ2
 σ1 + σ2
 )∂ ~A
 ∂t· n . (96)
 Točnost proračuna dobivenog metodom konačnih elemenata (pomoću komer-cĳalnog paketa Ansys) autori provjeravaju usporedbom s Eatonovim analitičkimizrazima [43] za proračun električnog polja induciranog u homogenoj sferi uslĳedproizvoljne zavojnice. Pri tome konturne integrale rješavaju numerički, koristećiintegracĳsku formulu sa 20 točaka.
 Za slučaj simetrično postavljenje zavojnice iznad homogene sfere, za provjerukoriste i izraze iz Smytha [34]. Dobivaju da se rezultati razlikuju najviše za nekih6.7%. Dodatno, pokazuju da se uključivanjem područja sa visokim iznosom vodlji-vosti, električno polje unutar takvog područja smanjuje, vjerojatno zbog efekta dokojeg dolazi zbog akumulacĳe naboja na granici, te zaključuju da će nehomogenosti anizotropnost vodljivosti tkiva značajno utjecati na distribucĳu električnog polja.
 [Wagner et.al. 2004] Wagner i suradnici [23] predstavljaju kvazi-realističnimodel ljudske glave za koji određuju induciranu gustoću struje pomoću metodekonačnih elemenata. Pri tome koriste komercĳalni paket Ansoft za rješavanje i tomodificiranu ~T–Ω formulacĳu, ali ne govore ništa posebno o samoj formulacĳi.
 Velika većina dotadašnjih modela navela je na zaključak da će normalna kom-ponenta električnog polja biti minimizirana, te da će samo neuroni paralelni sapovršinom moždane kore biti stimulirani. Zajedničko obilježje svih tih modela jeiznimno jednostavna geometrĳa za koju je rješavan problem, poput one kod besko-načne ravnine, ili pak sfere.
 Ovo je jedan od prvih radova koji testira prisustvo komponente struje okomitena moždanu koru za slučaj "realnĳe" geometrĳe glave. Realnĳe je stavljeno u na-vodnike iz razloga što model ni približno ne odgovara realnom, anatomski vjernommodelu glave kakav se pojavljuje u nekih radovima kasnĳe.
 Modelom je pokazano postojanje značajne normalne komponente induciranestruje na granici s moždanom korom. Dodatno, za različite parametre tkiva, po-kazano je da se kapacitivni efekti ne mogu zanemariti u slučaju kada se uzmeekstremna vrĳednost permitivnosti tkiva. Budući da teorĳa alfa disperzĳe ukazujena postojanje iznimno velikih vrĳednosti permitivnosti pri niskim frekvencĳama[57],[58],[59], a iz literature se ne može izvući definitivni odgovor na pitanje koliko
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 stvarno iznosi ovaj parametar, pitanje da li uključiti kapacitivne efekte i efekte po-mačnih struja, a samim time i pitanje valjanosti kvazistatske aproksimacĳe, ostavljaotvorenim.
 [Salinas et.al. 2007] Prĳašnji modeli zavojnice korišteni kod modeliranja trans-kranĳalne magnetske stimulacĳe zanemarivali su složeni oblik samog stimulatora,pa bi stoga uzimanje u obzir detaljne geometrĳe zavojnice pružilo preciznĳe odre-đivanje induciranog električnog polja.
 Salinas i suradnici [60] stoga razvĳaju detaljan trodimenzionalni oblik zavojnicekoji uzima u obzir parametre kao što su širina i visina žice, broj namotaja, udalje-nost namotaja od površine zavojnice te sami oblik zavojnice. Modelom je mogućepreciznĳe odrediti primarnu komponentu induciranog električnog polja, odnosno,polja koje je posljedica vremenske promjene magnetskog polja zavojnice.
 U trodimenzionalnom modelu zavojnice, položaj strujnog elementa unutar na-motaja računa se prema izrazu:
 Phθw[dR(θ), θ] =H∑h=0
 N∗2π∑θ=0
 W/2∑w=−W/2
 [R0± (dR(θ) +w)][cos θx+ sin θy− (h+ offset)z]
 (97)nakon čega se električno polje izračuna preko slĳedećeg izraza:
 ~E(~r, t) = −∂~A(~r, t)∂t
 = µ0N
 4π∂I(t)∂t
 ∫d~l
 |~r − ~r0|. (98)
 U radu navode da za proračun induciranog električnog polja, primjenjuju me-todu konačnih elemenata i, kako kažu, koristeći sličnu analizu kao i Liu i Ueno[61], Starzynski et.al. [49], Miranda et.al. [55], Kim et.al. [62], Sekino i Ueno [51],Wagner et.al. [23]. Međutim, problem je u tome što navedeni radovi koriste dvĳerazličite formulacĳe, ili ~A–ϕ, ili ~T–Ω, pa ovaj dio ne treba ozbiljno shvatiti.
 [Salinas et.al. 2009] U drugom radu [63], Salinas i suradnici naglašavaju važ-nost sekundarnog električnog polja koje nastaje uslĳed nagomilavanja naboja nagranicama između sredstava različite vodljivosti. Koristeći detaljni model zavojni-ce, razvĳen ranĳe [60], ispitavaju utjecaj položaja zavojnice, geometrĳe i veličinetkiva, te uključivanje više slojeva tkiva na ukupno električno polje inducirano urealističnom modelu glave čovjeka.
 Da bi odredili sekundarno električno polje uslĳed gomilanja naboja, rješavajuLaplaceovu jednadžbu za električni skalarni potencĳal
 ∇2ϕ = 0 , (99)
 uz pripadne granične uvjete za granice između različitih tkiva kao u (96).Pri tome ∂ ~A/∂t, koje predstavlja polje inducirano uslĳed struje protjecane za-
 vojnicom, računaju prema metodi razvĳenoj u prethodnom radu [60].
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 Navode da za rješavanje Laplaceove jednadžbe koriste metodu rubnih elemenata,no ne daju nikakve dodatne podatke o samoj implementacĳi formulacĳe. Nakonšto su prethodno odredili primarno električno polje, podatke o komponentama togapolja spremaju kao posebne slike. Svako od tkiva modeliraju neovisno na način daza graničnu površinu svakog od tkiva prvo odredene normale, a zatim primjeneNeumannove granične uvjete za svaku od tih površina. Na takav način dolaze dorezultirajuće raspodjele skalarnog potencĳala unutar svakog od tkiva, a da bi dobiliraspodjelu električnog polja, uzimaju negativni gradĳent potencĳala.
 Dosadašnji modeli mozga nisu bili anatomski sasvim točne aproksimacĳe, jernisu uzimali u obzir nabore kojima vrvi kora ljudskog mozga. U radu autori zaklju-čuju da su geometrĳske složenosti tkiva poput nabora u kori mozga veoma važnekod određivanje točne raspodjele ukupnog induciranog električnog polja.
 Prednost metode rubnih elemenata je u činjenici da smanjuje dimenzionalnostparcĳalne diferencĳalne jednadžbe koju rješavamo, te je pri tome potrebno diskre-tizirati samo granicu područja. Druga prednost je da se temelji na fundamental-nom rješenju parcĳalnog diferencĳalnog operatora, pa rezultira u visokoj točnosti.Dodatno, generacĳa mreže (teselacĳa), predprocesiranje, te beskonačne ili polu-beskonačne domene tretiraju se na jednostavan način. S druge strane, nedostatakmetode rubnih elemenata je da nĳe dobra kod rješavanja nelinearnih i nehomogenihproblema, zahtĳeva rješavanje singularnih integrala, a zbog nelokalnosti operatora,generira guste nesimetrične sustave linearnih jednadžbi koje su nerĳetko vrlo teškorješive.
 [Lu et.al. 2009] Problem tradicionalnih zavojnica koje se koriste u TMS-u jenemogućnost preciznog fokusiranja snopa unutar odgovarajućih moždanih podru-čja. Da bi se ispravio ovaj nedostatak, razvĳen je tzv. višekanalni TMS sustav(mTMS - engl. multichannel TMS), kojim je, osim što je poboljšano fokusiranje,omogućeno i stimuliranje više područja istovremeno. Teorĳu ciljanog stimuliranjasa više zavojnica predstavili su Ruohonen i Ilmoniemi [64] te Ruohonen i suradnici[65], a Lu i suradnici [66] u ovom radu predstavljaju višekanalni TMS sustav sa40 malih zavojnica. Koristeći metodu impedancĳa, računaju raspodjelu induciranestruje i električnog polja u realističnom modelu ljudske glave. Uspoređuju rezultateza višekanalni TMS sustav sa rezulatima zavojnice oblika osmice (Fo8).
 [Chen & Mogul 2010] Koristeći detaljni model mozga, Chen i Mogul [67] ispi-tuju utjecaj položaja zavojnice, razmak i orĳentacĳu na inducirano električno poljeu kori mozga. Razvĳaju strukturalno detaljan model sposoban točno predvidjetimoždanu aktivacĳu za zadani set parametara zavojnice. Koriste komercĳalni paketAnsys i metodu konačnih elemenata.
 U svim dosadašnjim modelima moždanu koru se tretiralo kao homogeni vodič,a pri tome su se zanemarivale detaljne strukture koje postoje na samoj kori mozga.U stvarnosti, mikrostrukture neokorteksa, uključujući većinu neurona koji se tunalaze, orĳentacĳom su raspoređene na način da variraju s naborima i brazdamamoždane kore.
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 Teselacĳa cĳele glave uključujući i detaljne strukture, zahtĳevala bi iznimno ve-liki broj elemenata. Iz tog razloga, uz osnovni model glave, Chen i Mogul izgrađujui podmodel koji predstavlja samo dio kore mozga, ali ipak sadrži sve mikrostruk-turalne detalje. Podmodel se sastoji od pet tkiva: kože, lubanje, CSF-a, sive tvarii moždanih stupaca.
 Za model cĳele glave, problem je formuliran na sljedeći način: unutar glave,vrĳede sljedeće Maxwellove jednadžbe
 ∇× 1µ~B = −σ ~E
 ∇× ~E + ∂ ~B
 ∂t= 0
 ∇ · ~B = 0 (100)
 Za prostor oko glave, u kojem se nalazi zavojnica vrĳedi ∇ × ~H = ~Js, gdje je~Js struja kroz zavojnicu. Na vanjskoj granici prostora oko glave (u beskonačnosti),normalna komponenta magnetske indukcĳe mora biti jednaka nuli ~B · n = 0.
 Prikažemo li električno polje pomoću elektromagnetskih potencĳala, tada zapodručje unutar glave dobivamo
 ∇× 1µ0∇× ~A+ σ
 ∂ ~A
 ∂t+ σ∇ϕ = 0
 ∇
 (−σ∂
 ~A
 ∂t− σ∇ϕ
 )= 0 , (101)
 gdje posljednji izraz predstavlja jednadžbu kontinuiteta pod kvazistatskim uvjeti-ma, koja implicira da normalne komponente gustoće struje prolaze kontinuiranopreko granica između tkiva različite vodljivosti.
 Za okolni prostor, jednadžba prelazi u Poissonovu jednadžbu
 ∇× 1µ0∇× ~A = ~Js , (102)
 dok na granici između glave i okolnog prostora vrĳedi uvjet (95) koji kaže da jenormalna komponenta gustoće struje između glave i okolnog prostora nula.
 Na vanjskoj granici okolnog prostora, granični uvjet glasi n × ~A = 0, što značida je magnetsko polje jednako nula. Da bi se zadovoljio uvjet jedinstvenosti zaodabranu formulacĳu, za sve točke prostora mora još biti zadovoljen Coulombovbaždarni uvjet:
 ∇ · ~A = 0 . (103)Kod podmodela vrĳede isti izrazi i uvjeti uz dodatni uvjet na vanjskom rubu
 podmodela gdje su zadani prisilni, tj. Dirichletovi uvjeti za magnetski vektorski ielektrični skalarni potencĳal, dobiveni proračunom iz glavnog modela.
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 Budući da ne postoje podaci za vodljivost struktura kore mozga, uzimaju vri-jednost 10 puta veću od one za sivu tvar. Zaključuju da uključivanjem detaljnĳihstruktura moždane kore u model, generiranih na temelju stvarnih struktura dobi-venih MR slikama, ovaj detaljni model može poslužiti kao moćan alat za preciznopredviđanje područja aktiviranog stimulacĳom pomoću TMS zavojnice.
 [De Geeter et.al. 2011] Posljednji rad u ovom iscrpnom pregledu je onaj od DeGeeter i suradnika [68] kojim je revidirana metoda impedancĳa. Naime, klasičnametoda impedancĳa mora se nositi s problemima kao što su loša kondicioniranostili pak dugo vrĳeme konvergencĳe. Tako se ovim radom predstavlja tzv. nezavisnametoda impedancĳa (IIM - engl. independent impedance method), primĳenjena naproračun struja induciranih uslĳed transkranĳalne magnetske stimulacĳe. Metodase temelji na teorĳi grafova, a pokazano je da se s njom može poboljšati kondicioni-ranost matrice sustava, te dodatno ubrzati vrĳeme numeričke konvergencĳe. Uz to,pomoću nezavisne metode impedancĳa može se smanjiti ukupan broj jednadžbi ibroj nepoznanica, što dovodi do matrica manjih dimenzĳa te posljedično do manjihmemorĳskih zahtjeva.
 2.2 Kratki pregled korištenih metodaIz svega navedenoga ukazuju nam se određeni uzorci kod raznih pristupa mode-liranju transkranĳalne magnetske stimulacĳe. Sa slike 4, ali i iz teksta, očit jerazvoj geometrĳskog modela glave, od prvih jednostavnih modela predstavljenihbeskonačnom ravninom [33],[42], ili pak homogenom sferom [36],[42],[45],[43], pre-ko višeslojnih sfernih modela [28],[36],[45],[63],[68], do kvazi-realističnih [50],[23] ikonačno anatomski vjernih trodimenzionalnih modela s uključenim velikim brojemrazličitih tkiva [49],[54],[67]. Pri tome se za tkiva kod ranĳih modela uzima da suhomogena i izotropna, dok najnovĳi modeli uključuju nehomogenost i anizotropnostistih [55],[56].
 Prednost geometrĳski jednostavnih modela je očita - za takve geometrĳe dos-tupna su analitička rješenja [28],[36],[43],[45],[48], što ih čini korisnim za inicĳalnuprocjenu raspodjele induciranog polja. Međutim, kako bismo modelom realnĳepredstavili stvarnu domenu problema, moramo u obzir uzeti složenĳu i anatom-ski preciznĳu geometrĳu. Za ovakve slučajeve analitički izrazi nisu izvedivi, papribjegavamo raznim numeričkim metodama koje diskretiziraju kontinuiranu fizi-kalnu stvarnost koja se modelira. Pri tome, najčešće korištene numeričke metodesu metoda konačnih diferencĳa i metoda konačnih elemenata.
 Problemu određivanja raspodjele induciranih struja i električnog polja unutarbioloških tkiva može se pristupiti na više načina. Najranĳe korišteni, najjednostav-nĳi, i ujedno najmanje točan način, je pomoću metode ekvivalentnih impedancĳa[54],[66],[68]. Kao što smo već rekli, nedostatak pristupa u odnosu na druge formu-lacĳe, jest što je za proračun nužno definirati znatno više podataka po elementu, aiterativna metoda koja se koristi za rješavanje sustava jednadžbi prilično je neefi-kasna. Uz to, metoda se zasniva na jednostavnoj teorĳi krugova, stoga ne možemouključiti efekte propagacĳe.
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 Slika 4: Razvoj geometrĳskog modela glave tĳekom godina: a) Troslojni model iz1969. (korišten tĳekom 90-ih) [28], b) Napuštanje sfernih modela 2002. [50], c)Anatomski preciznĳi model iz 2004. [51], d) Detaljnĳi model s dodatnim tkivimaiz 2008. [66], e) Kvazi-anatomski model iz 2004. [23], f) Iznimno detaljni modelmozga iz 2010. [67]
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 Kod metode impedancĳe, numerička tehnika izbora je metoda konačnih diferen-cĳa [37],[40],[54],[66],[68]. S druge strane, metoda konačnih elemenata [46] često jekorištena kod problema formuliranih preko elektromagnetskih potencĳala. Najčeš-će korištene formulacĳe su kombinacĳom: magnetskog vektorskog potencĳala ~A ielektričnog skalarnog potencĳala ϕ [40],[67], zatim električnog vektorskog potenci-jala ~T i magnetskog skalarnog potencĳala Ω [37],[49],[23], te korištenjem isključivoelektričnog (tj. strujnog) vektorskog potencĳala [12],[50],[51],[52],[53]. Formulaci-je potencĳalima značajno smanjuju matematičku složenost problema te omogućujurazvoj učinkovitĳih numeričkih algoritama. Nedostatak pristupa je potreba za uvo-đenjem dodatnih rubnih i graničnih uvjeta koje moraju zadovoljiti sami potencĳali.
 Bilo da je rĳeč o metodi impedancĳa i algoritmu konačnih diferencĳa, ili paknekoj od potencĳalnih formulacĳa i metodi konačnih elemenata, u oba slučaja rĳečje o metodama diferencĳalnih jednadžbi. Jedan od nedostataka diferencĳalnih jed-nadžbi u odnosu na integralne jednadžbe jest što zahtĳevaju diskretizacĳu čitavogpodručja proračuna. Drugim rĳečima, da bismo rĳešili problem na otvorenom po-dručju, ono se mora umjetno ograničiti, što diferencĳalni pristup čini neprikladnimza probleme zračenja i raspršenja, osim ako se ne koristi u kombinacĳi s rubnomintegralnom jednadžbom, ili pak korištenjem raznih numeričkih trikova kao što subeskonačni elementi, absorbirajući granični uvjeti i sl.
 Već odavno je poznato da se diferencĳalnu jednadžbu kojom je formuliran odre-đeni problem može prebaciti u integralnu jednadžbu, što rezultira u smanjenjudimenzionalnosti problema. Kao dodatna posljedica, diskretizacĳu je potrebnosprovesti samo na granicama domene. Uz ovu prednost, koja integralni pristup činipopularnim, dobiva se formulacĳa koja na egzaktan način može rĳešiti problems otvorenim granicama, tj., nĳe potrebno umjetnom granicom zatvoriti domenuproblema, kao kod diferencĳalnog pristupa.
 Iz pregleda dostupne literature, nĳe vidljivo da je do sada ikada korišten inte-gralni pristup modeliranju problema transkranĳalne magnetske stimulacĳe, pa ćeto biti predmet budućeg rada.
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 3 Integralni pristup modeliranju transkranĳalnemagnetske stimulacĳe
 U uvodnom dĳelu ovog poglavlja daje se definicĳa i osnovna podjela linearnih inte-gralnih jednadžbi. Također, govori se i o međusobnoj vezi između diferencĳalnih iintegralnih jednadžbi. Nakon što iznesemo kraći pregled integralnih jednadžbi čestokorištenih u elektromagnetizmu, donosimo izvod integralne jednadžbe magnetskogpolja u frekvencĳskom području za slučaj homogenog sredstva.
 3.1 Općenito o integralnim jednadžbamaMetode integralnih jednadžbi prisutne su već nekoliko desetljeća, a za njihovo uvo-đenje u elektromagnetizam zaslužan je pionirski rad Richmonda [69],[70] i Har-ringtona [71],[72] iz 1960-ih [73],[74]. Tĳekom 80-ih godina dolazi do povećanoginteresa za ovo područje kao posljedice porasta računalne snage, a važan za istak-nuti je rad Wiltona i suradnika [75],[76],[77]. Nakon ovog razdoblja, zanimanje zametode integralnih jednadžbi jenjava, nakon što se pokazalo da uz prorĳeđene ma-trice koje generiraju, metode diferencĳalnih jednadžbi većinu problema rješavajudosta efikasnĳe.
 U posljednje vrĳeme, ponovno dolazi do oživljavanja interesa za integralne me-tode u elektromagnetizmu, poglavito zbog pojave brzih algoritama. Dok je integral-nim metodama ranĳe bilo moguće rješiti probleme samo sa desetak tisuća nepoz-nanica, danas je pak, koristeći brze algoritme, moguće rješiti probleme s desecimamilĳuna nepoznanica (trenutni rekord iz 12. mjeseca 2009. iznosi 374 milĳunanepoznanica, a drži ga BiLCEM - istraživački centar za računalni elektromagne-tizam sveučilišta u Bilkentu, Turska, tj. prof. Levent Gurel). Ovo je potaknulonovo zanimanje za metode integralnih jednadžbi. Budući da napredno modeliranjetranskranĳalne magnetske stimulacĳe uključuje i adekvatno predstavljanje iznim-no složene geometrĳe glave, mozga i pripadnih tkiva, logično se nameće i idejanapadanja navedenog problema upravo pomoću integralnih metoda.
 Nažalost, ne postoji novĳa knjiga koja se bavi metodama integralnih jednadžbi.Postoje knjige koje govore o integralnim jednadžbama, no, ili su napisane prĳedosta vremena (poput knjige editirane od strane Mittre [78] ili Millera, Medgyesi-Mitschanga i Newmana [79]), ili su ih napisali matematičari (kao što je knjiga odColtona i Kressa [80]). Velik dio znanja o metodama integralnih jednadžbi jošuvĳek je razasuto po radovima iz časopisa. Iznimka od ovog pravila je knjigaChewa, Tonga i Sua [74], koju ovdje vrĳedi spomenuti, a poslužiti će kao vrĳednareferenca u budućem radu.
 3.2 Podjela integralnih jednadžbiIntegralna jednadžba je svaka jednadžba koja sadrži nepoznatu funkcĳu pod zna-kom integrala. Primjeri integralnih jednadžbi uključuju Fourierovu, Laplaceovu iHankelovu transformacĳu. Linearne integralne jednadžbe, koje se najčešće prouča-vaju, spadaju u dvĳe kategorĳe, nazvane po matematičarima Fredholmu i Volterri
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 [81],[73]. Prva klasa integralnih jednadžbi su Fredholmove jednadžbe prve, druge itreće vrste,
 f(x) =∫ b
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (104)
 f(x) = φ(x)− λ∫ b
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (105)
 f(x) = a(x)φ(x)− λ∫ b
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (106)
 gdje je λ općenito kompleksni broj (parametar). Funkcĳe K(x, t) i f(x), te graniceintegracĳe a i b, su poznate, dok je φ nepoznanica koju određujemo. FunkcĳaK(x, t) je tzv. jezgra ili kernel integralne jednadžbe. Parametar λ ponekad jejednak jedinici. U ovu klasu spadaju integralna jednadžba magnetskog polja (MFIE- engl. magnetic field integral equation) i integralna jednadžba električnog polja(EFIE - engl. electric field integral equation).
 Druga klasa integralnih jednadžbi su Volterrine jednadžbe prve, druge i trećevrste,
 f(x) =∫ x
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (107)
 f(x) = φ(x)− λ∫ x
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (108)
 f(x) = a(x)φ(x)− λ∫ x
 a
 K(x, t)φ(t) dt , (109)
 gdje je gornja granica integracĳe varĳabilna. Ako je f(x) = 0, integralne jednadž-be (104)–(109) postaju homogene. Jednadžbe (104)–(109) su sve redom linearnejednadžbe budući je nepoznanica φ sadržana u svim članovima samo linearno. Inte-gralna jednadžba postaje nelinearna ukoliko je unutar integrala dana sa potencĳomn > 1.
 U slučaju da su područja integriranja određena jednadžbom neomeđena (a ili b= ∞), ili pak jezgra ima singularitet u području integracĳe, dobivamo singularnuintegralnu jednadžbu. Konačno, za jezgru K(x, t) kaže se da je simetrična ukolikoje K(x, t) = K(t, x).
 3.3 Veza između diferencĳalnih i integralnih jednadžbiSpomenuta podjela jednodimenzionalnih integralnih jednadžbi slĳedi prirodno izteorĳe diferencĳalnih jednadžbi, što ukazuje na blisku vezu između integralne idiferencĳalne formulacĳe danog problema. Većina običnih diferencĳalnih jednadžbimože se izraziti preko integralne jednadžbe, no suprotno ne vrĳedi. Dok su rubni
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 uvjeti posebno zadani kod diferencĳalnih jednadžbi, za integralne formulacĳe onisu uključeni u samu jednadžbu. Za primjer uzmimo diferencĳalnu jednadžbu:
 dφ
 dx= F (x, φ) , a ≤ x ≤ b , (110)
 uz zadani uvjet da je φ(a) = konst. Integriranjem gornje jednadžbe i uvrštavanjemzadanog uvjeta, dobivamo sljedeću integralnu jednadžbu:
 φ(x) = φ(a) +∫ x
 a
 F (t, φ) dt . (111)
 Rješenje jednadžbe (111) zadovoljava jednadžbu (110) i rubni uvjet. Stogaformulacĳa integralnom jednadžbom uključuje i diferencĳalnu jednadžbu i rubneuvjete.
 Integralna jednadžba može se rješiti posredno ili neposredno pronalaženjem rje-šenja odgovarajuće diferencĳalne jednadžbe. Da bi se rĳešila posredno, diferencira-mo obje strane zadane integralne jednadžbe. Neposredan način rješavanja integral-ne jednadžbe je da je usporedimo sa jednadžbom (111) te uočimo karakterističnedĳelove.
 Sustavnĳi način dobivanja integralne jednadžbe iz parcĳalne diferencĳalne jed-nadžbe je izgradnjom pomoćne funkcĳe poznate kao Greenova funkcĳa za taj pro-blem [82]. Greenova funkcĳa, poznata i kao funkcĳa izvora ili pobudna funkcĳa, jejezgra dobivena iz linearnog problema rubnih vrĳednosti te čini osnovnu poveznicuizmeđu diferencĳalne i integralne formulacĳe.
 3.4 Integralne jednadžbe u elektromagnetizmuOsnovno polazište za razvoj modela temeljenog na integralnim jednadžbama jeodabir Greenove funkcĳe prikladne za određeni tip problema. Iako se formulacĳamože izvesti na razne načine, najjednostavnĳi pristup je preko skalarne Greenovefunkcĳe i Greenovog teorema (u nastavku dajemo izvod MFIE preko vektorskoganaloga Greenova teorema). Ovo dovodi do Kirchoffovih integrala [22] iz kojihse polje u danom prostoru može zapisati u smislu integrala tih izvora smještenihunutar tog istog prostora.
 Dalje slĳedi analitička manipulacĳa integrala izvora koji uključuje odabranuGreenovu funkcĳu kao dio njegove jezgre, uz posebne detalje koje ovise o određenojformulacĳi. Možda najjednostavnĳi pristup je prilagođenjem graničnih uvjeta ko-jim je eksplicitno nametnuto ponašanje električnog i magnetskog polja na zadanimpovršinama koje definiraju geometrĳu problema. Alternativne formulacĳe, kao štosu Rayleigh-Ritzova varĳacĳska metoda ili Rumseyev reakcĳski koncept [83], moguse isto tako koristititi [84], ali, kako je istaknuo Miller [15], sa stajališta numeričkeimplementacĳe, bilo koji od navedenih pristupa vodi do formalno istih modela.
 Analitička formulacĳa vodi do integralnog operatora, čĳa jezgra može sadrža-vati i diferencĳalni operator, koji djeluje na nepoznati izvor ili polje. Iako bi bilotočnĳe ovakovu jednadžbu nazvati integralno-diferencĳalnom, obično se koristi na-ziv integralna jednadža [15]. Mogu se dobiti dva tipa integralnih jednadžbi, prva
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 poznata i kao Fredholmova integralna jednadžba prve vrste, u kojoj se nepoznanicapojavljuje samo unutar integrala, te jednadžba druge vrste u kojoj se nepoznanicauz to pojavljuje i van integrala, kao što je netom navedeno.
 Dvĳe najčešće korištene integralne jednadžbe u računalnom elektromagnetizmusu integralna jednadžba električnog polja (EFIE), koja predstavlja Fredholmovujednadžbu prve vrste, te integralna jednadžba magnetskog polja (MFIE), koja jeFredholmovog tipa druge vrste. Dodatno, kombinacĳom dvĳe navedene jednadžbe[85],[86], dobiva se integralna jednadžba kombiniranog polja (CFIE - engl. combinedfield integral equation), koja se pokazala korisnom kod problema rezonancĳe u slu-čaju kada se koriste jedan od prva dva oblika. Za slučaj idealnog vodiča, navedenejednadžbe u frekvencĳskom području glase:
 ~Js(~r)−12πn×
 ∫S
 [ ~Js(~r′)×∇′g(~r, ~r′)]dS′ = 2n× ~Hinc(~r) ; MFIE , (112)
 12πn×
 ∫S
 jωµ[ ~Js(~r′)]g(~r, ~r′)− [n · ~E(~r′)]∇′g(~r, ~r′) dS′ = 2n× ~Einc(~r) ; EFIE ,
 (113)
 CFIE = αEFIE− η(1− α)MFIE , (114)
 gdje ~r i ~r′ predstavljaju točku promatranja, odnosno točku izvora, g(~r, ~r′) = e−jkR
 R ,α je težinski faktor, obično negdje između 0.2 ≤ α ≤ 1, η je impedancĳa slobodnogprostora, a ~Js je površinska gustoća induciranih struja n× ~H.
 Za slučaj trodimenzionalnog područja homogenog po dĳelovima, problem može-mo rĳešiti koristeći tehniku navedenih integralnih jednadžbi za površine. Pomoćunjih se za svako područje određuje Greenova funkcĳa za homogeno sredstvo. Zatim,slĳedeći Huygensov princip, polje u svakom području se zapisuje kao polje uslĳedsvih mogućih izvora unutar područja zbrojeno s poljem uslĳed površinskih izvorana granici između pojedinih područja. Dalje, rubni uvjeti na ovim granicama ko-riste se za postavljanje integralnih jednadžbi iz kojih se mogu odrediti rješenja zanepoznate površinske izvore na granicama.
 Metoda integralnih jednadžbi za površine je vrlo popularna kod mnogih pri-mjena, budući koristi Greenovu funkcĳu za homogeno sredstvo, koja je oblikomjednostavna, a nepoznanice se nalaze po površini umjesto unutar volumena. Osimtoga, metoda se može koristiti i za slučaj slojevitog sredstva kod kojega je Greeno-va funkcĳa dostupna, što navodi na ideju da bi se mogla iskoristiti kod višeslojnogmodela glave.
 Za slučaj veoma nehomogenog sredstva, postoji nekoliko načina dobivanja rješe-nja za raspršenje. Jedna od mogućnosti je da nehomogeno sredstvo aproksimiramosa N raspršivača, ili čak, u nekim slučejevima, sa višeslojnim sredstvom [74],[81].Drugi pristup je koristeći volumnu integralnu jednadžbu za koju su nepoznaniceproblema izražene preko volumnih struja koje teku unutar nehomogenog sredstva.
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 Volumna struja sastoji se od kondukcĳske struje kao i od pomačne struje induci-rane ukupnim električnim poljem. Tada je moguće formulirati volumnu integralnujednadžbu iz koje se dobĳe rješenje za ukupno polje.
 3.5 Prednosti i nedostaci integralne u odnosu na diferenci-jalnu formulacĳu
 Prednost rješavanja integralnih jednadžbi je da se često puta nepoznato rješenjes(~r) nalazi na dvodimenzionalnoj plohi, tj. površini. S druge strane, ako se rješavadiferencĳalna jednadžba, nepoznanica je polje φ(~r) koje prožima cĳeli trodimen-zionalni prostor. Prema tome, pristup preko integralnih jednadžbi, u odnosu nadiferencĳalni pristup, često zahtĳeva manji broj nepoznanica, budući se smanjujedimenzĳa problema.
 Dodatna prednost kod rješavanja integralnih jednadžbi jest da Greenova funkci-ja predstavlja egzaktni propagator polja od točke A do točke B [74],[15]. Zbog toga,ne postoji greška disperzĳe mreže koja se javlja kod numeričkog rješavanja diferen-cĳalne jednadžbe gdje se polje propagira od točke A do točke B preko numeričkemreže.
 S druge strane, numeričko rješavanje diferencĳalnih jednadžbi jednostavnĳe jeza implementacĳu u odnosu na rješavanje integralnih jednadžbi. Kod integralnihsolvera, potreban je ispravan način određivanja integrala sa singularnim integrandi-ma, tj. integralnim funkcĳama. Za problem sa N nepoznanica, memorĳski zahtjevidiferencĳalnog solvera za rješenje prorĳeđene matrice sustava su reda veličineO(N),dok je kod integralnog solvera, koji obično rješava gusto popunjenu matricu, redveličine O(N2), a potrebno je čak više od O(N2) procesorskog vremena [74].
 Jedan od najčešćih nedostataka kod integralnih jednadžbi je nepostojanje je-dinstvenog rješenja kod određenih rezonantnih frekvencĳa. Pri ovim frekvencĳa-ma, postoje tzv. netrivĳalna rješenja bezizvornog (homogenog) oblika integralnejednadžbe. Za uklanjanje unutarnjih rezonancĳa može se koristiti formulacĳa pre-ko integralne jednadžbe kombiniranog polja (CFIE), ili pak preko tzv. integralnejednadžbe kombiniranog izvora (CSIE - engl. combined source integral equation)[87],[88],[74].
 Poznato je da odabir integralne jednadžbe definira sama geometrĳa problema.Tako je EFIE najčešće korištena za tanke cilindre ili pak za otvorene površine. Sdruge strane, integralna jednadžba druge vrste, odnosno MFIE, općenito je poželj-nĳa za zatvorene površine, te glavnu primjenu pronalazi za velike, glatke vodiče,budući su kod njih doprinosi geometrĳskih čimbenika manje značajni. MFIE pos-taje beskorisna u slučaju kada površina postane beskrajno tanka.
 Od ostaloga, spomenimo još i da postoje problemi kod niskih frekvencĳa, kojise učinkovito rješavaju prikladnim odabirom baznih funkcĳa, kod rješavanja inte-gralnih jednadžbi numeričkim pristupom pomoću metode momenata.
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 3.6 Izvod integralne jednadžbe magnetskog polja u frekven-cĳskom području
 Slika 5: Domena problema sa pripadnim potpodručjima i označenim granicama
 Polazište za izvod integralne jednadžbe magnetskog ili električnog polja suMaxwellove jednadžbe u svom diferencĳalnom obliku. Ovdje ćemo izvesti jednadž-bu za slučaj homogenog, dielektričnog područja bez izvora, a izvod za općenitĳislučaj lako se može pronaći u [22],[72],[74],[85],[89],[90].
 Započnimo izvod tako da zapišemo Maxwellove jednadžbe za problem prikazanna slici 5:
 ∇× ~E = −∂~B
 ∂t(115a)
 ∇× ~H = ∂ ~D
 ∂t(115b)
 ∇ · ~B = 0 (115c)
 ∇ · ~D = 0 (115d)
 uz dodatne konstitutivne izraze:
 ~B = µ ~H (116a)~D = ε ~E (116b)
 Primjenom operatora rotora na prve dvĳe Maxwellove jednadžbe, te uvrštava-njem istih jednadžbi u polazne, dobivamo poznate izraze za vektorske valne jed-nadžbe
 ∇×∇× ~E + εµ∂2 ~E
 ∂t2= 0 (117a)
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 ∇×∇× ~H + εµ∂2 ~H
 ∂t2= 0 (117b)
 koje uz pretpostavku harmonĳske ovisnosti promatranih veličina, možemo zapisatiu fazorskom obliku na sljedeći način:
 ∇×∇× ~E − k2 ~E = 0 (118a)
 ∇×∇× ~H − k2 ~H = 0 (118b)
 gdje k = ω√εµ predstavlja valni broj u sredstvu bez gubitaka.
 Korištenjem vektorskog oblika Greenovog identiteta, možemo zapisati
 ∫Ω
 (~P ′ · ∇′ ×∇′ × ~Q−∇′ ×∇′ × ~P ′ · ~Q
 )dV ′ =
 =∫Γ
 n′ ·[~P ′ × (∇′ × ~Q) + (∇′ × ~P ′)× ~Q
 ]dS′ , (119)
 gdje ~P ′ predstavlja kompleksno, vektorsko, harmonĳsko polje u točki prostora ~r′,a ~r′ je točka prostora unutar domene Ω omeđene granicom Γ. Za domenu pred-stavljenu kao na slici 4, Γ predstavlja sumu granica Γ = ∂Ω1 + ∂Ω2 + ∂Ω3. ~Q
 predstavlja tenzorsku funkcĳu, ~Q(~r|~r′). Jedinični vektor n′ predstavlja normalu nagranicu domene u točki prostora ~r′ i usmjeren je unutar područja. Sve operacĳeintegracĳe i diferencĳacĳe definirane su u odnosu na ~r′ koordinatu.
 Jednadžba (119) može se reformulirati na način da se uključe izrazi dani u formiharmonĳskih valnih funkcĳa
 ∫Ω
 [~P ′ ·
 (∇′ ×∇′ × ~Q− k2 ~Q
 )−(∇′ ×∇′ × ~P ′ − k2 ~P ′
 )· ~Q]dV ′+
 + k2∫Ω
 (~P ′ · ~Q− ~Q · ~P ′
 )dV ′ =
 ∫Γ
 n′ ·[~P ′ × (∇′ × ~Q) + (∇′ × ~P ′)× ~Q
 ]dS′
 (120)
 Da bismo odredili rješenje, za ~Q odabiremo Greenovu tenzorsku funkcĳu zaslobodni prostor koja zadovoljava vektorsku Helmholtzovu jednadžbu
 ∇′ ×∇′ × ~Q(~r|~r′)− k2 ~Q(~r|~r′) = δ(~r|~r′)~I , (121)
 gdje je ~I jedinična dĳada [91], a δ predstavlja Diracovu delta funkcĳu. Za slučajsfernog vala koji zadovoljava Sommerfeldov granični uvjet u beskonačnosti, ~Q jedan kao [82]
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 ~Q(~r|~r′) = ejk|~r−~r′|
 4π|~r − ~r′|~I = g~I . (122)
 U izrazu (120), drugi član sa volumnim integralom iščezava zbog simetričneprirode tenzora ~Q, dok se prvi član iz prvog volumnog integrala svodi na vrĳednost~P u točki prostora ~r zahvaljujući svojstvu Diracove delta funkcĳe.
 Ako se umjesto ~P sada odabere električno ili magnetsko polje (koje zadovoljavaHelmholtzovu vektorsku jednadžbu), tada je drugi član iz prvog volumnog integralajednak nuli, a od izraza (120), tada preostaje
 ~P =∫Γ
 n′ ·[~P ′ × (∇′ × ~Q) + (∇′ × ~P ′)× ~Q
 ]dS′ =
 =∫Γ
 n′ ·
 [~P ′ × (∇′ × ~Q)
 ]+ n′ ·
 [(∇′ × ~P ′)× ~Q
 ]dS′ . (123)
 Nakon određenih matematičkih manipulacĳa za trostruki vektorski produkt,gornji izraz se svodi na
 ~P =∫Γ
 [(n′ × ~P ′
 )·(∇′ × ~Q
 )−(∇′ × ~P ′
 )× n′ · ~Q
 ]dS′ . (124)
 Uvršavanjem (122) umjesto ~Q, dobivamo izraz
 ~P =∫Γ
 [(n′ × ~P ′
 )·(∇′ × g~I
 )−(∇′ × ~P ′
 )× n′ · g~I
 ]dS′ , (125)
 koji možemo dodatno ispremĳešati koristeći sljedeće relacĳe za vektore i dĳade [91]:
 ~a · (∇× g~I) = ~a×∇g (126a)
 ~a · g~I = ~ag , (126b)
 čime dolazimo do sljedeće vektorske integralne jednadžbe
 ~P (~r) =∫Γ
 [n′ × ~P (~r)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~P (~r)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′ . (127)
 Ovdje je prikladno zamĳeniti vektorsko polje ~P sa vektorom ~E električnog po-lja ili vektorom ~H magnetskog polja. Ukoliko se odabere ~E, dolazimo do izrazaza integralnu jednadžbu električnog polja (EFIE). U suprotnom slučaju, dolazimodo izraza za integralnu jednadžbu magnetskog polja (MFIE), koju tada možemozapisati kao
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 ~H(~r) =∫Γ
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~H(~r′)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′ . (128)
 Gornja jednadžba predstavlja izraz za računanje magnetskog polja u bilo kojojtočki domene. Da bi to bilo moguće, rastavimo granicu domene Γ na tri odvojenegranice, ∂Ω1, ∂Ω2 i ∂Ω3, kao što je prikazano na slici 5. Za vanjski problemraspršenja, granica ∂Ω3 pomiče se u beskonačnost. Sommerfeldov granični uvjet(primjenjen na ∂Ω1 i ∂Ω2) nalaže da bilo koje polje duž granice ∂Ω3 ne utječe nagranice ∂Ω1 i ∂Ω2.
 Sada može postaviti granične vrĳednosti duž dĳela granice ∂Ω2 na način dapolje u blizini ∂Ω1 (uslĳed vrĳednosti na ∂Ω2) bude isto kao za ravni val. Integralduž dĳela granice ∂Ω2 tada se može proglasiti za upadni val
 ~Hinc(~r) =∫∂Ω2
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~H(~r′)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′ . (129)
 Jedina integracĳa koja nam preostane je duž dĳela granice ∂Ω1, odnosno dužpovršine raspršivača, tako da možemo ukloniti oznaku indeksa za granicu, pa imamo
 ~H(~r) = ~Hinc(~r) +∫∂Ω
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~H(~r′)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′ .
 (130)Točka prostora ~r, pomaknuta je sada na granicu ∂Ω. Da bismo izbjegli pojavu
 singulariteta na granici, za slučaj kada se točka promatranja ~r približava točki izvo-ra ~r′, koristi se mala sfera radĳusa ρ, u okolini točke ~r, odnosno, granicu područjarazbĳamo na dio ∂ΩH na sferi i na ∂ΩS za ostatak površine.
 Za granični slučaj kada ρ→ 0, integral duž ∂ΩH svodi se na
 limρ→0
 ∫
 ∂ΩH
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~H(~r′)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′
 =
 =(
 1− Θ(~r)4π
 )~H(~r) , (131)
 gdje Θ predstavlja prostorni kut naspram točke promatranja ~r. Za glatku površinu,Θ = 2π, pa za granični slučaj integral postaje 1
 2~H(~r). Kako ρ teži u nulu, tako i
 ∂ΩS teži u ∂Ω.Izraz (130) tako prelazi u sljedeći oblik:
 12~H(~r) = ~Hinc(~r) +
 ∫∂Ω
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)−
 [∇′ × ~H(~r′)
 ]× n′g(~r|~r′)
 dS′ .
 (132)
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 Za slučaj idealno vodljive površine, vrĳede sljedeći granični uvjeti:
 n× ~E = 0 (133a)
 n · ~H = 0 (133b)
 Korištenjem druge Maxwellove jednadžbe ∇× ~H = jω ~E, član sa rotorom mag-netskog polja iz (132) možemo zamĳeniti, pa dobivamo
 12~H(~r) = ~Hinc(~r) +
 ∫∂Ω
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′g(~r|~r′)− jω ~E(~r′)× n′g(~r|~r′)
 dS′ .
 (134)Uvrštavanjem drugog graničnog uvjeta u gornji izraz, drugi član unutar integrala
 iščezava. Ako ovdje ponovno zapišemo Greenovu funkcĳu u punom obliku, dolazimodo integralne jednadžbe magnetskog polja za slučaj upadnog harmonĳskog vala naidealni vodič:
 12~H(~r) = ~Hinc(~r) + 1
 4π
 ∫∂Ω
 [n′ × ~H(~r′)
 ]×∇′
 (ejk|~r−~r
 ′|
 |~r−~r′|
 )dS′ . (135)
 Konačno, ukoliko za operator gradĳenta uvrstimo
 ∇′(ejkR
 R
 )=(jk − 1
 R
 )ejkR
 R2~R , (136)
 gdje je ~R = ~r − ~r′, a R predstavlja njegov iznos, dolazimo do oblika MFIE
 12~H(~r) = ~Hinc(~r) + 1
 4π
 ∫∂Ω
 [n′ × ~H(~r′)
 ]× ~R
 (jk − 1
 R
 )ejkR
 R2 dS′ , (137)
 prikladnog za rješavanje metodom rubnih elemenata ili pak metodom momenata.
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 4 Zaključak, ili, da rezimiramoTranskranĳalna magnetska stimulacĳa jedna je od danas najčešće korištenih teh-nika stimuliranja ljudskog mozga, a budući je neinvazivna i bezbolna, prednost uodnosu na slične invazivne metode je očita. Iako je tehnika prisutna skoro 30 go-dina, tek posljednih nekoliko dobiva zamah. Danas predstavlja neprocjenjivi alatkod istraživanja neurofiziologĳe ljudskog mozga, ali ujedno i iznimno obećavajućeterapĳsko sredstvo u lĳečenju depresĳe, osobito u slučajevima kada lĳekovi i drugeterapĳe nisu uspješni. Uz to, moguće ju je primĳeniti i kod drugih neuroloških ipsihĳatrĳskih poremećaja.
 Iako je transkranĳalna magnetska stimulacĳa naširoko korištena, još mnogo togamoramo naučiti o samoj raspodjeli elektromagnetskih polja i induciranih strujaunutar glave čovjeka do kojih dolazi njenom primjenom. Modeliranje magnetskestimulacĳe mozga važno je za određivanje točne lokacĳe i iznosa stimulacĳe, kao iza otkrivanje mehanizama na kojima stimulacĳa počiva. Uz to, modeliranje pomažekod interpretacĳe rezultata dobivenih eksperimentalnim putem te kod dizajniranjanovih učinkovitĳih sustava za stimulacĳu.
 Premda su do danas provedene mnoge in vivo studĳe, studĳe na laboratorĳskimživotinjama te studĳe na fantomima, a sve s ciljem da se pobliže istraži raspodjelainduciranih struja uslĳed TMS-a, njihova tehnička ograničenja onemogućuju ko-načnu karakterizacĳu raspodjele elektromagnetskih polja u glavi čovjeka te činenužnim razvoj novih matematičkih modela.
 Ovim radom sistematski je iznesen pregled dosadašnjih matematičkih modelakorištenih kod simuliranja transkranĳalne magnetske stimulacĳe. Navedenim mo-delima zajedničko je obilježje da koriste diferencĳalni pristup rješavanja problema,koji, uz određene prednosti, ima i svojih nedostataka. Stoga, da bismo ispravili nekeod tih nedostataka, ali ujedno i matematički i fizikalno egzaktnĳe predstavili ana-lognu stvarnost koja se modelira, predmet budućega rada biti će integralni pristupmodeliranju transkranĳalne magnetske stimulacĳe koristeći integralnu jednadžbumagnetskog polja.
 Dodatan motiv predstavlja i sljedeća izjava:
 "Beware of an optimist wielding a stimulating coil."
 R. Jalinous, Guide to Magnetic Stimulation
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