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 VIBRAÇÕES MECÂNICAS
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 MPD-42 2
 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE:
 EXCITAÇÃO PERIÓDICA
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Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 3
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Solução da equação de equilíbrio:
 PROBLEMA DE VIBRAÇÃO LIVRE
 solução da equação homogênea equivalente
 PROBLEMA DE VIBRAÇÃO FORÇADA
 solução particular
 SOLUÇÃO GERAL
 solução homogênea + solução particular
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 MPD-42 4
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESolução da equação de equilíbrio:
 0)()(2)( 2 =++ tytyty hnhnh ωξω &&&
 a) solução da equação homogênea equivalente
 b) solução particular
 )()()(2)( 22 tftytyty npnpnp ωωξω =++ &&&
 c) solução geral
 )()()( tytyty hp +=condições
 iniciais
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (quanto ao tipo de excitação)
 excitação determinística
 • transiente
 • periódica
 excitação aleatória
 • harmônica
 • periódica
 • periódica complexa
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) periódica
 excitação determinística
 periódica
 Solução homogênea: vibração livre• solução amortecida (desaparece com o tempo)• parte transiente da solução
 Solução particular: excitação harmônica• persiste com o tempo• solução de estado estacionário
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEVIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) periódica
 função
 periódica
 superposição de componentes harmônicassérie de
 Fourier
 ( )T
 tpbtpaatfp
 pp
 πωωω 2 ;)sin()cos(
 2
 1)( 0
 1000 =++= ∑
 ∞
 =
 harmônicas múltiplas da freqüência fundamental
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 EXCITAÇÃO PERIÓDICA: DECOMPOSIÇÃO
 f(t)
 T T
 t
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 A(sin(t)+8sin(2t)+4sin(3t))Asin(t)8Asin(2t)4Asin(3t)
 EXCITAÇÃO PERIÓDICA: DECOMPOSIÇÃO
 f(t)
 t
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESuperposição
 SISTEMA
 LINEAR
 linearidade
 SISTEMA
 LINEAR
 SISTEMA
 LINEAR
 f1(t)
 f2(t)
 y1(t)
 y2(t)
 c1 f1(t) + c2 f2(t) c1 y1(t) + c2 y2(t)
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 SÉRIES DE FOURIER
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 ( )T
 tpbtpaatfp
 pp
 πωωω 2 ;)sin()cos(
 2
 1)( 0
 1000 =++= ∑
 ∞
 =
 f(t) é uma função periódica de período T, então:
 onde ω0 é a freqüência fundamental
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 • a função f(t) é decomposta em termos da funções 1, cos(pω0t) e sin(pω0t)
 • as funções 1, cos(pω0t) e sin(pω0t) são linearmente independentes e ortogonais
 • os coeficientes ap e bp são obtidos fazendo -se produtos escalares da função f(t) com as funções 1, cos(pω0t) e sin(pω0t)
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: produto escalar
 define-se o produto escalar entre duas funçõesf(t) e g(t) periódicas de período T como sendo:
 ∫−
 =2/
 2/
 )()(2
 )(),(T
 T
 dttgtfT
 tgtf
 ou:
 ∫=T
 dttgtfT
 tgtf0
 )()(2
 )(),(
 as duas definições fornecem resultados idênticos
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Propriedade de comutatividade do produto escalar :
 ∫−
 =2/
 2/
 )()(2
 )(),(T
 T
 dttgtfT
 tgtf
 ∫−
 =2/
 2/
 )()(2
 )(),(T
 T
 dttftgT
 tftg
 )(),()(),( tftgtgtf =
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Propriedade de linearidade do produto escalar :
 ( )
 ∫∫
 ∫
 −−
 −
 +=
 +=+
 2/
 2/
 2
 2/
 2/
 1
 2/
 2/
 2121
 )()(2
 )()(2
 )()()(2
 )()(),(
 T
 T
 T
 T
 T
 T
 dttgtfT
 dttgtfT
 dttgtgtfT
 tgtgtf
 )(),()(),()()(),( 2121 tgtftgtftgtgtf +=+
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre cos(pω0t) e cos(qω0t) :
 ∫−
 =2/
 2/
 0000 )cos()cos(2
 )cos(),cos(T
 T
 dttqtpT
 tqtp ωωωω
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 bababa
 bababa
 +=−−=+
 2
 )cos()cos()cos()cos(
 bababa
 −++=
 ( ) ( )∫
 −
 −++=2/
 2/
 0000
 2
 ))(cos))(cos2)cos(),cos(
 T
 T
 dttqptqp
 Ttqtp
 ωωωω
 ( ) ( ) ( )0
 )(
 )2/)(sin21
 )(
 ))(sin1
 2
 ))(cos2
 0
 0
 2/
 2/0
 02/
 2/
 0 =++−=
 ++−=+
 −−∫ ω
 ωωωω
 qp
 Tqp
 Tqp
 tqp
 Tdt
 tqp
 T
 T
 T
 T
 T
 πωωπ =⇒=
 2
 2 0
 0
 TT
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre cos(pω0t) e cos(qω0t) :( ) ( )
 ∫−
 −++=2/
 2/
 0000
 2
 ))(cos))(cos2)cos(),cos(
 T
 T
 dttqptqp
 Ttqtp
 ωωωω
 ( ) ( ) ( )0
 )(
 )2/)(sin21
 )(
 ))(sin1
 2
 ))(cos2
 0
 0
 2/
 2/0
 02/
 2/
 0 =−−−=
 −−−=−
 −−∫ ω
 ωωωω
 qp
 Tqp
 Tqp
 tqp
 Tdt
 tqp
 T
 T
 T
 T
 T
 se p ≠ q:
 ( )1
 2
 2
 2
 12
 2
 ))(cos2 2/
 2/
 2/
 2/
 0 ===−∫∫
 −−
 T
 Tdt
 Tdt
 tqp
 T
 T
 T
 T
 T
 ω
 se p = q:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre cos(pω0t) e cos(qω0t) :
 ≠=
 =qp
 qptqtp
 se 0
 se 1)cos(),cos( 00 ωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre sin(pω0t) e sin(qω0t) :
 ∫−
 =2/
 2/
 0000 )sin()sin(2
 )sin(),sin(T
 T
 dttqtpT
 tqtp ωωωω πωωπ =⇒=
 2
 2 0
 0
 TT
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 bababa
 bababa
 +=−−=+
 2
 )cos()cos()sin()sin(
 bababa
 ++−=
 ( ) ( )∫
 −
 +−−=2/
 2/
 0000
 2
 ))(cos))(cos2)sin(),sin(
 T
 T
 dttqptqp
 Ttqtp
 ωωωω
 ( )0
 2
 ))(cos2 2/
 2/
 0 =+∫
 −
 T
 T
 dttqp
 T
 ω ( )qp
 qpdt
 tqp
 T
 T
 T=≠
 =−∫
 − se 1
 se 0
 2
 ))(cos2 2/
 2/
 0ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre sin(pω0t) e sin(qω0t) :
 ≠=
 =qp
 qptqtp
 se 0
 se 1)sin(),sin( 00 ωω

Page 22
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 22
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre sin(pω0t) e cos(qω0t) :
 ∫−
 =2/
 2/
 0000 )cos()sin(2
 )cos(),sin(T
 T
 dttqtpT
 tqtp ωωωω πωωπ =⇒=
 2
 2 0
 0
 TT
 )cos()sin()cos()sin()sin(
 )cos()sin()cos()sin()sin(
 abbaba
 abbaba
 −=−+=+
 2
 )sin()sin()cos()sin(
 bababa
 ++−=
 ( ) ( )∫
 −
 +−−=2/
 2/
 0000
 2
 ))(sin))(sin2)sin(),sin(
 T
 T
 dttqptqp
 Ttqtp
 ωωωω
 ( ) ( )0
 )(
 ))(cos1
 2
 ))(sin22/
 2/0
 02/
 2/
 0 =++=+
 −−∫
 T
 T
 T
 T qp
 tqp
 Tdt
 tqp
 T ωωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre sin(pω0t) e cos(qω0t) :( ) ( )
 ∫−
 +−−=2/
 2/
 0000
 2
 ))(sin))(sin2)sin(),sin(
 T
 T
 dttqptqp
 Ttqtp
 ωωωω
 ( ) ( )0
 )(
 ))(cos1
 2
 ))(sin22/
 2/0
 02/
 2/
 0 =−−=−
 −−∫
 T
 T
 T
 T qp
 tqp
 Tdt
 tqp
 T ωωω
 se p ≠ q:
 ( )0
 2
 )0sin(2
 2
 ))(sin2 2/
 2/
 2/
 2/
 0 ∫∫−−
 ==− T
 T
 T
 T
 dtT
 dttqp
 T
 ω
 se p = q:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre sin(pω0t) e cos(qω0t) :
 0)cos(),sin( 00 =tqtp ωω
 válido para quaisquer p e q
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre 1 e cos(qω0t) :
 0)sin(22)2/sin(22
 )sin(2 )cos(
 2)cos(,1
 0
 2/
 2/
 02/
 2/
 00
 =−=−=
 =−==−−
 ∫
 q
 q
 Tq
 Tq
 T
 q
 tq
 Tdttq
 Ttq
 T
 T
 T
 T
 πω
 ωωω
 portanto :
 0)cos(,1 0 =tqω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre 1 e sin(qω0t) :
 0)cos(2
 )sin(2
 )sin(,12/
 2/
 02/
 2/
 00 ===−−
 ∫T
 T
 T
 T q
 tq
 Tdttq
 Ttq
 ωωω
 portanto :
 0)sin(,1 0 =tqω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre 1 e 1 :
 22
 2
 1,12/
 2/
 === ∫−
 TT
 dtT
 T
 T
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar entre as funções base 1,sin(pω0t) e cos(qω0t):
 • as funções 1, cos(pω0t) e sin(pω0t) são linearmente independentes e ortogonais (os produtos escalares de funções diferentes são sempre nulos)
 • a base só não é ortonormal porque o produto escalar <1,1> = 2
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Propriedade de linearidade do produto escalar :
 ( )∑∞
 =
 ++=1
 000 )sin()cos(2
 1)(
 ppp tpbtpaatf ωω
 ( )
 ( )∑
 ∑ ∫∫∫
 ∫ ∑∫
 ∞
 =
 ∞
 = −−−
 −
 ∞
 =−
 ++=
 ++=
 ++==
 100
 0
 1
 2/
 2/
 0
 2/
 2/
 0
 2/
 2/
 0
 2/
 2/ 100
 02/
 2/
 )()sin()()cos()(12
 dt )sin()(2
 dt )cos()(2
 )(2
 2
 )()sin()cos(2
 2 )()(
 2)(),(
 ppp
 p
 T
 T
 p
 T
 T
 p
 T
 T
 T
 T ppp
 T
 T
 t,gtpωbt,gtpωat,ga
 tptgbT
 tptgaT
 dttga
 T
 dttgtpbtpaa
 Tdttgtf
 Ttgtf
 ωω
 ωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: cálculo de a0
 Produto escalar entre a função f(t) e 1 : ∫
 −
 =2/
 2/
 )(2
 1),(T
 T
 dttfT
 tf
 da propriedade anterior :
 ( )
 ( ) 00
 1
 0
 100
 0
 22
 001,12
 1),sin(1),cos(1,12
 1),(
 aaa
 tpbtpaa
 tf
 p
 ppp
 ==++=
 ++=
 ∑
 ∑∞
 =
 ∞
 =
 ωω
 01),( atf = a0/2 é o valor médio de f(t)∫
 −
 =2/
 2/
 0 )(2 T
 T
 dttfT
 a
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: cálculo de aq
 Produto escalar entre a função f(t) e cos(qω0t) :
 ∫−
 =2/
 2/
 00 )cos()(2
 )cos(),(T
 T
 dttqtfT
 tqtf ωω
 da propriedade anterior :( )
 ( ) ∑∑
 ∑∞
 =
 ∞
 =
 ∞
 =
 =++=
 ++=
 100
 100
 100000
 00
 )cos(),cos(0)cos(),cos(0
 )cos(),sin()cos(),cos()cos(,12
 )cos(),(
 pp
 pp
 ppp
 tqtpatqtpa
 tqtpbtqtpatqa
 tqtf
 ωωωω
 ωωωωωω
 qp
 qptqtp
 ≠=
 = se 0
 se 1)cos(),cos( 00 ωω
 qatqtf =)cos(),( 0ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: cálculo de bq
 Produto escalar entre a função f(t) e sin(qω0t) :
 ∫−
 =2/
 2/
 00 )sin()(2
 )sin(),(T
 T
 dttqtfT
 tqtf ωω
 da propriedade anterior :( )
 ( ) ∑∑
 ∑∞
 =
 ∞
 =
 ∞
 =
 =++=
 ++=
 100
 100
 100000
 00
 )sin(),sin()sin(),sin(00
 )sin(),sin()sin(),cos()sin(,12
 )cos(),(
 pp
 pp
 ppp
 tqtpbtqtpb
 tqtpbtqtpatqa
 tqtf
 ωωωω
 ωωωωωω
 ≠=
 =qp
 qptqtp
 se 0
 se 1)sin(),sin( 00 ωω
 qbtqtf =)sin(),( 0ω

Page 33
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 33
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: resumo do cálculo de a0, aq, bq
 1),(0 tfa =
 K,2,1 )cos(),( 0 == qtqtfaq ω
 K,2,1 )sin(),( 0 == qtqtfbq ω
 ou:
 K,2,1,0 )cos(),( 0 == qtqtfaq ω
 K,2,1 )sin(),( 0 == qtqtfbq ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar: funções pares e impares
 ∫−
 =2/
 2/
 )()(2
 )(),(T
 T
 dttgtfT
 tgtf
 se f(t)g(t) for uma função impar:
 f(t)g(t)= −f(− t)g(− t) 0)(),( =tgtf
 se f(t)g(t) for uma função par:
 f(t)g(t)= f(−t)g(−t) ∫=2/
 0
 )()(4
 )(),(T
 dttgtfT
 tgtf
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar: funções pares e impares
 se f(t) for uma função impar então f(t)cos(qω0t) é uma função impar e f(t)sin(qω0t) é uma função par :
 K,2,1,0 0)cos(),( 0 === qtqtfaq ω
 K,2,1 )sin()(4
 )sin(),(2/
 0
 00 === ∫ qdttqtfT
 tqtfbT
 q ωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar: funções pares e impares
 K,2,1,0 )cos()(4
 )cos(),(2/
 0
 00 === ∫ qdttqtfT
 tqtfaT
 q ωω
 se f(t) for uma função par então f(t)cos(qω0t) é uma função par e f(t)sin(qω0t) é uma função impar :
 K,2,1 0)sin(),( 0 === qtqtfbq ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar: funções pares e impares
 Qualquer função pode ser representada pela soma de uma função par e uma função impar:
 f(t) = fo(t) + fe(t)
 onde:
 • fo(t) é uma função impar
 • fe(t) é uma função par
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 Produto escalar: funções pares e impares
 Cálculo de fo(t) e fe(t) :
 f(t) = fo(t) + fe(t)
 f(−t) = fo(−t) + fe(−t) = −fo(t) + fe(t)
 Somando : f(t)+f(−t) = 2 fe(t) fe(t) = [f(t)+f(−t)]/2
 Subtraindo : f(t)−f(−t) = 2 fo(t) fo(t) = [f(t)−f(−t)]/2
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda quadrada
 f(t)
 t
 T/2 T/2
 f(t) é uma função impar:
 A
 −A
 K,2,1,0 0 == qaq
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 K,2,1 )sin(4
 )sin()(4 2/
 0
 0
 2/
 0
 0 === ∫∫ qdttqAT
 dttqtfT
 bTT
 q ωω
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda quadrada
 f(t) é uma função impar:
 ( ) K,2,1 1)2/cos(4
 )cos(4
 - 00
 2/
 00
 0 =−−== qTqTq
 A
 q
 tq
 T
 Ab
 T
 q ωωω
 ω
 ω0T=2π : ( ) ( ) K,2,1 )1(12
 )cos(12
 =−−=−= qq
 Aq
 q
 Ab q
 q ππ
 π
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda quadrada
 K,2,1,0 0 == qaq
 ( )
 =−=
 parfor se 0
 imparfor se 4
 )cos(12
 q
 qq
 Aq
 q
 Abq ππ
 π
 ∑∞
 =
 =impar 1
 0 )sin(4)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
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 5 termos (q=1,3,5)11 termos (q=1,3,5,7,9,11)
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda quadrada
 f(t)
 t
 A
 −A
 ∑=
 =5
 impar ,1
 0 )sin(4)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
 ∑=
 =11
 impar ,1
 0 )sin(4)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
 Aproximações:5 termos
 11 termos
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda triangular
 f(t)
 t
 T/2 T/2
 f(t) é uma função par:
 A
 -A
 K,2,1 0 == qbq
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 K,2,1,0 )cos()4
 1(4
 )cos()(4 2/
 0
 0
 2/
 0
 0 =−== ∫∫ qdttqT
 tA
 Tdttqtf
 Ta
 TT
 q ωω
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda triangular
 f(t) é uma função par:
 K,2,1,0 )cos(16
 )cos(4
 2/
 0
 02
 2/
 0
 0 =−= ∫∫ qdttqtT
 Adttq
 T
 Aa
 TT
 q ωω
 K,2,1,0 )sin(
 )sin(16)sin(4
 2/
 0
 2/
 00
 0
 0
 02
 2/
 00
 0 =
 +−−= ∫ q
 q
 tqtdt
 q
 tq
 T
 A
 q
 tq
 T
 Aa
 T TT
 q ωω
 ωω
 ωω
 integrando o segundo termo por partes:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda triangular
 usando ω0T=2π :
 K,2,1,0 )sin(
 )sin(16)sin(4
 2/
 0
 2/
 00
 0
 0
 02
 2/
 00
 0 =
 +−−= ∫ q
 q
 tqtdt
 q
 tq
 T
 A
 q
 tq
 T
 Aa
 T TT
 q ωω
 ωω
 ωω
 K,2,1,0 )sin(2
 )cos(16)sin(
 2
 2/
 00
 02
 0
 =
 +−= qq
 T
 q
 tq
 Tq
 Aq
 q
 Aa
 T
 q πω
 ωω
 ππ
 ( ) ( )( ) K,2,1,0 114
 1)cos(16
 2222
 02
 =−−=−−= q πq
 Aq
 Tq
 Aa q
 q πω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda triangular
 ∑∞
 =
 =impar 1
 20
 2
 )cos(8)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
 ( )( )
 =−−=
 parfor se0
 imparfor se8
 114
 2222
 q
 qπq
 A
 πq
 Aa q
 q
 qbq K,2,1 0 ==
 note que a0=0
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 5 termos (q=1,3,5)11 termos (q=1,3,5,7,9,11)
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: exemplo – onda triangular
 f(t)
 t
 A
 −A
 ∑=
 =5
 impar 1
 20
 2
 )cos(8)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
 Aproximações:5 termos
 11 termos
 ∑=
 =11
 impar 1
 20
 2
 )cos(8)(
 qq q
 tqAtf
 ωπ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier
 expansão: onda triangular vs. onda quadrada
 • convergência da onda triangular é mais rápida (decaimento com q2 para onda triangular e qpara onda quadrada)
 • onda quadrada apresenta fenômeno de Gibbs
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 formas alternativas de representar a série de Fourier
 ( )∑∞
 =
 ++=1
 000 )sin()cos(2
 1)(
 ppp tpbtpaatf ωω
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppeCtf 0)( ω
 formatrigonométrica
 formacomplexa
 onde: ω0 = 2π / T
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Cálculo de Cp:
 ( )∑ ∫∑ ∫∫∞
 −∞= −
 −∞
 −∞= −
 −
 −
 −
 =
 =
 p
 T
 T
 tqpjp
 p
 T
 T
 tjqtjpp
 T
 T
 tjq dteT
 CdteeT
 CdtetfT
 2/
 2/
 2/
 2/
 2/
 2/
 000011
 )(1 ωωωω
 se p ≠ q:
 ( )( )
 ( )( ) ( )
 ( )( ) ( )
 ( )
 ( ) 0
 00
 2/2/2/
 2/0
 2/
 2/
 ))((sin))cos(())((sin))cos((
 000
 0
 ωππππ
 ωωω
 ππωωωω
 qpj
 qpjqpqpjqp
 qpj
 ee
 qpj
 ee
 qpj
 edte
 qpjqpjTqpjTqpjT
 T
 tqpjT
 T
 tqpj
 −−+−−−+−=
 −−=
 −−=
 −=
 −−−−−−
 −
 −
 −
 −∫
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Cálculo de Cp:
 então se p ≠ q:
 ( )( )
 ( ) 0))sin((2
 ))sin(())cos(())sin(())cos((
 0
 0
 2/
 2/
 0
 =−
 −=
 −−+−−−+−=∫
 −
 −
 ωπ
 ωππππω
 qp
 qp
 qpj
 qpjqpqpjqpdte
 T
 T
 tqpj
 se p = q: ( ) TdtdteT
 T
 T
 T
 tqpj == ∫∫−−
 −2/
 2/
 2/
 2/
 0ω

Page 52
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 52
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Cálculo de Cp:
 ( )q
 p
 T
 T
 tqpjp
 T
 T
 tjq CdteT
 CdtetfT
 =
 = ∑ ∫∫
 ∞
 −∞= −
 −
 −
 −2/
 2/
 2/
 2/
 001
 )(1 ωω
 ( )
 ≠=
 =∫−
 −
 qp
 qpTdte
 T
 T
 tqpj
 se 0
 se 2/
 2/
 0ω
 substituindo
 ∫−
 −=2/
 2/
 0)(1 T
 T
 tjqq dtetf
 TC ωFórmula para Cq :
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Equivalência com forma trigonométrica
 ( )∑∑∞
 =
 −−
 ∞
 −∞=
 ++==1
 0000)(
 p
 tjpp
 tjpp
 p
 tjpp eCeCCeCtf ωωω
 ( ) ( )( ) ( ) )sin()cos(
 )sin()cos()sin()cos(
 00
 000000
 tpCCjtpCC
 tpjtpCtpjtpCeCeC
 pppp
 pptjp
 ptjp
 p
 ωωωωωωωω
 −−
 −−
 −
 −++=
 −++=+
 mas:
 substituindo:
 ( ) ( )( )∑∞
 =−− −+++=
 1000 )sin()cos()(
 ppppp tpCCjtpCCCtf ωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Equivalência com forma trigonométrica
 ( ) ( )( )∑∞
 =−− −+++=
 1000 )sin()cos()(
 ppppp tpCCjtpCCCtf ωω
 C0 = a0/2
 Cp+C−p = ap
 j(Cp−C−p) = bp
 comparando com a forma trigonométrica
 ( )∑∞
 =
 ++=1
 000 )sin()cos(2
 1)(
 ppp tpbtpaatf ωω
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 Cp+ C−p é real
 Cp− C−p é imaginário puro
 Cp e C−p são complexos conjugados
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 Equivalência com forma trigonométrica
 Cp=a+jb
 Cp=a−jb
 Cp+C−p = 2a = ap
 j(Cp−C−p) = 2b = bp
 Cp=(ap+jbp)/2
 C−p=(ap−jbp)/2
 C0=a0 /2
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESéries de Fourier: forma exponencial
 • a forma exponencial tem a desvantagem de envolver freqüências negativas (sem sentido físico)
 • a forma exponencial pode ser estendida para transformada de Fourier fazendo -se o período tender a infinito
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppeCtf 0)( ω
 ∫−
 −=2/
 2/
 0)(1 T
 T
 tjqq dtetf
 TC ω
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 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE:
 RESPOSTA A UMA EXCITAÇÃO PERIÓDICA
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEVIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) periódica
 função
 periódica
 superposição de componentes harmônicassérie de
 Fourier
 ( )T
 tpbtpaatfp
 pp
 πωωω 2 ;)sin()cos(
 2
 1)( 0
 1000 =++= ∑
 ∞
 =
 harmônicas múltiplas da freqüência fundamental

Page 59
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 59
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEVIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) periódica
 G(jω)Acos(ωt) y(t)=A|G(jω)| cos(ωt−φ)
 Resposta a uma excitação harmônica:
 Entrada SaídaResposta em freqüência
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEVIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) periódica
 Resposta a uma excitação periódica:
 ( )T
 tpbtpaatfp
 pp
 πωωω 2 ;)sin()cos(
 2
 1)( 0
 1000 =++= ∑
 ∞
 =
 ( )∑∞
 =
 −+−+=1
 0000 )sin()cos(2
 1)(
 ppppppp tpGbtpGaGaty φωφω
 onde:
 ))((
 )(
 0
 0
 ωφω
 jpGfase
 jpGG
 p
 p
 =
 =
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 c
 k
 mkf(t)
 f(t) é uma onda quadrada de amplitude A e período T=2π/ω0
 do exemplo anterior:K,2,1,0 0 == qaq
 ( ) ( )qq q
 Aq
 q
 Ab )1(1
 2 )cos(1
 2 −−=−=
 ππ
 π
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 a resposta para uma excitação harmônica f(t) = A sin(ωt) é (ver exemplo resolvido):
 )sin()()( φωω −= tjGAty
 onde:
 22
 2
 2
 21
 1)(
 +
 −
 =
 nn
 jG
 ωωζ
 ωω
 ω
 −= −
 2
 21
 1
 2
 tan
 n
 n
 ωωωωζ
 φ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 a resposta em regime permanente para a onda quadrada é:
 ( )∑
 ∞
 =
 −−=1
 0 )sin()1(12
 )(p
 p
 tpp
 Atf ω
 π
 a onda quadrada é representada por:
 ∑∞
 =
 −−−=1
 0 )sin()1(12
 )(p
 pp
 p
 tpGp
 Aty φω
 π
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 ∑∞
 =
 −−−=1
 0 )sin()1(12
 )(p
 pp
 p
 tpGp
 Aty φω
 π
 onde: ( ) ( )22222
 0
 2
 2
 22 21
 1
 21
 1
 prrpppG
 nn
 o
 p
 ζωωζ
 ωω +−
 =
 +
 −
 =
 −=
 −= −−
 221
 2
 20
 2
 0
 1
 1
 2tan
 1
 2
 tanrp
 pr
 p
 p
 n
 np
 ζ
 ωω
 ωωζ
 φn
 rωω0=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 caso 1: 4.00 ==n
 rωω 1.0=ζ
 p bp |Gp| bp |Gp| φp (deg) 1 1,2732 1,1851 1,5089 5,4403 3 0,4244 1,9952 0,8468 151,3896 5 0,2546 0,3304 0,0841 172,4054 7 0,1819 0,1457 0,0265 175,3196 9 0,1415 0,0835 0,0118 176,5549 11 0,1157 0,0544 0,0063 177,2559
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEexemplo – onda quadrada caso 1:
 4.0=r
 1.0=ζ
 0,0
 0,5
 1,0
 1,5
 2,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 0,0
 0,5
 1,0
 1,5
 2,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 0,0
 0,5
 1,0
 1,5
 2,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 |Gp|
 bp
 bp|Gp|
 p
 espectro da entrada
 p
 espectro da saída:
 p
 resposta em freqüência
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 y(t)
 t
 A
 -A
 4.00 ==n
 rωω
 1.0=ζ
 caso 1:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 caso 2: 2.00 ==n
 rωω 1.0=ζ
 p bp |Gp| bp |Gp| φp (deg)
 1 1,2732 1,0408 1,3251 2,3859 3 0,4244 1,5357 0,6518 10,6196 5 0,2546 5,0000 1,2732 90,0000 7 0,1819 1,0000 0,1819 163,7398 9 0,1415 0,4408 0,0624 170,8698
 11 0,1157 0,2587 0,0299 173,4634
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 0,0
 0,5
 1,0
 1,5
 2,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 0,0
 1,0
 2,0
 3,0
 4,0
 5,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEexemplo – onda quadrada caso 2:
 2.0=r
 1.0=ζ
 0,0
 0,5
 1,0
 1,5
 2,0
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 |Gp|
 bp
 bp|Gp|
 p
 espectro da entrada
 p
 espectro da saída:
 p
 resposta em freqüência
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEf(t) periódica: exemplo – onda quadrada
 y(t)
 t
 A
 -A
 2.00 ==n
 rωω
 1.0=ζ
 caso 2:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 transformação para o dom ínio da freq üência
 f(t)
 y(t)
 dom ínio do tempo
 dom ínio da freq üência
 bp
 série de Fourier
 resposta em freq üência
 bp|Gp|, φpsuperposição

Page 72
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 72
 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE:
 EXCITAÇÕES NÃO PERIÓDICA
 RESPOSTA IMPULSIVA
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 um impulso é descrito pela fun ção delta de Dirac:
 δ(t−a)1/ε
 t
 a ε
 ∫∞+
 ∞−
 =−
 ≠=−
 1 )(
 para ;0)(
 dtat
 atat
 δ
 δDefinição:
 • a fun ção δ(t) tem dimensão de s−1
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 • a resposta impulsiva de um sistema é a resposta a um impulso unitário aplicado no instante t = 0 para condições iniciais nulas
 • a resposta impulsiva caracteriza a dinâmica do sistema
 SISTEMA )()( ttf δ= )()( tgty =
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor:
 c
 k
 mF(t)=δ(t)
 x(t) Equação de equilíbrio:
 )()()()( ttkgtgctgm δ=++ &&&
 Note que, para F(t)=δ(t),e condições iniciais nulas então x(t)=g(t)
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor
 integrando -se a equação do movimento em um intervalo de tempo infinitesimal ε :
 ( ) 1 )(lim )()()(lim0
 00
 0==++ ∫∫ →→
 dttdttkgtgctgmε
 ε
 ε
 εδ&&&
 integrando -se o primeiro termo :
 ( ) ( ) )0()0()(lim)(lim )(lim000
 00
 +
 →→→=−==∫ gmggmtgmdttgm &&&&&& ε
 ε
 ε
 ε
 ε
 ε
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor
 )0( )(lim0
 0
 +
 →=∫ gmdttgm &&&
 ε
 ε
 Significado físico: variação da quantidade de movimento (impulso)
 ( ) ( ) 0)0()(lim)(lim )(lim000
 00
 =−==→→→ ∫ ggctmgdttgc ε
 ε
 ε
 ε
 ε
 ε&
 integrando -se o segundo termo :
 onde g(ε)=g(0) pois não é possível haver deslocamento finito num intervalo infinitesimal
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor
 integrando -se o terceiro termo :
 0 )(lim0
 0=∫→
 ε
 εdttkg pois g(t) é uma fun ção contínua
 substituindo -se :
 ( ) 1)0( )()()(lim0
 0==++ +
 → ∫ gmdttkgtgctgm &&&&
 ε
 ε mg
 1)0( =+
 &
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 • é a velocidade no instante de tempo ap ós o final da aplicação do impulso, ε
 • independe de como F(t) varia com o tempo, mas apenas da sua integral
 • a partir de t = ε, o sistema está sujeito à vibração livre
 • a velocidade inicial depende do impulso aplicado
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor mg
 1)0( =+
 &
 )0( +g&
 )0( +g&
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um impulso
 Sistema massa – mola – amortecedor
 para determinar a resposta ao impulso usar a solu ção de vibração livre com as condições iniciais:
 mg
 g
 1)0(
 0)0(
 =
 =
 +&
 <
 >=−
 0 t 0
 0 )(sin1
 )(tte
 mtg dt
 d
 n ωω
 ζω
 onde foi assumido amortecimento sub -crítico ( ζ<1)
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 -1
 -0.8
 -0.6
 -0.4
 -0.2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 10.00.20.40.60.8
 Resposta a um impulso unitário
 mωdg(t)
 ωnt
 Valores de ζ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 um degrau unitário é definido por:
 u(t−a)
 1
 t
 a
 ><
 =−at
 atatu
 1
 0)(
 • a fun ção degrau éadimensional
 • a fun ção degrau édescontínua em t = a
 • se a = 0 o degrau unitário é representado simplesmente por u(t)
 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 relação entre o degrau e o impulso:
 ∫∞−
 −=−t
 daatu ττδ )()(
 • o degrau é a integral do impulso:
 dt
 atduat
 )()(
 −=−δ
 • o impulso é a derivada do degrau:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 • a resposta ao degrau, s(t), de um sistema éa resposta a um degrau unitário aplicado no instante t = 0 para condições iniciais nulas
 SISTEMA )()( tutf = )()( tsty =
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 Sistema massa – mola – amortecedor:
 c
 k
 mF(t)=u(t)
 x(t)Equação de equilíbrio:
 )()()()( tutkstsctsm =++ &&&
 Note que, para F(t)=u(t),então x(t)=s(t)
 m
 tutststs nn
 )()()(2)( 2 =++ ωζω &&&
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 Sistema massa – mola – amortecedor:
 m
 tutststs nn
 )()()(2)( 2 =++ ωζω &&&
 solu ção particular:k
 tu
 m
 tuts
 np
 )()()(
 2==
 ω
 solu ção homogênea assumindo ζ < 1:
 ( ))(sin)cos()( 21 tCtCets ddt
 hn ωωζω += −
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 Sistema massa – mola – amortecedor:
 solu ção geral: ( ))(sin)cos()(
 )( 21 tCtCek
 tuts dd
 tn ωωζω ++= −
 condições iniciais:
 0)0( =s
 0)0( =s&
 01
 )0( 1 =+= Ck
 s
 0)0( 12 =−= CCs nd ζωω&
 kC
 11 −=
 kCCC
 n
 n
 d
 n 1
 11 21212ζ
 ζζω
 ωζωωζ
 −−=
 −==
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 Sistema massa – mola – amortecedor:
 solu ção geral:
 −−−+= −
 k
 t
 k
 te
 ktuts ddtn
 )(sin
 1
 )cos(1)()(
 2
 ωζ
 ζωζω
 −+−= − )(sin
 1)cos(1
 )()(
 2tte
 k
 tuts dd
 tn ωζ
 ζωζω
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 0 5 10 150
 0.5
 1
 1.5
 2
 0.00.20.40.60.8
 Resposta a um degrau unitário
 ks(t)
 ωnt
 Valores de ζ :
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 método alternativo:
 considere um sistema linear representado pela equação diferencial:
 [ ] )()( tftyD =
 a resposta ao impulso do sistema, g(t), satisfaz:
 [ ] )()( ttgD δ=
 onde D é um operador diferencial
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 método alternativo:
 integrando a equação da resposta impulsiva:
 [ ] )( )( )( tuddgDtt
 == ∫∫∞−∞−
 ττδττ
 assumindo comutatividade entre integração e derivação:
 [ ] )( )( )( tudgDdgDtt
 =
 = ∫∫
 ∞−∞−
 ττττ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a um degrau unitário
 método alternativo:
 )( )( tudgDt
 =
 ∫∞−
 ττ
 [ ] )()( tutsD =∫∞−
 =t
 dgts ττ )()(
 conclusão: a resposta ao degrau é a integral da resposta ao impulso (e a resposta ao impulso éa derivada da resposta ao degrau
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEExemplo: Resposta a um pulso
 considere um sistema massa-mola-amortecedor sujeito a um pulso como mostrado na figura
 F(t)
 t
 T0−T
 F0
 pode-se mostrar que:
 ( ))()()( 0 TtuTtuFtF −−+=
 então a resposta do sistema é:
 ( ))()()( 0 TtsTtsFty −−+=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEExemplo: Resposta a um pulso
 ( ))()()( 0 TtsTtsFty −−+=
 −
 −+−−−−
 −
 +
 −++−+=
 −−
 +−
 ))((sin1
 ))(cos(1)(
 ))((sin1
 ))(cos(1)(/
 )(
 2
 )(
 2
 )(
 0
 TtTteTtu
 TtTteTtukF
 ty
 ddTt
 ddTt
 n
 n
 ωζ
 ζω
 ωζ
 ζω
 ζω
 ζω
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 Exemplo: Resposta a um pulsoy(t)
 ωnt
 F0/k
 ωnT−ωnT
 1
 ζ = 0
 ζ = 0.2
 ζ = 0.6
 T=5
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Integral de convolu ção
 considere uma excitação arbitrária F(t)
 durante o incremento de tempo ∆τ iniciando em t =τ a fun ção F(t)pode ser aproximada pelo pulso F(τ) ∆τ
 F(t)
 t0
 F(τ)
 τ∆τ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Integral de convolu ção
 um impulso pode ser representado por:
 )( )(),( τδτττ −∆=∆ tFtF
 a fun ção F(t) pode ser aproximada pela superposição de um trem de impulsos:
 ∑ −∆≅ )( )()( τδττ tFtF
 a representação tende a ser exata para ∆τ → 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Integral de convolu ção
 A resposta a um impulso é dada por:
 )( )(),( ττττ −∆=∆ tgFty
 onde g(t) é a reposta impulsiva do sistema
 A resposta para a excitação F(t) é dada por:
 τττ ∆−≅∑ )( )()( tgFty
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Integral de convolu ção
 F(t)
 t0
 F(τ)
 τ∆τ
 ∑ −∆≅ )( )()( τδττ tFtF
 τττ ∆−≅∑ )( )()( tgFty
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Integral de convolu ção
 fazendo ∆τ → 0 tem-se:
 τττ ∆−≅∑ )( )()( tgFty
 )()( )( )()(0
 tgtFdtgFtyt
 ∗=−= ∫ τττ Integral de convolu ção
 pode-se mostrar que: λλλτττ dgtFdtgFty
 tt
 )( )( )( )()(00∫∫ −=−=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção
 • as duas formas acima são equivalentes
 • as integrais de convolu ção podem ser calculadas numericamente
 • se a fun ção F(t) for definida para t < 0 o limite da integral de convolu ção deve ser alterado
 • o efeito das condições iniciais não está inclu ído
 ττττττ dgtFdtgFtytt
 )( )( )( )()(00∫∫ −=−=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 calcule a resposta para uma excitação tipo F(t) = F0 sin(ωt) u(t) para um sistema massa mola
 c
 k
 mF(t)
 x(t)a resposta impulsiva do sistema é:
 )( )(sin1
 )( tutem
 tg dt
 d
 n ωω
 ζω−=
 )( )(sin1
 )( tutm
 tg nn
 ωω
 =nd ωω
 ζ=
 = 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 a resposta do sistema é:
 ∫∫ −=−=t
 nn
 t
 dtFm
 dtgFtx00
 ))(sin()(1
 )()()( ττωτω
 τττ
 ∫∫ −=−=t
 nn
 t
 dtFm
 dgtFtx00
 )sin()(1
 )()()( ττωτω
 τττ
 )( )sin()( 0 tutFtF ω= ∫ −=t
 nn
 dtm
 Ftx
 0
 0 ))(sin()sin()( ττωωτω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 )sin()sin()cos()cos()cos(
 bababa
 bababa
 +=−−=+
 ( ))cos()cos(2
 1)sin( bababa +−−=+
 [ ] [ ]{ }
 [ ] [ ]{ }
 [ ] [ ] t
 n
 nn
 n
 nn
 n
 t
 nnnnn
 t
 nnn
 t
 nn
 tt
 m
 F
 dttm
 F
 dttm
 F
 dtm
 Ftx
 0
 0
 0
 0
 0
 0
 0
 0
 )(sin)(sin
 2
 )(cos)(cos2
 )(cos)(cos2
 ))(sin()sin()(
 −+−−
 +−+=
 +−−−+=
 −+−−−=
 −=
 ∫
 ∫
 ∫
 ωωωτωω
 ωωωτωω
 ω
 τωτωωωτωωω
 ττωωττωωτω
 ττωωτω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 [ ] [ ]
 [ ] [ ]
 ( )( ) ( )( )
 220
 220
 220
 0
 0
 0
 0
 )sin()sin()sin(2)sin(2
 2
 )sin()sin()sin()sin(
 2
 )sin()sin()sin()sin(
 2
 )sin()(sin)sin()(sin
 2
 )(sin)(sin
 2)(
 ωωωωωω
 ωωωωωωω
 ω
 ωωωωωωωωωω
 ω
 ωωωω
 ωωωω
 ω
 ωωωωωω
 ωωωωωω
 ω
 ωωωτωω
 ωωωτωω
 ω
 −−=
 −+−=
 −−+−+−=
 −−−
 ++=
 −−+−−
 ++−+=
 −+−−
 +−+=
 n
 nn
 nn
 nn
 n
 n
 nnnn
 n
 n
 nn
 n
 n
 n
 n
 nnn
 n
 nnn
 n
 t
 n
 nn
 n
 nn
 n
 tt
 m
 Ftt
 m
 F
 tttt
 m
 F
 tttt
 m
 F
 tttttt
 m
 F
 tt
 m
 Ftx
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 −
 −
 =
 −
 −=
 −−=
 )sin()sin(
 1
 1
 1
 )sin()sin()sin()sin(
 )(
 2
 220
 2
 22
 022
 0
 ttm
 F
 tt
 m
 Ftt
 m
 Ftx
 nn
 n
 n
 nn
 nn
 n
 nn
 n
 ωωωω
 ωωω
 ωωω
 ωωωω
 ωωωωωω
 ω
 como não h á excitação para t < 0:
 )( )sin()sin(
 1
 1)(
 2
 20 tutt
 k
 Ftx n
 n
 n
 −
 −
 = ωωωω
 ωω

Page 107
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 107
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção - exemplo
 )( )sin()sin(
 1
 1)(
 2
 20 tutt
 k
 Ftx n
 n
 n
 −
 −
 = ωωωω
 ωω
 • o resultado é diferente do obtido pelo m étodo clássico porque não h á excitação para t < 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção – solu ção geral
 ∫ −+=t
 h dgtFtxtx0
 )()()()( τττ
 considere um sistema com condições iniciais:
 0)0( xx = 0)0( vx =&
 a solu ção geral do sistema é:
 para um sistema massa mola amortecedor com ζ<1:
 ( )∫ −+−= −−−t
 dt
 dd
 t dteFm
 tAetx nn
 0
 )( )(sin)(1
 )cos()( ττωτω
 φω τζωζω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção – solu ção geral
 para um sistema massa mola amortecedor com ζ<1:
 ( )∫ −+−= −−−t
 dt
 dd
 t dteFm
 tAetx nn
 0
 )( )(sin)(1
 )cos()( ττωτω
 φω τζωζω
 aplicando as condições iniciais:
 ( )∫ −+
 ++
 −−
 −=
 −−
 −−−
 t
 dt
 d
 dt
 dd
 t
 dteFm
 tev
 tex
 tx
 n
 nn
 0
 )(
 0
 2
 1
 2
 0
 )(sin)(1
 )(sin1
 tancos1
 )(
 ττωτω
 ωωζ
 ζωζ
 τζω
 ζωζω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEIntegral de convolu ção – método num érico
 • a resposta impulsiva de sistemas assintoticamente estáveis, g(t) → 0 quando t→ ∞
 ττ dtgtFtyt
 )( )()(0∫ −=
 • assumindo -se g(t) desprezível para t > T, a integral pode ser calculada como:
 ττ dtgtFtyt
 Tt
 )( )()( ∫−
 −=
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 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE:
 EXCITAÇÕES NÃO PERIÓDICA
 TRANSFORMADA DE FOURIER
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 Séries de Fourier: forma exponencial
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppeCtf 0)( ω
 K,2 ,1 ,0 )(1 2/
 2/
 0 ±±== ∫−
 − pdtetfT
 CT
 T
 tjpp
 ω
 T
 πω 20 =
 • uma excitação arbitrária pode ser tratada como uma excitação periódica de período infinito
 • estender a forma exponencial da série de Fourier para período infinito
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 Séries de Fourier: forma exponencial
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppeCtf 0)( ω
 K,2 ,1 ,0 )(1 2/
 2/
 0 ±±== ∫−
 − pdtetfT
 CT
 T
 tjpp
 ω
 T
 πω 20 =
 Definições:
 p
 p
 T
 p
 ωπω
 ωω
 ∆==
 =
 20
 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 usando as definições:
 ( ) ( ) ( )∑∑∑∞
 −∞=
 ∞
 −∞=
 ∞
 −∞=
 ∆=∆
 ==p
 ptj
 pp
 tjp
 p
 p
 tjp
 ppp eTCeTCeTCT
 tf ωππ
 ω ωωω 2
 1
 2
 1)(
 ∫−
 −=2/
 2/
 )(1 T
 T
 tjp dtetf
 TC pω
 ∫−
 −=2/
 2/
 )(T
 T
 tjp dtetfTC pω
 fazendo T → ∞ então ∆ωp → 0 :
 ( )∑∞
 −∞=→∆∞→
 ∆=p
 ptj
 pT
 p
 p
 eTCtf ωπ
 ω
 ω
 2
 1lim)(
 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 no limite, fazendo T → ∞ , então ωp passa a ser a variável contínua ω , ∆ωp passa a ser um infinitésimo dω e a somatória passa a ser uma integral:
 ( ) ∫∑∞
 ∞−
 ∞
 −∞=→∆∞→
 =∆= ωωπ
 ωπ
 ωω
 ω
 deFeTCtf tj
 pp
 tjp
 T
 p
 p
 )(2
 1
 2
 1lim)(
 0
 onde: ( ) ∫∫∞
 ∞−
 −
 −
 −
 →∆∞→
 →∆∞→
 === dtetfdtetfTCF tjT
 T
 tj
 Tp
 T
 p
 pp
 ωω
 ωω
 ω )()(limlim)(2/
 2/00
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 ∫∞
 ∞−
 = ωωπ
 ω deFtf tj)(2
 1)(
 ∫∞
 ∞−
 −= dtetfF tjωω )()(transformação para dom ínio da freq üência
 transformação para dom ínio do tempo
 • F(ω)dω é a contribuição para f(t) das harmônicas na faixa de freq üência de ω a ω + dω
 par transformado
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 Condições para existência:
 • a integral de |f(t)| de −∞ a +∞ deve ser convergente
 • f(t) deve ter um n úmero finito de m áximos e mínimos e um n úmero finito de descontinuidades em (−∞ ,∞)
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier - exemplos
 Transformada da fun ção delta de Dirac, δ(t):
 ( ) 1)()(0
 ====
 −∞
 ∞−
 −∫ t
 tjtj edtett ωωδδF
 Transformada da fun ção degrau:
 ( )ωωω
 ωωω
 ωω
 jjj
 ededetutu
 tjtjtj 110
 )()(00
 =
 −−=−===∞−∞
 −∞
 ∞−
 −∫∫F
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier - exemplos
 Transformada de um pulso retangular
 p(t)
 t
 p0
 −T T
 ><<−
 −<=
 Tt
 TtTp
 Tt
 tp
 0
 0
 )( 0
 ( ) ∫∞
 ∞−
 −== ωω ω detpPtp tj)()()(F

Page 120
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 120
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier - exemplos
 Transformada de um pulso retangular
 ( )
 ( ) ( )[ ]
 [ ]T
 TTpT
 pTj
 j
 p
 TjTTjTj
 p
 j
 eep
 j
 epdepdetpPtp
 TjTjT
 T
 tjT
 T
 tjtj
 ωωω
 ωω
 ω
 ωωωωω
 ωωωωω
 ωωωωω
 )sin(2)sin(
 2)sin(2
 )sin()cos()sin()cos(
 )()()(
 000
 0
 000
 ==−−=
 +−−−=
 −−=−====−
 −
 −
 −
 −∞
 ∞−
 −∫∫F
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 -0.5
 0
 0.5
 1
 Transformada de um pulso retangular
 ωT
 P(ω)2p0T
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da resposta de um
 sistema linear
 SISTEMA )()( txtF = ∫ −=
 t
 dgtxty0
 )()()( τττ
 Entrada:
 ∫∞
 ∞−
 = ωωπ
 ω deXtx tj)(2
 1)(
 ∫∞
 ∞−
 −= dtetxX tjωω )()(
 Saída:
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppp eCpGty 0)()( 0
 ωω
 ∫−
 −=2/
 2/
 )(1 T
 T
 tjp dtetx
 TC pωonde:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da resposta de um
 sistema linear
 no limite, fazendo T → ∞ , então ωp passa a ser a variável contínua ω , ∆ωp passa a ser um infinitésimo dω e a somatória passa a ser uma integral:
 ∑∞
 −∞=
 =p
 tjppp eCpGty 0)()( 0
 ωω ∫−
 −=2/
 2/
 )(1 T
 T
 tjp dtetx
 TC pω
 p
 p
 T
 p
 ωπω
 ωω
 ∆==
 =
 20
 0
 ( ) ∫∑∞
 ∞−
 ∞
 −∞=→∆∞→
 =∆= ωωωπ
 ωωπ
 ωω
 ω
 deXGeTCGty tj
 pp
 tjpp
 T
 p
 p
 )()(2
 1 )(
 2
 1lim)(
 0
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da resposta de um
 sistema linear
 ( ) ∫∑∞
 ∞−
 ∞
 −∞=→∆∞→
 =∆= ωωωπ
 ωωπ
 ωω
 ω
 deXGeTCGty tj
 pp
 tjpp
 T
 p
 p
 )()(2
 1 )(
 2
 1lim)(
 0
 mas: ∫∞
 ∞−
 = ωωπ
 ω deYty tj)(2
 1)( )()()( ωωω XGY =
 SISTEMA)X( )( ω⇒tx )( )()()( tyXGY ⇒= ωωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da resposta de um
 sistema linear
 Procedimento:
 • achar X(ω), transformada de Fourier da entrada x(t)
 • achar Y(ω) = G(ω) X(ω), transformada de Fourier da saída
 • achar a saída y(t), pela transformada inversa de Y(ω)
 • G(ω) é a resposta em freq üência do sistema
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da integral de convolu ção
 )()( )( )()(0
 tgtxdtgxtyt
 ∗=−= ∫ τττ
 como a saída do sistema y(t) é a integral de convolu ção da excitação x(t) com a fun ção resposta impulsiva g(t):
 então a transformada de Fourier da saída Y(ω)=G(ω)X(ω) é a transformada de Fourier da integral de convolu ção de x(t) com g(t)
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 ∫∞
 ∞−
 −= dtetxX tjωω )()(
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da integral de convolu ção
 a transformada de Fourier da saída Y(ω)=G(ω)X(ω)é a transformada de Fourier da integral de convolu ção de x(t) com g(t)
 ∫∞
 ∞−
 −= dtetgG tjωω )()(
 )()()( txtgty ∗=
 ==
 ∗==
 ∫∫
 ∫∫∞
 ∞−
 −∞
 ∞−
 −
 ∞
 ∞−
 −∞
 ∞−
 −
 dtetxdtetgXG
 dtetxtgdtetyY
 tjtj
 tjtj
 ωω
 ωω
 ωω
 ω
 )()()()(
 )()()()(
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 • a integral de convolu ção de g(t) com x(t) no dom ínio do tempo corresponde ao produto G(ω)X(ω) no dom ínio da freq üência onde G(ω) e X(ω) são as transformadas de Fourier de g(t) e x(t), respectivamente
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier da integral de convolu ção
 ( ) )()( ωGtg =F
 ( ) ( ) ( ))( )()()( txtgtxtg FFF =∗
 • a transformada de Fourier da fun ção resposta impulsiva é a resposta em freq üência do sistema
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitrária
 Transformada de Fourier
 Metodologia:
 x(t) X(ω)transformada direta
 transformada inversa
 Y(ω) = G(ω) X(ω) y(t)dinâmica do sistema
 SISTEMAG(ω)
 )X( )( ω⇒tx )( )()()( tyXGY ⇒= ωωω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitráriaTransformada de Fourier – exemplo
 km
 k f(t)
 y(t)
 Resposta a uma entrada degrau
 )()( tutf =ω
 ωj
 F1
 )( =
 +
 −
 =
 nn
 j
 G
 ωωζ
 ωω
 ω21
 1)(
 2
 2
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitráriaTransformada de Fourier – exemplo
 +
 −
 =
 nn
 j
 G
 ωωζ
 ωω
 ω21
 1)(
 2
 20=ζ
 −
 =
 2
 2
 1
 1)(
 n
 G
 ωω
 ω
 ωωω
 ωωωj
 FGY
 n
 1
 1
 1)()()(
 2
 2
 −
 ==
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitráriaTransformada de Fourier – exemplo
 ∫
 ∫∫
 ∞
 ∞−
 ∞
 ∞−
 ∞
 ∞−
 +−
 −−=
 −==
 ωωωωωωπ
 ω
 ωωωπ
 ωωπ
 ω
 ωω
 dej
 dej
 deYty
 tj
 nn
 tj
 n
 tj
 )(2
 1
 )(2
 11
 2
 1
 1
 11
 2
 1)(
 2
 1)(
 2
 2
 +−
 −−=
 −
 =)(2
 1
 )(2
 111
 1
 11)(
 2
 2nn
 n
 jjY
 ωωωωωωωω
 ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitráriaTransformada de Fourier – exemplo
 ∫∞
 ∞−
 +−
 −−= ω
 ωωωωωπω de
 jty tj
 nn )(2
 1
 )(2
 11
 2
 1)(
 )(21
 tjude tj πωω
 ω =∫∞
 ∞−
 ∫∞
 ∞−
 =−
 )(2)(2
 1tujede tjtj
 n
 nωω πωωω
 ∫∞
 ∞−
 −=+
 )(2)(2
 1tujede tjtj
 n
 nωω πωωω
 da tabela de integrais:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEResposta a uma excitação arbitráriaTransformada de Fourier – exemplo
 ( )
 ( ) ( )[ ] )( )sin()cos()sin()cos(2 2
 1
 )( 22
 1)(
 2212
 2
 1
 )(2
 1
 )(2
 11
 2
 1)(
 tutjttjt
 tueetuee
 jj
 dej
 ty
 nnnn
 tjtjtjtj
 tj
 nn
 nn
 nn
 ωωωω
 ππ
 ωωωωωωπ
 ωωωω
 ω
 −−+−=
 −−=
 −−=
 +−
 −−=
 −−
 ∞
 ∞−∫
 ( ) )( )cos( 1)( tutty nω−=
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 -4 -2 0 2 40
 2
 4
 6
 8
 10
 -4 -2 0 2 40
 2
 4
 6
 8
 10
 Transformada de Fourier – exemplo
 ωn|G(ω)|ωn|F(ω)|
 ω/ωnω/ωn
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 -5 0 5 10 150
 1
 2
 3
 4
 Transformada de Fourier – exemplo
 -4 -2 0 2 40
 2
 4
 6
 8
 10
 ωn|Y(ω)|
 ω/ωnωnt
 y(t)/k
 dom ínio da freq üência dom ínio do tempo
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – cálculo num érico
 • o cálculo de transformadas de Fourier (direta ou inversa) é em geral bastante trabalhoso
 • essas operações podem ser executadas numericamente usando o algoritmo FFT (FastFourier Transform)
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 seja: ( ) ∫∞
 ∞−
 −== dtetxXtx tjωω )()()(F
 então: ∫∞
 ∞−
 −=
 dtedt
 tdx
 dt
 tdx tjω)()(F
 integrando por partes:
 ( ) ∞
 ∞−
 −∞
 ∞−
 −
 +−=
 ∫
 tjtj
 etxdtdt
 edtx
 dt
 tdx ωω
 )()()(
 F
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 ( ) ∞
 ∞−
 −∞
 ∞−
 −
 +−=
 ∫
 tjtj
 etxdtdt
 edtx
 dt
 tdx ωω
 )()()(
 F
 como a integral de |x(t)| de −∞ a +∞ deve ser convergente então: x(−∞) = x(∞) = 0. Portanto:
 ( ) ( ))()()()(
 txjdtetxjdtdt
 edtx
 dt
 tdx tjtj
 FF ωω ωω
 ==−=
 ∫∫∞
 ∞−
 −∞
 ∞−
 −
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 ( ))()(
 txjdt
 tdxFF ω=
 • a transformada de Fourier da derivada de uma fun ção é a transformada de Fourier da fun ção multiplicada por jω
 • como conseq üência:
 ( ) ( ) ( ))()()()(
 2
 2
 txtxjdt
 tdxj
 dt
 txdFFFF22 ωωω −==
 =
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 Exemplo: determine a resposta em freq üência de um sistema cuja dinâmica no dom ínio do tempo édada por: )()()(2)( 22 tftxtxtx nnn ωωζω =++ &&&
 aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equação:
 ( ) ( ))()()(2)( 22 tftxtxtx nnn ωωζω FF =++ &&&
 da linearidade da transformada de Fourier:( ) ( ) ( ) ( ))()()(2)( 22 tftxtxtx nnn FFFF ωωζω =++ &&&
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 Exemplo: ( ) ( ) ( ) ( ))()()(2)( 22 tftxtxtx nnn FFFF ωωζω =++ &&&
 usando a propriedade da derivação da transformada de Fourier:
 ( ) ( ) ( ) ( ))()()(2)( 22 tftxtxjtx nnn FFFF-2 ωωζωωω =++
 ( ) ( ) ( ))()( 2 22 tftxj nnn FF-2 ωωζωωω =++
 ( )( ) nn
 n
 jtf
 tx
 ζωωωωω
 2)(
 )(
 2
 2
 +=
 2-F
 F

Page 143
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 143
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 Exemplo: ( )( ) nn
 n
 jtf
 tx
 ζωωωωω
 2)(
 )(
 2
 2
 +=
 2-F
 F
 seja: ( )( ) )()(
 )()(
 ωω
 Ftf
 Xtx
 ==
 F
 F
 então:
 +
 =
 +=
 nn
 nn
 n
 jjF
 X
 ωωζ
 ωωζωωωω
 ωωω
 21
 1
 2)(
 )(
 2
 2
 2
 22
 --
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADETransformada de Fourier – propriedade da derivação
 Exemplo:
 • o resultado obtido é exatamente o mesmo que se obteve anteriormente assumindo -se x(t)=X(ω)ejωt e f(t)=F(ω)ejωt
 • os dois m étodos são operacionalmente idênticos
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