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Vibrações Mecânicas: Introdução

Pérsio Leister de Almeida Barros

1 Funções harmônicas

Funções harmônicas no tempo t têm a forma geral (Figura1):

h(t) = A cos (ωt+ ϕ)

onde:

A é a amplitude,

ω é a frequência circular e

ϕ é o ângulo de fase.

t

h(t)

φ/ω

A

0

T

Figura 1: Funções harmônicas

A frequência circular ω é dada em radianos por unidade de tempo.
A frequência f em ciclospor unidade de tempo é dada por:

f =ω

2π

1


	
e o período T é o tempo necessário para completar um ciclo e é
dado por:

T =1

f=

2π

ω

A função harmônica h(t) também pode ser expressa por:

h(t) = b1 senωt+ b2 cosωt

ComoA cos (ωt+ ϕ) = A (cosωt cosϕ− senωt senϕ)

obtem-seb1 = −A senϕ, b2 = A cosϕ

e, portanto

ϕ = − arctan b1b2, A =

√b21 + b

22

Outra forma de representar funções harmônicas é através de
exponenciais de números comple-xos:

h(t) = <(Zeiωt

)onde i =

√−1 é a unidade imaginária e Z é um número complexo. A função 0
qualquer é dado por:

−Ku = Mü

ou

ü = −KMu

2


	
K

M

u(t)

Figura 2: Sistena massa-mola

onde

ü =d2u

dt2

é a aceleração da massa M .Para a solução da equação do
equilíbrio, assume-se u(t) na forma:

u = c eαt ⇒ ü = c α2eαt

Isso conduz a:

c α2eαt = −KMc eαt ⇒ α2 = −K

M⇒ α = ±i

√K

M

A frequência natural ωn de vibração do sistema é

ωn =

√K

M

e a solução geral do equilíbrio éu = c1e

iωnt + c2e−iωnt

onde c1 e c2 são determinados a partir das condições iniciais em
t = 0. Portanto, o deslocamentou é dado por uma soma de funções
harmônicas de mesma frequência circular ωn. Isso signi�ca queu é
também uma função harmônica no tempo. Pode-se escrever então

u = deiωnt

onde d é um número complexo, com parte real dr e parte
imaginária di.Para para as condições iniciais:

u(0) = u0, u̇(0) = v0

onde u0 é o deslocamento inicial e v0 a velocidade inicial,
ambos reais, pode-se obter:

dr = u0, −diωn = v0

Assim, a vibração do sistema �ca:

u =

(u0 − i

v0ωn

)eiωnt

3


	
A velocidade do corpo é dada por:

v = u̇ = (v0 − iωnu0) eiωnt

e a sua aceleração:a = ü =

(−ω2nu0 + iωnv0

)eiωnt

3 Sistema amortecido: vibração livre

M

CK

u(t)

Figura 3: Sisteam massa-mola-amortecedor

Aqui é analisada a vibração livre de um sistema composto de um
corpo de massaM , uma molacom rigidez K e um amortecedor viscoso
com amortecimento C, como mostrado na Figura 3. Aforça atuante na
mola é −Ku, enquanto que a força no amortecedor é −Cv = −Cu̇.
Assim, aequação de equilíbrio dinâmico do sistema �ca:

−Ku− Cu̇ = Mü

ouKu+ Cu̇+Mü = 0

Assumindo u na forma:

u = deλt ⇒ u̇ = λdeλt ⇒ ü = λ2deλt

resultaKdeλt + Cλdeλt +Mλ2deλt = 0

ouK + Cλ+Mλ2 = 0

cuja solução é:

λ1,2 =−C ±

√C2 − 4MK2M

Dependendo do valor de C2 − 4MK há três casos distintos:

4


	
3.1 Sistema superamortecido

Se C2 − 4MK > 0, ou seja, C > 2√MK, então λ assume valores
reais e, então

u = d1eλ1t + d2e

λ2t

As condições iniciais (para t = 0) conduzem a:

u(0) = d1 + d2 = u0

u̇(0) = λ1d1 + λ2d2 = v0

e, portanto,

d1 =v0 − λ2u0λ1 − λ2

, d2 =λ1u0 − v0λ1 − λ2

Neste caso não há oscilação do corpo. O deslocamento u(t) tem a
forma mostrada na Figura 4.

t

u(t)

Figura 4: Deslocamento do sistema superamortecido

3.2 Amortecimento crítico

No caso de C2 − 4MK = 0, ou seja, C = Ccr = 2√MK, onde Ccr é
chamado de coe�ciente de

amortecimento crítico, resulta:

λ1 = λ2 =−C2M

=−2√KM

2M= −

√K

M= −ωn

Além disso, a soluçãou = teλt

também satisfaz a equação de equilíbrio dinâmico pois

u̇ = eλt + λteλt = (1 + λt) eλt

ü = λeλt + λeλt + λ2teλt =(2λ+ λ2t

)eλt

então

M(2λ+ λ2t

)eλt + 2

√MK (1 + λt) eλt +Kteλt =(

−2√MK +Kt+ 2

√MK − 2Kt+Kt

)eλt = 0

5


	
Assim, a solução geral éu = d1e

−ωnt + d2te−ωnt

Impondo as condições iniciais, obtem-se:

u(0) = d1 = u0

u̇(0) = −ωnu0 + d2 = v0 ⇒ d2 = v0 + ωnu0

e a solução �nal éu = [u0 + (v0 + ωnu0) t] e

−ωnt

Neste caso, também não há oscilação do corpo. O deslocamento
u(t) tem a forma mostrada naFigura 5.

t

u(t)

Figura 5: Deslocamento do sistema com amortecimento crítico

3.3 Sistema subamortecido

No caso de C2−4MK < 0, ou C < Ccr = 2√MK, as soluções de λ
serão dadas pelo par conjugado

λ1 = −C

2M+ i

√4MK − C2

2M= − C

2M+ i

√K

M−(C

2M

)2λ2 = −

C

2M− i

√K

M−(C

2M

)2Então, a solução geral �ca:

u = d1 exp

− C

2M+ i

√K

M−(C

2M

)2 t+ d2 exp

− C

2M− i

√K

M−(C

2M

)2 t

A parte imaginária nas funções exponenciais resultam em
oscilações do corpo com uma frequên-cia circular ωd chamada de
frequência natural amortecida, dada por:

ωd =

√K

M−(C

2M

)2= ωn

√√√√1−( C2√K/MM

)2= ωn

√1−

(C

2√MK

)26


	
De�ne-se a taxa de amortecimento D como:

D =C

Ccr=

C

2√MK

Asim ωd pode ser reescrito como

ωd = ωn√

1−D2

e tambémC

2M= ωnD

Dessa forma o deslocamento u �ca

u = d1 exp[ωn

(−D + i

√1−D2

)t]

+ d2 exp[ωn

(−D − i

√1−D2

)t]

ou

u = d1e−ωnDteiωdt + d2e

−ωnDte−iωdt

= e−ωnDt(d1e

iωdt + d2e−iωdt

)Essa solução geral também pode ser expressa por

u = de−ωnDteiωdt

onde d é um número complexo com parte real dr e parte imaginária
di.Das condições iniciais obtem-se:

u(0) =


	
t

u(t)

Figura 6: Deslocamento do sistema subamortecido

será o ponto de máximo seguinte.Os dois máximos serão
respectivamente:

u (t1) = de−ωnDt1eiωdt1

u (t1 + Td) = de−ωnDt1e−ωnDTdeiωd(t1+Td)

Maseiωd(t1+Td) = eiωdt1

Portanto,u (t1)

u (t1 + Td)= e2πωnD/ωd = e2πD/

√1−D2

De�ne-se o decremento logarítmico δ como:

δ = lnu (t1)

u (t1 + Td)=

2πD√1−D2

Após N períodos Td, o decremento logarítmico será:

δ =1

Nln

u (t1)

u (t1 +NTd)

A aceleração do corpo oscilando é:

ü = d (iωd −Dωn)2 e−Dωnteiωdt

Portanto, δ também pode ser obtido em termos de aceleração:

lnü (t1)

ü (t1 + Td)= ln

u (t1)

u (t1 + Td)= δ

4 Sistema massa-mola sob vibração forçada

Caso ao sistema massa-mola seja aplicada uma força externa
dinâmica Q(t), como mostrado naFigura 7, a equação de equilírio
dinâmico �cará:

Q−Ku = Mü

8


	
K

M

Q(t)

Figura 7: Sistema massa-mola sob força dinâmica

ouKu+Mü = Q

Essa é uma equação diferencial não homogênea. A solução geral é
a soma da solução geral daequação homogênea (vibração livre, já
vista) e uma solução particular qualquer da equação nãohomogênea.
Como a vibração livre tende a desaparecer com o tempo, pois todo
sistema físicoreal possui algum amortecimento, após um certo tempo
apenas a resposta à força dinâmica estarápresente. Isso também
ocorre, é claro, se as condições iniciais u0 = v0 = 0.

Se a força externa aplicada for harmônica no tempo, ou seja,

Q(t) = Qeiωt

então a solução do equilíbrio será dada por um deslocamento
também harmônico, com mesmafrequência circular ω:

u = deiωt ⇒ ü = −ω2deiωt

Substituindo na equação do equilíbrio, obtem-se:

Kdeiωt − ω2Mdeiωt = Qeiωt ⇒(K − ω2M

)d = Q

ou

d =Q

K − ω2MEsse resultado também pode ser escrito como:

d =Q

K

1

1−(ωωn

)2A primeira parcela à esquerda na equação acima é o
deslocamento estático (quando ω = 0). A

segunda parcela é chamada de fator de magni�cação Ψ:

d = usΨ, us =Q

K, Ψ =

1

1−(ωωn

)29


	
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0ω/ωn

-4

-2

2

4

Ψ

Figura 8: Fator de magni�cação de sistema não amortecido

Se ω < ωn, o fator de magni�cação será positivo (Ψ > 0) e
então o deslocamento estará em fasecom a carga. Caso ω > ωn, Ψ
< 0 e o deslocamento apresentará uma diferença de fase de 180◦
emrelação à carga.

A função Ψ (ω/ωn) está mostrada no grá�co da FiguraNote-se que
quando ω = ωn o valor de Ψ (e, portanto, o deslocamento u) torna-se
in�nito.

Nessa situação diz-se que o sistema está em ressonância.

5 Sistema amortecido sob vibração forçada

M

Q(t)

K C

Figura 9: Sistema massa-mola-amortecedor com carga dinâmica

Se o sistema sujeito à carga dinâmica é amortecido, como
mostrado na Figura 9, então a

10


	
equação de equilíbrio dinâmico �ca:

Ku+ Cu̇+Mü = Q

No caso de carga externa Q(t) harmônica no tempo

Q(t) = Qeiωt,

o deslocamento u será também dado na forma

u = deiωt

e, então, resulta (K + iωC − ω2M

)d = Q

e

d =Q

K + iωC − ω2M=Q

K

1

1 + iωC/K − ω2M/K= usΨ

onde o fator de magni�cação Ψ é um número complexo dado por:

Ψ =1

1 + iωC/K − ω2M/K

MasM

K=

1

ω2n, e

C

K=

2ωnMD

K=

2D

ωn

Portanto

Ψ =1

1 + 2i (ω/ωn)D − (ω/ωn)2

A amplitude do deslocamento u é dada por us = Q/K multiplicado
por |Ψ| onde

|Ψ| = 1√[1− (ω/ωn)2

]2+ 4 (ω/ωn)

2D2

e o ângulo de fase é dado por

ϕ1 = arctan

[− 2 (ω/ωn)D

1− (ω/ωn)2

]O comportamento do fator de magni�cação Ψ em função da
frequência de excitação, para vários

valores da taxa de amortecimento D pode ser visto no grá�co da
Figura 10.Pode-se notar que o fator de magni�cação aprenta um valor
máximo em seu módulo. Esse

máximo ocorre emωr = ωn

√1− 2D2

onde ωr é a frequência circular de ressonância. O valor máximo
de |Ψ| é

|Ψ|max =1

2D√

1−D2

11


	
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

ω/ωn

0,1

1

10

Fator de Magnificação ΨForça de Excitação Q Constante

D = 0.01

0.02

0.05

0.10

0.60

0.50

0.40

0.20

0.30

Figura 10: Fator de magni�cação |Ψ|

Em muitos casos a amplitude da carga dinâmica Q(t) depende
também da frequência. Issoocorre principalmente com carregamentos
aplicados por máquinas rotativas. Nesses casos a cargadinâmica é
devida a uma pequena massa excêntrica Me que gira ao redor de um
eixo com excen-tricidade le e frequência circular ω. Então a carga
dinâmica será dada por:

Q(t) = Meleω2eiωt

A solução do deslocamento u para esse caso é:

u = deiωt, d =Meleω

2

K + iωC − ω2Mou

d =Meleω

2M

KM

1

1 + iC/K − ω2M/K=MeM

le

(ω

ωn

)2Ψ

Chamando

Ψ′ =

(ω

ωn

)2Ψ =

(ω/ωn)2

1 + 2i (ω/ωn)D − (ω/ωn)2

resulta

u =MeM

leΨ′eiωt

12


	
A amplitude do deslocamento u é dada por (Me/M)le|Ψ′| onde

|Ψ′| = (ω/ωn)2√[

1− (ω/ωn)2]2

+ 4 (ω/ωn)2D2

e o ângulo de fase é o mesmo do caso anterior:

ϕ1 = arctan

[− 2 (ω/ωn)D

1− (ω/ωn)2

]O comportamento de |Ψ′| em função da frequência de excitação ω
para vários valores da taxa

de amortecimento D pode ser visto no grá�co da Figura 11.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

ω/ωn

0,1

1

10

Fator de Magnificação Ψ’Força de Excitação Q = M

el ω

2

D = 0.01

0.02

0.05

0.10

0.600.50

0.40

0.20

0.30

Figura 11: Valor de |Ψ′| em função de ω/ωn para diferentes
valores de D

O máximo de |Ψ′| ocorre emωr =

ωn√1− 2D2

onde ωe é a frequência circular de ressonância. O valor máximo
de |Ψ′| é

|Ψ′|max =1

2D√

1−D2
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6 Resposta à vibração do suporte

M

CK

u(t)

ub(t)

Figura 12: Sistema amortecido com deslocamento do suporte

Muitas vezes o movimento do corpo de massa M se deve a um
movimento ub(t) imposto aosuporte, como esquematizado na Figura 12.
Nesse caso a equação de equilíbrio dinâmico �ca:

−K (u− ub)− C (u̇− u̇b) = Mü

ouKu+ Cu̇+Mü = Kub + Cu̇b

Se ub for uma função harmônica no tempo, então

ub(t) = ubeiωt ⇒ u = deiωt

Substituindo no equilíbrio obtem-se:(K + iωC − ω2M

)d = (K + iωC)ub

o que conduz a

d = ubK + iωC

K + iωC − ω2M= ub

1 + iωC/K

1 + iωC/K − ω2M/Ke, então,

d

ub=

1 + 2i (ω/ωn)D

1 + 2i (ω/ωn)D − (ω/ωn)2= [1 + 2i (ω/ωn)D] Ψ = Ψ

′′

O valor de |Ψ′′| indica o fator de magni�cação da amplitude do
deslocamento do corpo emrelação ao deslocamento do suporte:

|Ψ′′| =

√1 + 4 (ω/ωn)

2D2√[1− (ω/ωn)2

]2+ 4 (ω/ωn)

2D2

e o ângulo de fase entre u e ub é:

ϕ2 = arctan−2D (ω/ωn)3

1− (ω/ωn)2 (1 + 4D2)

O comportamento de |Ψ′′| em função da frequência de excitação ω
para vários valores da taxade amortecimento D pode ser visto no
grá�co da Figura 13.
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D=0.05

D=0.1

D=0.2

D=0.3

D=0.5

D=0.7

D=1

Figura 13: Valor de |Ψ′′| em função de ω/ωn para diferentes
valores de D

7 Força transmitida ao suporte

No caso da carga dinâmica Q(t) aplicada ao sistema amortecido,
às vezes deseja-se determinar aforça total F (t) transmitida ao
suporte. Essa força é dada pela soma da força atuante na mola eda
força atuante no amortecedor:

F = Ku+ Cu̇

Quando a carga dinâmica é harmônica, o deslocamento u e,
portanto, a força transmitida F ,também são. Assim

F eiωt = Kdeiωt + iωCdeiωt ⇒ F = (K + iωC) d

Como

d =Q

K + iωC − ω2M⇒ F = Q K + iωC

K + iωC − ω2M= QΨ′′

com o fator de magni�cação Ψ′′ dado na seção anterior.O valor do
ângulo de fase entre F e Q também é o mesmo ϕ2 dado na seção
anterior.

15


	
8 Vibração de rotação

Na Figura 14 está esquematizado um sistema em que um corpo
rígido é suportado por uma molade rigidez K e um amortecedor com
coe�ciente de amortecimento C. O corpo tem um ponto O�xo a uma
rótula, de tal forma que apenas rotação θ do corpo é permitida
nesse ponto.

K

21

C

l

l

c

k

O

θ

Figura 14: Corpo sujeito à rotação em torno de um ponto �xo

Os delocamentos verticais dos pontos 1 e 2 são:

u1 = −θlc, u2 = −θlkAssim, o equilíbrio dinâmico de momentos en
torno do ponto O �ca:

−Klkθ − Clcθ̇ = Ioθ̈

onde Io é momento de inércia do corpo em relação ao ponto
O.Note-se que a equação diferencial de equilíbrio de momentos tem a
mesma estrutura da equação

de equilíbrio de forças da seção 3. Portanto toda a formulação
apresentada naquela seção pode seraplicada aqui, apenas
substituindo u por θ, M por Io, K por Klk e C por Clc.

Também no caso de vibração forçada, a formulação anterior é
aplicável, substituindo as forçasdinâmicas pelos momentos em
relação ao pont O.

9 Sistemas com mais de um grau de liberdade

No caso mostrado na Fig. 15, dois corpos de massasM1 eM2,
interligados por molas com rigidezesK1 e K2 são submetidos à
vibração livre.

O equilíbrio dinâmico das forças atuando no corpo 1 e corpo 2
resulta no sistema de equações:

−K1u1 +K2(u2 − u1) = M1ü1−k2(u2 − u1) = M2ü2

ou

M1ü1 + (K1 +K2)u1 −K2u2 = 0M2ü2 −K2u1 +K2u2 = 0

16


	
M

M

K1

2

1

2

K

u1

u2

Figura 15: Sistema com dois corpos interligados por molas

Esse sistema pode ser reescrito em forma matricial como:[K1 +K2
−K2−K2 K2

]{u1u2

}+

[M1 00 M2

]{ü1ü2

}=

{00

}ou, simplemente

Ku + Mü = 0

onde K é chamada de matriz de ridez do sistema e M matriz de
massa.A solução do sistema tem a forma:

u1 = d1eiωt, u2 = d2e

iωt

o que conduz a[K1 +K2 −K2−K2 K2

]{d1d2

}eiωt − ω2

[M1 00 M2

]{d1d2

}eiωt =

{00

}ou (

K− ω2M)d = 0

Para que o sistema de equações tenha solução não trivial é
necessário que a matriz resultanteda operação entre parênteses seja
singular, ou seja, tenha determinante nulo:

det(K− ω2M

)= 0

Isso leva à equação polinomial do segundo grau em ω2:(K1 +K2 −
ω2M1

) (K2 − ω2M2

)−K22 = 0
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A solução dessa equação polinomial fornece os autovalores da
matriz K em relação à matrizM:

ω2a =K1M2 +K2(M1 +M2)−

√[K1M2 = K2(M1 +M2)]

2 − 4K1K2M1M22M1M2

ω2b =K1M2 +K2(M1 +M2) +

√[K1M2 = K2(M1 +M2)]

2 − 4K1K2M1M22M1M2

ou seja, o sistema possui duas frequências naturais de vibração:
ωa e ωb.Assim, os deslocamentos u1 e u2 �cam

u1 = d1aeiωat + d1be

iωbt

u2 = d2aeiωat + d2be

iωbt

Os coe�cientes dij estão relacionados pelos autovetores
correspondentes às duas frequênciasnaturais ωa e ωb. Essa relação
pode ser obtida fazendo([

K1 +K2 −K2−K2 K2

]− ω2a

[M1 00 M2

]){d1ad2a

}=

{00

}o que conduz a (

K1 +K2 − ω2aM1)d1a = K2d2a ⇒

d2ad1a

=K1 +K2 − ω2aM1

K2

e, da mesma forma (K1 +K2 − ω2bM1

)d1b = K2d2b ⇒

d2bd1b

=K1 +K2 − ω2bM1

K2

Essas relações são chamadas de modos de vibração do
sistema.Finalmente, os deslocamentos �cam:

u1 = d1aeiωat + d1be

iωbt

u2 =K1 +K2 − ω2aM1

K2d1ae

iωat +K1 +K2 − ω2bM1

K2d1be

iωbt

Os coe�cientes d1a e d1b são possivelmente complexos e
determinados a partir das condiçõesiniciais:

u1(0), u̇1(0), u2(0), u̇2(0)

10 Acoplamento entre deslocamento e rotação

10.1 Vibração livre

No sistema mostrado na Figura 16, um corpo de massa M suportado
por duas molas K1 e K2 ésubmetido à vibração livre.
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G

l1 l2

K1 K 2

u

θ1 2

Figura 16: Corpo sujeito ao deslocamento e rotação

Ao vibrar, o corpo apresentará deslocamento u e rotação θ em
relação ao seu centro de gravidadeG. As molas estão �xadas ao corpo
nos pontos 1 e 2 indicados na �gura. Então, os deslocamentosdesses
pontos são dados por:

u1 = u+ θl1, u2 = u− θl2O equilíbrio dinâmico de forças
resulta:

−K1u1 −K2u2 = Mü

ou− (K1 +K2)u− (K1l1 −K2l2) θ = Mü

Já o equilíbrio dinâmico de momentos em relação ao centro de
gravidade G resulta:

−K1u1l1 +K2u2l2 = Iθ̈

ou− (K1l1 −K2l2)u−

(k1l

21 +K2l

22

)θ = Iθ̈

onde I é o momento de inércia do corpo em relação ao centro de
gravidade G e θ̈ é a sua aceleraçãoangular.

As equações de equilíbrio podem ser colocadas em um sistema de
equações diferenciais:

(K1 +K2)u+ (K1l1 −K2l2) θ +Mü = 0(K1l1 −K2l2)u+

(K1l

21 +K2l

22

)θ + Iθ̈ = 0

Assumindo u e θ na forma:u = due

iωt, θ = dθeiωt

chega-se a: ([K1 +K2 K1l1 −K2l2

K1l1 −K2l2 K1l21 +K2l22

]− ω2

[M 00 I

]){dudθ

}=

{00

}
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Essa equação tem a mesma estrutura da obtida na seção
anterior:(K− ω2M

)d = 0

Portanto a solução é dada pelos autovalores e autovetores da
matriz de rigidez K em relação àmatriz de massa M. Há portanto duas
frequências naturais de vibração do sistema e o movimentode
vibração livre é uma composição de deslocamento e rotação
acoplados.

Note-se que seK1l1 = K2l2 a matriz de rigidezK torna-se
diagonal, ou seja, apenas os elementosda sua diagonal são
diferentes de zero. Nesse caso, o deslocamento u �ca desacoplado da
rotaçãoθ e os dois movimentos �cam independentes entre si. As duas
frequências naturais obtidas serãoentão relacionadas diretamente
aos dois tipos de movimento.

10.2 Vibração forçada

Se gfor aplicada uma força dinâmica Q(t) ao corpo sujeito ao
deslocamento e rotação, como mos-trado na Figura 17, os equilíbrios
de forças e momentos �cam:

M1ü1 + (K1 +K2)u1 −K2u2 = QM2ü2 −K2u1 +K2u2 = Qlq

Esse sistema pode ser reescrito em forma matricial como:[K1 +K2
−K2−K2 K2

]{u1u2

}+

[M1 00 M2

]{ü1ü2

}=

{QQlq

}ou, simplemente

Ku + Mü = q

G

l1 l2

K 1 K 2

u

θ1 2

lq

Q(t)

Figura 17: Corpo com deslocamento e rotação sob vibração
forçada

Se a carga Q(t) for harmônica no tempo, então

Q(t) = Qeiωt
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o que leva au = due

iωt, θ = dθeiωt, ü = −ω2dueiωt, θ̈ = −ω2dθeiωt

e ([K1 +K2 K1l1 −K2l2

K1l1 −K2l2 K1l21 −K2l22

]− ω2

[M 00 I

]){dudθ

}=

{QQlq

}ou (

K− ω2M)d = q

O vetor de deslocamento/rotação será dado pela solução do
sistema de equações:

d =(K− ω2M

)−1q

Note-se que se a frequência de excitação for igual a qualquer
uma das duas freqências naturaisdo sistema, a matriz K − ω2M �ca
singular e, então, o deslocamento e a rotação tenderão
aoin�nito.

11 Excitação não harmônica - Series de Fourier

11.1 Funções periódicas

São chamadas de fuções periódicas aquelas que têm a
propriedade

h(t+ P ) = h(t)

para qualquer valor de t. Nessa equação P é chamado de período.
Note-se que para um funçãoperiódica, NP também é um período para
qualquer valor de N inteiro.

É chamado de período fundamental T o menor período para o qual a
propriedade é válida.Para o período fundamental, são de�nidas

f =1

T, ω = 2πf =

2π

T

onde f é a frequência e ω a frequência circular.

11.2 Séries de Fourier

Seja uma função periódica (não necessariamente harmônica) h(t)
qualquer com período fundamen-tal T . Essa função pode ser expressa
por:

h(t) =a02

+∞∑n=1

(an cos

2nπt

T+ bn sen

2nπt

T

)chamada de série de Fourier. Os coe�cientes an, bn são dados
por:

a0 =2

T

∫ T0

h(t) dt
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e

an =2

T

∫ T0

h(t) cos2nπt

T

bn =2

T

∫ T0

h(t) sen2nπt

T

A série de Fourier também pode ser expressa por:

h(t) =∞∑

n=−∞

cneiωnt

onde

ωn =2nπ

Te os coe�cientes cn são dados por

cn =1

T

∫ T0

h(t)eiωntdt

Pode-se veri�car que

cn =

12

(an − ibn) n > 0a02

n = 012

(a−n + ib−n) n < 0

A série de Fourier permite expressar uma função periódica
qualquer como uma combinaçãolinear de funções harmônicas. Para um
sistema mecânico linear submetido a uma ação (porexemplo, uma
carga) dinâmica não harmônica, mas periódica, pode-se determinar a
série de Fouriercorrespondente a essa ação, calcular a resposta do
sistema (por exemplo, deslocamento) a cadafunção harmônica da série
e obter a resposta �nal pela combinação linear das respostas
parciais.

Na prática, o número de funções harmônicas empregadas na análise
é limitado. Apenas asprimeiras N funções são usadas. Isso porque a
in�uência das frequências mais altas no resultado�nal tende a ser
pequena.

11.3 Transformada integral de Fourier

Se a função h(t) não é periódica, é possível fazer o período T →
∞ na formulação. Isso leva àtransformada integral de Fourier:

ĥ(ω) =

∫ ∞−∞

h(t)e−iωtdt

A partir da função transformada ĥ(ω) pode-se obter h(t) usando
a transformada inversa:

h(t) =1

2π

∫ ∞−∞

ĥ(t)eiωtdω

A utilização da transformada de Fourier é similar à série de
Fourier. A partir da excitaçãodinâmica dada no domínio do tempo,
obtem-se a excitação transformada no domínio da frequência.Essa
função é usada então na formulação do sistema para obter a resposta
também no domínio dafrequência. A resposta �nal no tempo é obtida
aplicando a transformada inversa.
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11.4 Transformada discreta de Fourier

Em muitos casos, a excitação a ser aplicada ao sistema não é
conhecida na forma de uma funçãoanalítica. Apenas valores discretos
da excitação em pontos geralmente igualmente espaçados notempo são
dados. Isso ocorre quando esse valores são obtidos por instrumentos
digitais. Umexemplo são os abalos sísmicos que tem os valores de
aceleração registrados por sismógrafos.

Nesses casos, tomam-se N pontos (amostras) de medida, h0, h1,
h2, . . . hN−1, e determinam-secomponentes de frequência ĥ0, ĥ1,
ĥ2, . . . ĥN−1 atraves de

ĥk =N−1∑n=0

hn exp

(−i2πkn

N

)

A frequência circular correspondente a cada valor ĥk é:

ωk =2πk

N

Pode-se realizar a operação inversa:

hn =1

N

N−1∑k=0

ĥk exp

(i2πkn

N

)
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