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 CONTEÚDO
 1. Introdução
 2. Pequenas oscilações em torno de uma posição de equilíbrio
 Sistemas discretos:
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 CONTEÚDO
 Sistemas contínuos:5. Modelagem pelo método dos elementos
 finitos
 6. Análise de vibração pelo método dos elementos finitos
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (quanto ao número de graus de liberdade)
 Sistema discretos
 Sistema contínuos
 métodos de ______discretização
 Sistemas com um grau de liberdade
 Sistemas com ngraus de liberdade
 análise ___________modal
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (quanto a linearidade)
 sistema
 linear
 vale princípio de superposição
 sistema
 não linear
 • grandes deformações
 • movimento de corpo rígido
 • equação constitutiva
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (quanto ao tipo de excitação)
 excitação determinística
 • transiente
 • periódica
 excitação aleatória
 • harmônica
 • periódica
 • periódica complexa
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (técnicas de solução)
 • sistemas lineares
 • uso de superposição
 • soluções analíticas
 • métodos numéricos
 • sistemas não lineares
 • métodos numéricos
 • métodos de perturbação
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 CLASSIFICAÇÃO DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
 (técnicas de solução – sistemas lineares)
 • problemas transientes
 • transformada de Laplace
 • método numérico
 • problemas periódicos
 • transformada de Fourier
 • método numérico
 (estado estacionário)
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 ),( yyF ɺ
 m
 y(t) ),()( yyFtym ɺɺɺ =
 As forças externas dependem somente da velocidade e da posição da partícula
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 equilíbrio instável
 equilíbrio estável
 equilíbrio indiferente
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 ),( yyF ɺ
 m
 y(t)
 Cálculo da posição
 de equilíbrio:
 0)0,( =eyF
 ),()( yyFtym ɺɺɺ =
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 LINEARIZAÇÃO
 ),(),(
 )(),(
 )0(
 ),()(
 , yyOyy
 yyFyy
 y
 yyFyF
 yyFtym
 e
 e
 e
 e ɺɺɺ
 ɺɺ
 ɺɺɺ
 +∂
 ∂+−∂
 ∂+=
 ==Expansão em torno de um ponto de equilíbrio:
 ey
 yyFk
 ∂∂−= ),( ɺ
 ey
 yyFc
 ɺ
 ɺ
 ∂∂−= ),(0)0,( =eyF
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Equação Linearizada:
 ycyykyyFtym e ɺɺɺɺ )( ),()( −−−≅=
 Expansão em torno de um ponto de equilíbrio:
 0)( )( =−++ eyykyctym ɺɺɺ
 eytytx −= )()( 0 )( =++ xkxctxm ɺɺɺ
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Estabilidade : 0)( )( )( =++ txktxctxm ɺɺɺ
 c>0 e k>0 Equilíbrio assintot. estável
 c=0 e k>0 Equilíbrio estável
 c<0 ou
 c=0 e k<0Equilíbrio instável

Page 15
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 15
 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 LINEARIZAÇÃO
 Expansão em torno de um ponto de equilíbrio :
 • deixa de ser válida quando o sistema se afasta da posição de equilíbrio
 • isso sempre acontece quando o ponto de equilíbrio é instável
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: pêndulo simples
 L
 m
 mg
 θ(t) mg
 m
 T
 θ(t)
 )(tLθɺɺ)(
 )sin(
 tmL
 mgFt
 θ
 θɺɺ=
 −=∑
 )sin()( θθL
 gt −=ɺɺ
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Pêndulo simples: posições de equilíbrio
 )sin()( θθL
 gt −=ɺɺ 0)sin( =− eL
 g θ
 …,2 , ,0 ππθ ±±=e
 Duas posições de equilíbrio distintas: πθθ
 ==
 2
 1 0
 e
 e
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Pêndulo simples: linearização
 [ ] [ ] θθ
 θθθθ
 θθθ
 θθθ
 θθθθθ
 θθθθ
 θθθθ
 θθθθ
 θθθθ
 ɺɺ
 ɺɺ
 ɺɺɺ
 ɺɺɺɺ
 ɺɺɺ
 ee
 ee
 L
 g
 L
 g
 L
 gt
 FFFt
 FL
 gt
 ee
 eee
 ==
 ==
 ∂∂−−
 ∂∂−−≅
 −∂
 ∂+−∂
 ∂+≅
 =−=
 )sin()(
 )sin()sin()(
 )(),(
 )(),(
 )0,()(
 ),()sin()(
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Pêndulo simples: linearização
 ettx θθ −= )()( )()cos()( txL
 gtx e
 −= θɺɺ
 [ ] [ ]
 ))(cos()(
 )sin()(
 )sin()sin()(
 ee
 ee
 L
 gt
 L
 g
 L
 g
 L
 gt
 ee
 θθθθ
 θθ
 θθθθ
 θθθθθθθ
 −−≅
 ∂∂−−
 ∂∂−−≅
 ==
 ɺɺ
 ɺɺ
 ɺɺ
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Pêndulo simples: linearização
 )()cos()( txL
 gtx e
 −= θɺɺ
 0
 )cos(
 =
 =
 cL
 gk eθ
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 L
 m
 mg
 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Posições de equilíbrio 01 =eθ
 xL
 gx
 L
 gx e −=
 −= )cos(θɺɺ
 0
 0
 =
 >=
 cL
 gk
 Equilíbrio estável
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 L
 m
 mg
 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Posições de equilíbrio πθ =2e
 xL
 gx
 L
 gx e =
 −= )cos(θɺɺ
 0
 0
 =
 <−=
 cL
 gk
 Equilíbrio instávelπθ =
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: efeito da força da gravidade
 k c
 m
 mg
 F(t)y(t)
 m
 mg
 F(t)y(t)
 ky ycɺ
 mgtkytyctFtym −−−= )()()()( ɺɺɺ
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: efeito da força da gravidade
 mgtkytyctFtym −−−= )()()()( ɺɺɺ
 Posição de equilíbrio presença da gravidade
 0)(
 0
 ===
 tF
 y
 yy e
 ɺ 0=−− mgkye k
 mgye −=
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: efeito da força da gravidade
 Posição de equilíbrio presença da gravidade
 k
 mgye −=
 m
 mg
 F(t)y(t)
 ky ycɺ
 mg/k
 x(t)
 k
 mgtyytytx e +=−= )()()(
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: efeito da força da gravidade
 k
 mgtyytytx e +=−= )()()(
 Substituindo na equação de equilíbrio:
 mgtkytyctFtym −−−= )()()()( ɺɺɺ
 )()(
 )()(
 tytx
 tytx
 ɺɺɺɺ
 ɺɺ
 ==
 mgk
 mgtxktxctFtxm −
 −−−= )()()()( ɺɺɺ
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo: efeito da força da gravidade
 )()()()( tFtkxtxctxm =++ ɺɺɺ
 Simplificando:
 mgk
 mgtxktxctFtxm −
 −−−= )()()()( ɺɺɺ
 onde x(t) é medido em relação à posição de equilíbrio
 m
 y(t)
 ye
 x(t)
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exemplo:
 Rrc
 CM
 gCasca cilíndrica fina de massa m oscilando sob ação da gravidade.
 rc = 2R/π×
 y
 x
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 PEQUENAS OSCILAÇÕES EM TORNO DE UMA POSIÇÃO DE EQUILÍBRIO
 Exercício: Obtenha a condição envolvendo m1, m2, L1, L2, k e g para que o pêndulo seja estável na configuração de equilíbrio que corresponde ao menor valor absoluto de θ.
 m1
 L2
 k
 g
 m2
 L1θ
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 SISTEMAS DISCRETOS
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 ELEMENTOS IDEAIS
 Massa ideal:
 • armazena energia cinética
 • rígida
 Equação constitutiva: lei de Newton
 (válida apenas em um referencial inercial)
 )(txmF ɺɺ=

Page 32
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 32
 ELEMENTOS IDEAIS
 Mola ideal:
 • armazena energia potencial elástica
 • não tem massa
 • não dissipa energia (sem histerese)
 • linear
 Equação constitutiva: lei de Hooke
 )(tkxF =
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 ELEMENTOS IDEAIS
 Mola ideal representada por estrutura contínua: exemplo da viga.
 P
 δ
 L
 EI
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 ELEMENTOS IDEAIS
 Amortecedor ideal:
 • dissipa energia
 • não tem massa
 • não tem rigidez
 • viscoso
 Equação constitutiva: atrito viscoso
 )(txcF ɺ=
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 ELEMENTOS IDEAIS
 Dissipadores de energia: atrito
 • atrito viscoso
 • atrito coulombiano
 • atrito aerodinâmico
 • histerese (atrito sólido)
 )(txcFat ɺ=NFat µ−=
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 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 c
 k
 m mycɺ
 ky
 y(t)
 F(t)F(t)
 )()()()( tkytyctFtym −−= ɺɺɺ
 )()()()( tFtkytyctym =++ ɺɺɺ
 Equilíbrio de forças:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Modelagem via equação de Lagrange:
 energia cinética:
 energia potencial elástica:
 )(2
 1 2 tymT ɺ=
 )(2
 1 2 tkyV =
 Lagrangeano : )(2
 1)(
 2
 1 22 tkytymVTL −=−= ɺ
 trabalho das forças não conservativas:
 ( ))( )(
 )( )()(
 tytQ
 tytyctFW
 y δδδ
 =−= ɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Modelagem via equação de Lagrange:
 )()()()( tFtkytyctym =++ ɺɺɺ
 )(tQy
 L
 y
 L
 dt
 dy=
 ∂∂−
 ∂∂ɺ
 ( ) )()()()( tyctFtkytymdt
 dɺɺ −=+
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 )()()()( tFtkytyctym =++ ɺɺɺ
 Normalização da equação de equilíbrio:
 k
 tF
 m
 kty
 m
 kty
 m
 cty
 )()()()( =++ ɺɺɺ
 m
 kn =2ω
 k
 tFtf
 )()( =
 m
 cn =ζω2
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Normalização da equação de equilíbrio:
 )()()(2)( 22 tftytyty nnn ωωζω =++ ɺɺɺ
 2nω
 km
 c
 m
 c
 n 22==
 ωζ
 )(tf
 freqüência natural não amortecida
 fator de amortecimento
 deslocamento estático equivalente
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Normalização da equação de equilíbrio:
 • a dinâmica de um sistema de um grau de liberdade é inteiramente caracterizada por dois parâmetros: ζ e ωn.
 • note que f(t) está associado com a excitação externa e não com as propriedades do sistema
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 km
 c
 m
 c
 n 22==
 ωζ
 fator de amortecimento
 • diretamente proporcional a viscosidade
 • inversamente proporcional raiz da massa
 • inversamente proporcional raiz da rigidez
 • em problemas de análise estrutural, ζ é pequeno (da ordem de 0.02)
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Solução da equação de equilíbrio:
 PROBLEMA DE VIBRAÇÃO LIVRE
 solução da equação homogênea associada
 PROBLEMA DE VIBRAÇÃO FORÇADA
 solução particular
 SOLUÇÃO GERAL
 solução homogênea + solução particular

Page 45
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 45
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADESolução da equação de equilíbrio:
 0)()(2)( 2 =++ tytyty hnhnh ωζω ɺɺɺ
 a) solução da equação homogênea equivalente
 b) solução particular
 )()()(2)( 22 tftytyty npnpnp ωωζω =++ ɺɺɺ
 c) solução geral
 )()()( tytyty hp +=condições
 iniciais
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEClassificação quanto ao tipo de excitação:
 )()()(2)( 22 tftytyty nnn ωωζω =++ ɺɺɺ
 0)( =tf
 0)( ≠tf
 vibração livre
 • amortecida
 • não amortecida
 vibração forçada
 • periódica
 • transiente
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE: f(t) = 0
 SOLUÇÃO GERAL = solução homogênea
 (movimento é devido às condições iniciais)
 0)()(2)( 2 =++ tytyty nn ωζω ɺɺɺ
 0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
 condições
 iniciais
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 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE:
 VIBRAÇÃO LIVRE
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 0)()( 2 =+ tyty nωɺɺ0 ;0)( == ζtf
 solução homogênea = solução geral:
 ( ) ( )tCtCty nn ωω sincos)( 21 +=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 )sin()cos( θθθ je j +=
 solução via método clássico
 usa-se a igualdade:
 0)()( 2 =+ tyty nωɺɺ
 assumir: ptDety =)(
 para resolver:
 ptDepty 2)( =ɺɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 equação característica: ( ) 0 22 =+ ptn eDp ω
 0≠ptDen
 n
 jp
 jp
 ωω
 −==
 2
 1
 tptp eDeDty 2121)( +=solução:
 0=ptDesolução
 trivial
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 ( ) ( )( ) ( ) )sin()cos(
 )sin()cos()sin()cos(
 )(
 2121
 21
 21
 tDDjtDD
 tjtDtjtD
 eDeDty
 nn
 nnnn
 tjtj nn
 ωωωωωω
 ωω
 −++=−++=
 += −
 y(t) é real: D1+D2 é real
 D1−D2 é imaginário puro
 D1 e D2 são complexos conjugados
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 D1 e D2 são complexos conjugados
 ( )
 ( )2
 2
 212
 211
 jCCD
 jCCD
 +=
 −=
 221
 121
 jCDD
 CDD
 −=−=+
 ( ) ( ))sin()cos( )(
 )sin()cos()(
 21
 2121
 tCtCty
 tDDjtDDty
 nn
 nn
 ωωωω
 +=−++=
 onde C1 e C2 são números reais
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução homogênea = solução geral:
 0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
 condições
 iniciaisn
 vC
 yC
 ω0
 2
 01
 =
 =
 ( ) ( )tCtCty nn ωω sincos)( 21 +=
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 ( ) ( )tvtyty n
 nn ω
 ωω sincos)( 0
 0 +=
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução para condições iniciais arbitrárias:
 CONCLUSÃO:em vibração livre, o movimento só é possível na freqüência natural do sistema
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução alternativa:
 ( ) )sin()sin()cos()cos(cos bababa −=+
 ( )φω −= tAty ncos)(
 ( ) ( )tAtAty nn ωφωφ sin)sin(cos)cos()( +=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 comparação entre as soluções alternativas:
 ( ) ( )tAtAty nn ωφωφ sin)sin(cos)cos()( +=
 ( ) ( )tCtCty nn ωω sincos)( 21 +=
 )sin(
 )cos(
 2
 1
 φφ
 AC
 AC
 ==
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 solução alternativa:
 )sin(
 )cos(
 2
 1
 φφ
 AC
 AC
 ==
 ( )φω −= tAty ncos)(
 =
 =
 +=+=
 −−
 n
 n
 y
 v
 C
 C
 vyCCA
 ωφ
 ω
 0
 01
 1
 21
 2
 020
 22
 21
 tantan
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 A: amplitude (depende das condições iniciais)
 φ: fase (depende das condições iniciais)
 ωn: freqüência natural
 T = 2π/ωn: período
 ( )φω −= tAty ncos)(
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 ( )φω −= tAty ncos)(
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 t
 y(t)
 Acos(φ) A
 T = 2πωn
 φωn
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 aplicação das soluções alternativas:
 conveniente para aplicar condições iniciais
 conveniente para visualização gráfica
 ( ) ( )tCtCty nn ωω sincos)( 21 +=
 ( )φω −= tAty ncos)(
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 Exemplo: pêndulo simples
 L
 m
 mg
 θ(t) mg
 m
 T
 θ(t)
 )(tLθɺɺ)(
 )sin(
 tmL
 mgFt
 θ
 θɺɺ=
 −=∑
 )sin()( θθL
 gt −=ɺɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 Exemplo: pêndulo simples
 0)sin()( =+ θθL
 gtɺɺ 0)( =+ θθ
 L
 gtɺɺ
 linearização
 0)()( 2 =+ tt nθωθɺɺforma padrão
 L
 gn =ω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 Exemplo: pêndulo simples (solução linear)
 L
 gn =ω
 g
 LT π2=
 período independe das condições iniciais
 ( ) ( )ttt nn
 n ωωθωθθ sincos)( 0
 0
 ɺ
 +=
 solução para condições iniciais arbitrárias:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE NÃO -AMORTECIDA:
 Exemplo: pêndulo simples (solução linear)
 CONCLUSÕES
 • período independe das condições iniciais
 • amplitude depende das condições iniciais
 • solução é válida para pequenas oscilações
 (devido à linearização )
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 0)()(2)( 2 =++ tytyty nn ωζω ɺɺɺ0)( =tf
 solução homogênea = solução geral:
 • forma da solução depende do fator de amortecimento
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 assumir: ptDety =)(pt
 pt
 Depty
 pDety2)(
 )(
 ==
 ɺɺ
 ɺ
 0)()(2)( 2 =++ tytyty nn ωζω ɺɺɺ
 equação característica:
 0 )2( 22 =++ ptnn eDpp ωζω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 equação característica: 02 22 =++ nn pp ωζω
 1
 1
 22
 21
 −−−=
 −+−=
 ζωζω
 ζωζω
 nn
 nn
 p
 praízes:
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 • ζ < 1 : raízes complexas conjugadas
 • ζ = 1 : raízes reais e repetidas
 • ζ > 1 : raízes reais e distintas
 1
 1
 22
 21
 −−−=
 −+−=
 ζωζω
 ζωζω
 nn
 nn
 p
 p

Page 70
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 70
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 ζ < 1 : raízes complexas conjugadas
 ( ) ( ) nnnpp ωζωζω =−+−== 22221 1
 o módulo das raízes não depende de ζ :
 22
 21
 1
 1
 ζωζω
 ζωζω
 −−−=
 −+−=
 nn
 nn
 jp
 jp
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 solução via método clássico
 ζ = 1 : raízes repetidas
 npp ω−== 21
 ζ > 1 : raízes reais negativas
 • uma das raízes é maior que –ωn e a outra menor que –ωn

Page 72
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 72
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:Representação gráfica das raízes
 Re
 Imnjω
 njω−
 21 ζω −nj
 nζω−
 nω−
 0<ζ <1
 ζ =1
 ζ >1
 raízes complexas
 raízes reais
 raízes repetidas
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 1: amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 22
 21
 1
 1
 ζωζω
 ζωζω
 −−−=
 −+−=
 nn
 nn
 jp
 jp
 ( ) ( )
 ( )tjtjt
 tjtjtptp
 ddn
 dndn
 eDeDe
 eDeDeDeDtyωωζω
 ωζωωζω
 −−
 −−+−
 +=
 +=+=
 21
 2121
 )( 21
 onde: 21 ζωω −= nd
 freqüência natural amortecida
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 1: amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 )cos(
 )(sin)cos( 2121
 φωωωωω
 −=+=+ −
 tA
 tCtCeDeD
 d
 ddtjtj dd
 ( ))cos(
 )(sin)cos()( 21
 φωωω
 ζω
 ζω
 −=
 +=−
 −
 tAe
 tCtCety
 dt
 ddt
 n
 n
 duas formas equivalentes de expressar a solução
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 1: amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 =)(ty tnAe ζω− )cos( φω −td
 amplitude exponencialmente amortecida
 termo harmônico de freqüência ωd
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 y(t)
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADEVIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA: ζ < 1
 Acos(φ)
 φωd
 envoltória com
 decaimento exponencial
 tnAe ζω−
 tnAe ζω−−
 t
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 1: amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 solução para condições iniciais gerais
 ++= − )(sin)cos()( 000 t
 yvtyety d
 d
 nd
 tn ωωζωωζω
 0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 1: amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 solução para condições iniciais gerais
 )cos()( φωζω −= − tAety dtn
 0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
 amplitude 2
 0020
 ++=d
 n yvyA
 ωζω
 fase
 += −
 0
 001tany
 yv
 d
 n
 ωζωφ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 2: amortecimento crítico: ζ = 1
 npp ω−== 21
 soluções independentes
 ttp
 ttp
 n
 n
 tetety
 eety
 ω
 ω
 −
 −
 ==
 ==
 1
 1
 2
 1
 e
 )(
 )(
 tt nn teCeCty ωω −− += 21)(solução geral
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 2: amortecimento crítico: ζ = 1
 =)(ty tne ω− ( ) 21 tCC +
 termo linear
 amortecimento exponencial
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 2: amortecimento crítico: ζ = 1
 solução para condições iniciais gerais
 ( )( ) tn
 netyvyty ζωω −++= 000)(0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 3: amortecimento super-crítico: ζ > 1
 1
 1
 22
 21
 −−−=
 −+−=
 ζωζω
 ζωζω
 nn
 nn
 p
 p
 tt
 tptp
 nnnn
 eDeD
 eDeDty
 −−−
 −+−
 +=
 +=1
 2
 1
 1
 21
 22
 21
 )(
 ζωζωζωζω
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 3: amortecimento super-crítico: ζ > 1
 ( )( ) ( )( )[ ]tCtCe
 eDeDety
 nnt
 ttt
 n
 nnn
 1sinh 1cosh
 )(
 22
 21
 1
 2
 1
 1
 22
 −+−=
 +=
 −
 −−
 −−
 ζωζωζω
 ζωζωζω
 • solução com dois termos exponenciais
 • um decai mais rapidamente que o outro
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 caso 3: amortecimento super-crítico: ζ > 1
 solução para condições iniciais gerais
 ( ) ( )
 −
 −++−= − t
 yvtyety n
 n
 nn
 tn )1(sinh1
 )1(cosh)( 2
 2
 0020 ζω
 ζωζωζωζω
 0
 0
 )0(
 )0(
 vy
 yy
 ==
 ɺ
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 amortecimento sub -crítico, crítico, super-crítico
 • a classificação do fator de amortecimento é somente devido a forma da solução matemática do problema
 • não há nenhuma mudança física no sistema quando o fator de amortecimento passa de uma classificação para outra
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 c
 k
 m
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 exemplo: vibração livre para deslocamento inicial y0 e velocidade inicial nula
 y(t)
 0
 0
 0)0(
 )0(
 ωω ===
 n
 y
 yy
 ɺ
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 y(t)
 0.00.20.61.01.5
 0
 0
 0)0(
 )0(
 ωω ===
 n
 y
 yy
 ɺ
 y0
 EFEITO DO FATOR DE AMORTECIMENTO:
 valores de ζ
 t
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 y(t)
 0.51.0
 0.0
 0)0(
 )0( 0
 ===
 ζy
 yy
 ɺ
 y0
 EFEITO DA FREQÜÊNCIA NATURAL
 valores de ωn/ω0
 t
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 y(t)
 0.51.01.5
 2.0
 0)0(
 )0( 0
 ===
 ζy
 yy
 ɺ
 y0
 EFEITO DA FREQÜÊNCIA NATURAL
 valores de ωn/ω0
 t
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 y(t)
 0.51.0
 0.1
 0)0(
 )0( 0
 ===
 ζy
 yy
 ɺ
 y0
 EFEITO DA FREQÜÊNCIA NATURAL
 valores de ωn/ω0
 t
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 EFEITO DA MASSA
 m
 kn =ω
 km
 c
 m
 c
 n 22==
 ωζ
 • a variação da massa afeta simultaneamente a freqüência natural e o fator de amortecimento do sistema
 • ambas grandezas variam com o inverso da raiz quadrada da massa
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 y(t)
 1.02.0
 EFEITO DA MASSA: exemplo0mm =
 2.00
 0
 ===ζζωωn
 02mm =
 2/
 2/
 0
 0
 ζζ
 ωω
 =
 =n
 y0
 valores de m/m0
 t
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 EFEITO DA RIGIDEZ
 m
 kn =ω
 km
 c
 m
 c
 n 22==
 ωζ
 • a variação da rigidez afeta simultaneamente a freqüência natural e o fator de amortecimento do sistema
 • a freqüência natural varia com a raiz quadrada da rigidez e o fator de amortecimento com o inverso da raiz da rigidez

Page 94
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 94
 y(t)
 1.02.0
 EFEITO DA RIGIDEZ: exemplo0kk =
 2.00
 0
 ===ζζωωn
 02kk =
 2/
 2
 0
 0
 ζζ
 ωω
 =
 =n
 y0
 valores de k/k0
 t
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 amortecimento sub -crítico: ζ < 1
 )cos()( φωζω −= − tAety dtn
 Considere dois instantes de tempo t1 e t2separados por um período de oscilação:
 d
 tTttωπ2
 112 +=+=
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 )cos()(
 )cos()(
 222
 111
 2
 1
 φωφω
 ζω
 ζω
 −==
 −==−
 −
 tAetyy
 tAetyy
 dt
 dt
 n
 n
 )cos(
 )cos(
 2
 1
 2
 1
 2
 1
 φωφω
 ζω
 ζω
 −−= −
 −
 te
 te
 y
 y
 dt
 dt
 n
 n
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 Tttt
 t
 dt
 dt
 nn
 n
 n
 n
 n
 eee
 e
 te
 te
 y
 y ζωζωζω
 ζω
 ζω
 ζω
 φωφω ===
 −−= −−
 −
 −
 −
 −)(
 2
 1
 2
 1 21
 2
 1
 2
 1
 )cos(
 )cos(
 d
 tTttωπ2
 112 +=+= )cos()cos( 21 φωφω −=− tt dd
 22 1
 2
 1
 22
 ζπζ
 ζωπζω
 ωπζωζω
 −=
 −==
 n
 nd
 nnT
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 Tney
 y ζω=2
 12
 2
 1
 1
 2ln
 ζπζζωδ−
 ==
 = T
 y
 yn
 onde δ é o decremento logarítmico:
 22 )2( πδδζ+
 =
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 y(t)
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico
 y1
 y2
 t1 t2
 d
 Tωπ2=
 =
 2
 1lny
 yδ
 1) obtem -seexperimentalmente:
 2) calcula-se:
 22 )2( πδδζ+
 =
 t
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico: generalização
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 considere dois instantes de tempo t1 e t2separados por r períodos de oscilação:
 dr rtrTtt
 ωπ2
 111 +=+=+ )cos()cos( 11 φωφω −=− +rdd tt
 Trttt
 t
 r
 nrn
 rn
 n
 eee
 e
 y
 y ζωζωζω
 ζω
 === +
 +
 −−−
 −
 +
 )(
 1
 1 11
 1
 1
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 Decremento logarítmico: generalização
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 δζω rTry
 yn
 r
 ==
 +1
 1ln
 =
 +ry
 y
 r 1
 1ln1δ

Page 102
                        

Instituto Tecnológico de Aeronáutica
 MPD-42 102
 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 • se o sistema é sub -amortecido, os dois parâmetros do sistema ( ζ e ωn) podem ser obtidos da resposta em vibração livre do sistema
 • ζ é calculado a partir do decremento logarítmico
 • ωd é calculada a partir do período:
 • ωn é calculada a partir de ωd e ζ :
 Td /2πω =21/ ζωω −= dn
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 Decremento logarítmico: exemplo
 • Sabe-se que a amplitude da vibração de um sistema amortecido cai de 50% depois de cinco ciclos completos e que o período da vibração é de 0.5 s. Assuma amortecimento viscoso e calcule o fator de amortecimento e a freqüência natural do sistema
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 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE
 VIBRAÇÃO LIVRE AMORTECIDA:
 Decremento logarítmico: exemplo
 Fazendo r = 5: 1386.02/
 ln5
 1ln
 5
 1ln
 1
 1
 1
 51
 1
 1
 1 =
 =
 =
 =
 ++ y
 y
 y
 y
 y
 y
 r r
 δ
 0221.0)2( 22
 =+
 =πδ
 δζ
 rad/s 56637.125.0
 22 === ππωTd
 rad/s 56944.121 2
 =−
 =ζ
 ωω dn
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 ATRITO COULOMBIANO
 km
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 mg )(),( tyty ɺ
 Fd=µmg
 0)(sinal =++ kyyFym d ɺɺɺ
 0<yɺ
 se: 0>yɺ
 se:
 dFkyym −=+ɺɺ
 dFkyym =+ɺɺ
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 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 m
 kn =2ω
 k
 Ff d
 d =
 freqüência natural não amortecida do sistema
 deslocamento estático da mola sob ação da força de atrito
 dndd f
 m
 kf
 m
 F 2ω== força normalizada por unidade de massa
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 0<yɺse: 0>yɺ se:
 dnn fyy 22 ωω −=+ɺɺ 22dnn fyy ωω =+ɺɺ
 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 condição inicial: 0)0( ;0)0( 0 =>= yyy ɺ
 tendência do movimento para esquerda:
 0<yɺ 22dnn fyy ωω =+ɺɺ
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 22dnn fyy ωω =+ɺɺ
 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 0)0(
 )0( 0
 ==
 y
 yy
 ɺ
 solução homogênea:
 solução particular:
 solução geral:
 )sin( )cos()( 21 tCtCty nnh ωω +=
 dp fty =)(
 )sin( )cos()( 21 tCtCfty nnd ωω ++=
 02
 01
 ==+
 C
 yfC
 n
 d
 ω 02
 01
 =−=
 C
 fyC d
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 22dnn fyy ωω =+ɺɺ
 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 ))sin(()(
 ))cos(()(
 0
 0
 tfyty
 tfyfty
 ndn
 ndd
 ωωω
 −−=−+=
 ɺ
 a solução acima é valida para: 0<yɺ
 limite de validade: 0))sin(()( 101 =−−= tfyty ndn ωωɺ
 0)sin( 1 =tnω nt ωπ /1 =
 solução acima é valida para: ntt ωπ /0 1 =≤≤
 nt ωπ /1 = 001 2))cos(()( yffyfty ddd −=−+= π
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 22dnn fyy ωω −=+ɺɺ
 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 0)(
 2)(
 1
 01
 =−=
 ty
 yfty d
 ɺ
 solução homogênea:
 solução particular:
 solução geral:
 )sin( )cos()( 21 tCtCty nnh ωω +=
 dp fty −=)(
 )sin( )cos()( 21 tCtCfty nnd ωω ++−=
 0
 2
 2
 01
 =−=−−
 C
 yffC
 n
 dd
 ω 0
 3
 2
 01
 =−=
 C
 fyC d
 velocidade passa a ser positiva:
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 22dnn fyy ωω −=+ɺɺ
 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 ))sin(3()(
 ))cos(3()(
 0
 0
 tfyty
 tfyfty
 ndn
 ndd
 ωωω
 −−=−+−=
 ɺ
 a solução acima é valida para: 0>yɺ
 limite de validade: 0))sin(3()( 202 =−−= tfyty ndn ωωɺ
 0)sin( 2 =tnω n2 /2 ωπ=t
 solução acima é valida para:nn ttt ωπωπ /2/ 21 =≤≤=
 n2 /2 ωπ=t ddd fyfyfty 4))cos(23()( 002 −=−+−= π
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 y(t)
 ATRITO COULOMBIANOy0
 fd
 −fd
 4fd
 nωπ
 nωπ2
 nωπ3
 nωπ4
 nωπ5
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 ATRITO COULOMBIANO
 sistema massa-mola com atrito coulombiano
 • a amplitude do movimento se reduz de 4fd a cada ciclo
 • o decaimento é linear e não exponencial como no atrito viscoso
 • a posição final da massa corresponde ao primeiro ponto em que a velocidade é nula e y<fdporque, nesse caso, a força restauradora kfd é menor que a força de atrito



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                Fisica 02 - Oscilações

                            

                                                    
                                Módulo – Ruído e Vibrações Vibrações Prof. Dr. Paulo J 

                            

                                                    
                                CT VIBRAÇÕES - Manutenção Preditiva / Análise de Vibrações

                            

                                                    
                                Vibrações Mecânicas

                            

                                                    
                                Respostas Halliday Oscilaçãoes - Oscilações

                            

                                                    
                                ERGONOMIA FATORES AMBIENTAIS · Sua unidade é a candela por metro quadrado ... Vibrações são oscilações da massa em função de um ponto ... estado de alerta e concentração,

                            

                                                    
                                Aula-6 Oscilações

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES OCUPACIONAIS

                            

                                                    
                                TPE PRINCÍPIOS DE VIBRAÇÕES MECÂNICAS PRINCÍPIOS DE VIBRAÇÕES MECÂNICAS PRINCÍPIOS DE VIBRAÇÕES MECÂNICAS PRINCÍPIOS DE VIBRAÇÕES MECÂNICAS

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES MECÂNICAS - mec.ita.brarfaria/MPD42_00.pdf · Instituto Tecnológico de Aeronáutica MPD-42 6 MOTIVAÇÃO (a) Medidas de modos de vibração Comparação com modelos

                            

                                                    
                                OSCILAÇÕES E ONDAS - UFRB

                            

                                                    
                                Legal Vibrações

                            

                                                    
                                Oscilações simples

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES - digmafra.com.br

                            

                                                    
                                vibrações mecanicas

                            

                                                    
                                Oscilações Ondas - IFSC

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES MECÂNICAS

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES MECÂNICAS - mec.ita.brarfaria/MPD42_03.pdf · Instituto Tecnológico de Aeronáutica MPD-42 3 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE Solução da equação de equilíbrio:

                            

                                                    
                                Análise de vibrações induzidas por vórtices usando ...monografias.poli.ufrj.br/monografias/monopoli10026996.pdf · oscilador de anv der Pol ou de Rayleigh, que modelam oscilações

                            

                                                    
                                Diego Orlando Absorsor Pendular para Controle de Vibrações ... controle de vibrações de torres altas e esbeltas, ... Em virtude da possibilidade de oscilações de grande amplitude,

                            

                                                    
                                Apostila Vibrações

                            

                                                    
                                Capítulo 17 – Oscilações 17.1 – Sistemas oscilantes Sistemas oscilantes estão entre os mais recorrentes e importantes de toda a Física Vibrações moleculares

                            

                                                    
                                Vibrações SAP2000

                            

                                                    
                                Oscilações Amortecidas e Forçadas

                            

                                                    
                                Fundamentos de Mecânica Ondulatória: Oscilações e Ondas Oscilações

                            

                                                    
                                Helder Rui Cardoso da Cruz AS OSCILAÇÕES TÁLAMO ... · Helder Rui Cardoso da Cruz AS OSCILAÇÕES TÁLAMO-CORTICAIS: ... de oscilações poderá ser aplicado no desenvolvimento

                            

                                                    
                                Apresentação vibrações

                            

                                                    
                                Aula - Oscilações Amortecidas e Forçadas

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES FORÇADAS

                            

                                                    
                                Oscilações - MHS

                            

                                                    
                                Vibrações forçadas

                            

                                                    
                                Vibrações Mecânicas - Vibração Livre Sistemas com 1 GL ...rbw.willmersdorf.net/ramiro/arquivos/vibracoes/Aula03-1DOF.pdf · Vibrações Mecânicas Vibrações Mecânicas Vibração

                            

                                                    
                                1.1 Oscilações

                            

                                                    
                                Vibrações lineares

                            

                                                    
                                VIBRAÇÕES MECÂNICAS - mec.ita.brarfaria/MPD42_02.pdf · Instituto Tecnológico de Aeronáutica MPD-42 5 SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE VIBRAÇÃO FORÇADA: f(t) ≠0 movimento

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


