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 Part I
 Probabilit¼ati
 1 Câmp de probabilitate.
 Operatii cu evenimente si formule de calcul
 pentru probabilit¼atile acestora.
 Evenimente independente.
 Probabilitatea conditionat¼a.
 Formula lui Bayes
 1.1 Câmp de probabilitate
 În teoria probabilit¼atilor consider¼am un experiment cu un rezultat dependentde sans¼a, care e numit   experiment aleator.   Se presupune c¼a toate rezultateleposibile ale unui experiment aleator sunt cunoscute si ele sunt elemente ale uneimultimi fundamentale denumit¼a ca  spatiul probelor.  Fiecare rezultat posibil estenumit prob¼ a   si un  eveniment  este o submultime a spatiului probelor.
 Notatii. Fie   multime.P () := fAjA g :Fie  A :A = CA := fa 2 ja =2 Ag :De…nitia 1.1.   Fie    multime.   K P ()   se numeste   corp borelian   sau
 -algebr ¼ a  pe    dac¼a si numai dac¼a1) K 6= ;2)  A 2 K   =) A 2 K3)  A1; A2;:::;An;::: 2 K   =)
 [n
 An 2 K.
 (; K) se numeste   spatiu m ¼ asurabil  când K este corp borelian pe  :Propriet¼ati. Dac¼a  (; K) este   spatiu m ¼ asurabil  atunci:a)   2 Kb) ; 2 Kc) A1; A2;:::;An 2 K   =)
 n[i=1
 Ai 2 K.
 d)   I  cel mult num¼arabil¼a (i.e. …nit¼a sau num¼arabil¼a),  Ai 2 K; 8i 2  I    =)
 \i2I 
 Ai
  2 Ke) A; B 2 K   =)   AnB 2 K.Demonstratie. a) K 6= ;   =) 9A 2 K   =)   A 2 K   =)   =  A [ A [ A [
 A [ ::: 2 K.b) ; = 2 K.
 1
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 c)n
 [i=1
 Ai  =n
 [i=1
 Ai [ ; [ ; [ ::: 2 K.
 d)\i2I 
 Ai =[i2I 
 Ai 2 K.
 e) AnB =  A \ B 2 K.Consider¼am un corp borelian pe K pe un spatiu    de elemente  a;b;c;::: cu
 fag ; fbg ; fcg ;::: 2 K si cu submultimile  A;B; C;::: 2 K. Unele dintre corespon-dentele dintre teoria multimilor si teoria probabilit¼atilor sunt date în urm¼atorultabel:
 Teoria multimilor Teoria probabilit¼atilorSpatiu,     Spatiul probelor, eveniment sigurMultimea vid¼a, ;   Eveniment imposibilElemente a; b;:::   Probe a; b;::: (sau evenimente simple)Multimi  A;B;:::   Evenimente  A;B;:::
 A   Evenimentul  A  apareA   Evenimentul  A  nu apareA [ B   Cel putin unul dintre  A   si  B  apareA \ B   Ambele A   si  B  aparA B A este un subeveniment al lui  B  (i.e. aparitia lui  A  implic¼a aparitia lui  B)A \ B = ;   A  si  B  sunt mutual exclusive (i.e. ele nu pot ap¼area simultan)
 ;   este considerat¼a un eveniment imposibil deoarece niciun rezultat posibilnu este element al ei. Prin "aparitia unui eveniment" întelegem c¼a rezultatulobservat este un element al acelei multimi. Spunem c¼a mai multe evenimentesunt mutual exclusive dac¼a multimile corespunz¼atoare sunt disjuncte dou¼a câtedou¼a.
 Exemplul 1.1.   Consider¼am un experiment de calculare a num¼arului de
 masini care vireaz¼a la stânga la o intersectie dintr-un grup de 100 de masini.Rezultatele posibile (numerele posibile de masini care vireaz¼a la stânga) sunt0; 1; 2;:::; 100:  Atunci, spatiul probelor este   = f0; 1; 2; :::; 100g  si K = P () :A = f0; 1; 2; :::; 50g este evenimentul "cel mult 50 de masini vireaz¼a la stânga".B  = f40; 41;:::; 60g este evenimentul "între 40  si 60  (inclusiv) de masini vireaz¼ala stânga".   A [ B  este evenimentul "cel mult  60  de masini vireaz¼a la stânga".A \ B  este evenimentul "între  40  si  50  (inclusiv) de masini vireaz¼a la stânga".Fie  C  = f81; 82; :::; 100g. Evenimentele  A   si  C  sunt mutual exclusive.
 De…nitia 1.2.   Fie (; K) spatiu m¼asurabil. Functia  P   : K ! R se numesteprobabilitate  pe  (; K) dac¼a si numai dac¼a are urm¼atoarele propriet¼ati (numiteaxiomele probabilit¼atii):
 Axioma 1:   P  (A) 0; 8A 2 K (nenegativ¼a).Axioma 2:   P  () = 1 (normat¼a).
 Axioma 3: pentru orice colectie num¼arabil¼a de evenimente mutual exclusive(multimi disjuncte dou¼a câte dou¼a) A1; A2;::: 2 K,
 P 
 0@[
 j
 Aj
 1A =
 Xj
 P  (Aj ) (num¼arabil aditiv¼a).
 2
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 (; K; P ) se numeste  câmp de probabilitate  dac¼a si numai dac¼a P  este prob-abilitate pe spatiul m¼asurabil (;
 K) :
 1.2 Operatii cu evenimente si formule de calcul pentru
 probabilit¼atile acestora
 Propriet¼ati.  Dac¼a  (; K; P ) este câmp de probabilitate, atunci:1)  P  (;) = 0:2) pentru orice colectie …nit¼a de evenimente mutual exclusive (multimi dis-
  juncte dou¼a câte dou¼a) A1; A2;:::;An 2 K,
 P 
 0@ n[
 j=1
 Aj
 1A =
 nXj=1
 P  (Aj ) (P  este aditiv¼a).
 3)  A C ; A; C  2 K   =) P  (A) P  (C ) :4)  A; B
  2 K  =
 )P  (A [ B) =  P  (A) + P  (B) P  (A \ B) :
 5) (Formula lui Poincare)  A1; A2;:::;An 2 K   =)
 P 
 0@ n[
 j=1
 Aj
 1A =
 nXj=1
 P  (Aj)X
 1i<jn
 P  (Ai \ Aj )+X
 1i<j<kn
 P  (Ai \ Aj \ Ak):::+(1)n1 P 
 0@ n\
 j=1
 Aj
 În particular, A; B; C  2 K   =)P (A [ B [ C ) =  P (A) + P (B) + P (C ) P (A \ B) P (A \ C ) P (B \ C ) +
 P (A \ B \ C ):
 6)  A 2 K   =)   P A = 1 P  (A) :Demonstratie.   1)   P () =  P  ( [ ; [ ; [ :::)
   A3=   P  () + P  (;) +  P  (;) +
 :::  A2=)  1 = 1 + P  (;) + P  (;) + :::   =)   P  (;) + P  (;) + ::: = 0 =)   P  (;) = 0:
 2)  P 
 0@ n[
 j=1
 Aj
 1A  =  P 
 0@ n[
 j=1
 Aj [ ; [ ; [ :::
 1A A3
 =nX
 j=1
 P  (Aj ) +  P  (;) +  P  (;) +
 ::: 1)=
 nXj=1
 P  (Aj ) + 0 + 0 + ::: =nX
 j=1
 P  (Aj ) :
 3)  P  (C ) =  P (A [ (C nA))  2)= P  (A) + P  (C nA) | {z } 
 0
 =)   P  (C ) P  (A) :
 4)   P  (A[
 B) =   P  (A[
 (Bn
 A))  2)=   P  (A) +  P  (B
 nA)
   2)=   P  (A) +  P  (B)
  P  (A \ B) :5) Inductie.Pentru  n  = 1 e evident.Presupunem adev¼arat pentru n:Fie  A1; A2;:::;An; An+1 2 K.
 3
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 P 0@n+1
 [j=1
 Aj1A = P 0@n
 [j=1
 Aj
  [An+11A
 4)= P 0@
 n
 [j=1
 Aj1A+P  (An+1)
 P 0@0@
 n
 [j=1
 Aj1A \An+11A
 ip. ind.=
 nXj=1
 P  (Aj )X
 1i<jn
 P  (Ai \ Aj )+X
 1i<j<kn
 P  (Ai \ Aj \ Ak):::+(1)n1 P 
 0@ n\
 j=1
 Aj
 1A+
 P  (An+1) P 
 0@ n[
 j=1
 (Aj \ An+1)
 1A ip. ind.
 =
 n+1Xj=1
 P  (Aj )X
 1i<jn
 P  (Ai \ Aj )+X
 1i<j<kn
 P  (Ai \ Aj \ Ak):::+(1)n1 P 
 0@ n\
 j=1
 Aj
 1A
 [n
 Xj=1
 P  (Aj \ An+1) X1i<jn
 P  ((Ai \ An+1) \ (Aj \ An+1)) +
 X1i<j<kn
 P  ((Ai \ An+1) \ (Aj \ An+1) \ (Ak \ An+1)):::+(1)n1 P 
 0@ n\j=1
 (Aj \ An+1)
 1A] =
 n+1Xj=1
 P  (Aj )X
 1i<jn
 P  (Ai \ Aj )nX
 j=1
 P  (Aj \ An+1)+X
 1i<j<kn
 P  (Ai \ Aj \ Ak)+
 X1i<jn
 P  (Ai \ Aj \ An+1) ::: + (1)n P 
 0@n+1\
 j=1
 Aj
 1A =
 n+1Xj=1
 P  (Aj )X
 1i<jn+1
 P  (Ai \ Aj )+X
 1i<j<kn+1
 P  (Ai \ Aj \ Ak):::+(1)n P 
 0
 @n+1\j=1
 Aj
 1
 A:
 6)  1 = P  () = P  A [ A 2)= P  (A) + P A :Exemplul 1.2.   În exemplul 1.1, presupunem c¼a probabilit¼atile P  (A) ; P  (B)
 si P  (C ) sunt cunoscute. Vrem s¼a calcul¼am P (A[B) (probabilitatea ca cel mult60 de masini s¼a vireze la stânga) si  P (A [ C ) (probabilitatea ca cel mult  50  demasini sau între 80   si  100  de masini s¼a vireze la stânga). Deoarece  A   si  C   suntmutual exclusive avem
 P (A [ C ) =  P  (A) + P  (C ) :DarP  (A [ B) =  P  (A) + P  (B) P  (A \ B) :Informatia dat¼a este insu…cient¼a pentru a determina   P  (A [ B)   si avem
 nevoie de informatia aditional¼a  P  (A \ B), care este probabilitatea ca între  40si  50  de masini s¼a vireze la stânga.
 1.3 Evenimente independente
 De…nitia 1.3.  Fie (; K; P ) câmp de probabilitate. Dou¼a evenimente A; B 2 Kse numesc  independente  dac¼a si numai dac¼a
 4
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 P  (A
 \B) =  P  (A) P  (B) :
 Observatie.  Dac¼a A   si  B  sunt evenimente independente, atunci:P 
 A \ B
 = P (A)P 
 B
 ;
 P 
 A \ B
 = P 
 A
 P  (B) ;
 P 
 A \ B
 = P 
 A
 P 
 B
 :
 Demonstratie.  P (A) =  P 
 (A \ B) [ A \ B
 = P  (A \ B)+P 
 A \ B
   =)P 
 A \ B
  =  P (A) P  (A \ B) =  P (A) P  (A) P  (B) =  P (A) (1 P  (B)) =
 P (A)P 
 B
 :Analog pentru celelalte relatii.Exemplul 1.3.  În lansarea unui satelit, probabilitatea unui insucces este  q .
 Care este probabilitatea ca dou¼a lans¼ari succesive s¼a esueze?Presupunând c¼a lans¼arile satelitului sunt evenimente independente, r¼aspun-
 sul este q 2:De…nitia 1.4.  Fie (; K; P ) câmp de probabilitate. Evenimentele A1; A2;:::;An 2
 K sunt  independente  dac¼a si numai dac¼a 8m = 2; 3;:::;n; k1; k2;:::;km 2 N a. î.1 k1  < k2  < ::: < km  n;
 P  (Ak1 \ Ak2 \ ::: \ Akm) =  P  (Ak1) P  (Ak2) :::P  (Akm) :
 În particular, A1; A2; A3  sunt independente dac¼a si numai dac¼aP  (Aj \ Ak) =  P  (Aj ) P  (Ak) ; 8 j < k; j; k = 1; 2; 3;siP (A1 \ A2 \ A3) =  P  (A1) P  (A2) P  (A3) :Observatii.  1) Num¼arul de egalit¼ati din de…nitia independentei a  n  eveni-
 mente este 2n n 1:2) Independenta dou¼a câte dou¼a nu conduce în general la independent¼a.Contraexemplu.  Fie 3 evenimente  A1; A2; A3  de…nite deA1  =  B1 [ B2; A2  =  B1 [ B3; A3  =  B2 [ B3;unde B1; B2  si  B3  sunt mutual exclusive, …ecare având probabilitatea   1
 4 :P  (A1) =  P  (B1 [ B2) =  P  (B1) + P  (B2) =   1
 2 :Analog  P  (A2) =  P  (A3) =   1
 2 :P  (A1 \ A2) =  P  ((B1 [ B2) \ (B1 [ B3)) =  P  (B1 [ (B2 \ B3)) =  P  (B1 [ ;) =
 P  (B1) =   14  =   1
 2    12  = P  (A1) P  (A2) :Analog  P  (A1 \ A3) =  P  (A1) P  (A3) ; P  (A2 \ A3) =  P  (A2) P  (A3) :P  (A1 \ A2 \ A3) =  P  ((B1 [ B2) \ (B1 [ B3) \ (B2 [ B3)) =  P  ((B1 [ (B2 \ B3)) \ (B2 [ B3)) =
 P  (B1 \ (B2 [ B3)) =  P  ((B1 \ B2) [ (B1 \ B3)) =  P  (; [ ;) =  P  (;) = 0:P  (A1) P  (A2) P  (A3) =   1
 8 :Deci  P  (A1 \ A2 \ A3) 6= P  (A1) P  (A2) P  (A3) :Evenimentele   A1; A2; A3   sunt independente dou¼a câte dou¼a, dar nu sunt
 independente.3) Dac¼a evenimentele A1; A2;:::;An sunt independente, atunci înlocuind ori-
 care din  Akj  cu complementara  Akj  în ambii membri din relatiile din de…nitiaindependentei, relatiile obtinute r¼amân valabile.
 5
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 Exemplul 1.4.  Un sistem compus din 5 componente merge exact atuncicând …ecare component¼a e bun¼a. Fie  S i; i = 1; :::; 5; evenimentul "componentai e bun¼a" si presupunem  P  (S i) =  pi. Care e probabilitatea  q  ca sistemul s¼a numearg¼a?
 Presupunând c¼a cele 5 componente merg într-o manier¼a independent¼a, …e pprobabilitatea de succes.
 q  = 1  p = 1 P 
   5\
 i=1
 S i
 != 1
 5Yi=1
 P  (S i) = 1 5Y
 i=1
  pi:
 1.4 Probabilitatea conditionat¼a
 De…nitia 1.5.  Fie (; K; P ) câmp de probabilitate si A; B 2 K a. î.   P  (B) 6= 0:Probabilitatea conditionat ¼ a  de B  a lui  A  este dat¼a de
 P  (AjB) = P  (A
 \B)
 P  (B)   :
 Observatie.   În ipotezele de…nitiei 1.5,   A   si   B   sunt independente   ()P  (AjB) =  P  (A) :
 Demonstratie.  A si B sunt independente ()   P  (A \ B) =  P  (A) P  (B) ()P (A\B)
 P (B)   = P  (A) ()   P  (AjB) =  P  (A) :
 Propozitie.  Fie  (; K; P ) câmp de probabilitate si  B 2 K a. î.   P  (B) 6= 0:Atunci functia  P B   : K ! R; P B (A) =  P  (AjB) este probabilitate pe(; K) :
 Demonstratie.  Veri…c¼am cele 3 axiome ale probabilit¼atii:1)  P B (A) =   P (A\B)
 P (B)   0; 8A 2 K, deoarece P  (A \ B) 0  si  P  (B) >  0:
 2)  P B () =   P (\B)P (B)
   =   P (B)P (B)
  = 1:
 3)  A1; A2;:::
  2 K colectie num¼arabil¼a de evenimente mutual exclusive   =
 )A1\B; A2\B;::: 2 K mutual exclusive   =)   P B (A1 [ A2 [ :::) =   P ((A1[A2[:::)\B)P (B)   =
 P ((A1\B)[(A2\B)[:::)P (B)
   =   P (A1\B)+P ((A2\B))+:::
 P (B)  =   P (A1\B)
 P (B)  +   P (A2\B)
 P (B)  +  :::   =
 P B (A1) + P B (A2) + ::::Exemplul 1.5.  Reconsider¼am exemplul 1.4 presupunând  p1  >  0. Care este
 probabilitatea conditionat¼a ca primele dou¼a componente s¼a …e bune dat …indc¼a:
 a) prima component¼a este bun¼a;b) cel putin una dintre cele dou¼a este bun¼a?Evenimentul S 1\ S 2 înseamn¼a c¼a ambele componente sunt bune, iar S 1 [S 2
 c¼a cel putin una e bun¼a. Datorit¼a independentei lui  S 1  si  S 2; avem:a)  P  (S 1 \ S 2jS 1) =   P (S 1\S 2\S 1)
 P (S 1)  =   P (S 1\S 2)
 P (S 1)  =   P (S 1)P (S 2)
 P (S 1)  = P  (S 2) =  p2.
 b) P  (S 1 \
 S 2j
 S 1 [
 S 2
 ) =   P (S 1\S 2\(S 1[S 2))
 P (S 1[S 2)  =   P (S 1\S 2)
 P (S 1[S 2) =   P (S 1)P (S 2)
 P (S 1)+P (S 2)P (S 1\S 2) =
  p1 p2 p1+ p2 p1 p2
 :Exemplul 1.6.   Determinati probabilitatea de a trage, f ¼ar¼a înlocuire, 2 asi
 succesiv dintr-un pachet de c¼arti de joc f ¼ar¼a jokeri.Fie   A1   evenimentul "prima carte tras¼a este un as" si similar   A2. Se cere
 P  (A1 \ A2).
 6
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 P  (A1) =   452  (sunt 4 asi în cele 52 de c¼arti din pachet).
 P (A2
 jA1) =   3
 51   (dac¼a prima carte tras¼a este un as, au r¼amas 51 de c¼arti
 dintre care 3 sunt asi).P (A2jA1) =   P (A1\A2)
 P (A1)  =)   P  (A1 \ A2) =  P  (A1) P (A2jA1) =   4
 52    351   =113    117  =   1
 221:
 Propozitie.  Fie  (; K; P ) câmp de probabilitate si  A1; A2;:::;An 2 K a. î.P  (A1 \ A2 \ ::: \ An1) >  0. Atunci
 P  (A1 \ A2 \ ::: \ An) =  P  (A1) P (A2jA1)P  (A3jA1 \ A2) :::P  (AnjA1 \ A2 \ ::: \ An1) :Demonstratie.   A1  A1 \ A2  ::: A1 \ A2 \ ::: \ An1   =)   P  (A1)
 P  (A1 \ A2) ::: P  (A1 \ A2 \ ::: \ An1) >  0 =)   probabilit¼atile condition-ate din membrul drept au sens.
 P  (A1) P (A2jA1)P  (A3jA1 \ A2) :::P  (AnjA1 \ A2 \ ::: \ An1) =  P  (A1)P (A1\A2)P (A1)
   P (A1\A2\A3)
 P (A1\A2)  :::   P (A1\A2\:::\An)
 P (A1\A2\:::\An1) = P  (A1 \ A2 \ ::: \ An) :
 De…nitia 1.6.  Fie  Bi
  ;
 8i2
 I:  (Bi)i2I 
   se numeste  partitie  a lui    dac¼a
 si numai dac¼a  (Bi)i2I  sunt disjuncte dou¼a câte dou¼a si[i2I 
 Bi = :
 Teorema probabilit¼atii totale. Fie   (; K; P )  câmp de probabilitate si(Bi)i2I   K  partitie cel mult num¼arabil¼a a lui    a. î.   P  (Bi)   >   0; 8i 2   I:Atunci, 8A 2 K,
 P  (A) =Xi2I 
 P  (AjBi) P  (Bi) :
 Demonstratie.   (Bi)i2I    mutual exclusive,   A \  Bi     Bi; 8i  2   I    =)(A \ Bi)i2I  mutual exclusive   =)
 Xi2I 
 P  (AjBi) P  (Bi) =Xi2I 
 P (A\Bi)P (Bi)
   P  (Bi) =
 Xi2I 
 P  (A \ Bi) =  P [i2I 
 (A \ Bi)! = P A \[i2I 
 Bi!! = P  (A \ ) =  P  (A) :
 Exemplul 1.7.  S¼a se determine probabilitatea ca un nivel critic al curgeriis¼a …e atins în timpul furtunilor într-un sistem de canalizare pe baza m¼asur¼ato-rilor meteorologice si hidrologice.
 Fie Bi; i = 1; 2; 3 diferitele nivele (mic, mediu si mare) de precipitatii cauzatede o furtun¼a si  Aj ; j   = 1; 2  nivelele critic, respectiv necritic al curgerii. Prob-abilit¼atile  P  (Bi) pot … estimate din înregistr¼arile meteorologice, iar  P  (Aj jBi)din analiza curgerii. Presupunem c¼a:
 P  (B1) = 0; 5; P  (B2) = 0; 3; P  (B3) = 0; 2;P  (A1jB1) = 0; P  (A1jB2) = 0; 2; P  (A1jB3) = 0; 6;P  (A2jB1) = 1; P  (A2jB2) = 0; 8; P  (A2jB3) = 0; 4:Deoarece  B1; B2; B3  constituie o partitie, din teorema probabilit¼atii totale
 avem:P (A1) =  P  (A1jB1) P  (B1)+ P  (A1jB2) P  (B2)+ P  (A1jB3) P  (B3) = 00; 5+
 0; 2 0; 3 + 0; 6 0; 2 = 0; 18:
 7
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 1.5 Formula lui Bayes
 Thomas Bayes a fost un …lozof englez.Teorema lui Bayes.  Fie  (; K; P ) câmp de probabilitate si  A; B 2 K a. î.P  (A) 6= 0   si  P  (B) 6= 0. Atunci:
 P  (BjA) = P  (AjB) P  (B)
 P  (A)  :
 Demonstratie.  P (AjB)P (B)
 P (A)   =P (A\B)P (B)
   P (B)
 P (A)   =   P (B\A)P (A)   = P  (BjA) :
 Formula lui Bayes.   Fie   (; K; P )  câmp de probabilitate si   (Bi)i2I   Kpartitie cel mult num¼arabil¼a a lui    a. î.   P  (Bi) >  0; 8i 2 I:  Atunci, 8A 2 K a.î.   P  (A) 6= 0; 8i 2 I;
 P  (BijA) =   P (AjBi)P (Bi)
 Xj2I [P (AjBj)P (Bj)]:
 Demonstratie.  P (AjBi)P (Bi)Xj2I
 [P (AjBj)P (Bj)]
 TP T=   P (AjBi)P (Bi)
 P (A)
 TB=   P  (BijA) :
 Exemplul 1.8.  În exemplul 1.7, s¼a se determine  P  (B2jA2), probabilitateaca, dat …ind c¼a s-a atins un nivel necritic al curgerii, el s¼a … fost datorat uneifurtuni de nivel mediu. Din formula lui Bayes rezult¼a
 P  (B2jA2) =   P (A2jB2)P (B2)3X
 j=1
 [P (A2jBj)P (Bj)]
 =   0;80;310;5+0;80;3+0;40;2
  =   0;240;5+0;24+0;08
  =   0;240;82
  =
 1241
 = 0; 293:Exemplul 1.9.   Un canal de comunicare binar simplu transmite mesaje
 folosind doar 2 semnale, s¼a spunem 0 si 1. Presupunem c¼a, pentru un canal
 binar dat, 40%din timp e transmis un 1; probabilitatea ca un 0 transmis s¼a…e corect receptionat este 0,9 si probabilitatea ca un 1 transmis s¼a …e corectreceptionat este 0,95. Determinati:
 a) probabilitatea ca un 1 s¼a …e primit;b) dat …ind c¼a un 1 este primit, probabilitatea ca un 1 s¼a … fost transmis.FieA =  "1 este transmis"A =  "0 este transmis"B  =  "1 este primit"B  =  "0 este primit".Din ipotezeP  (A) = 0; 4; P 
 A
 = 0; 6;
 P  (B
 jA) = 0; 95; P B
 jA = 0; 05;
 P BjA = 0; 9; P BjA = 0; 1:a) Deoarece   A   si   A   formeaz¼a o partitie, din teorema probabilit¼atii totale
 rezult¼a c¼aP  (B) =  P  (BjA) P  (A) +  P 
 BjAP 
 A
 = 0; 95 0; 4 + 0; 1 0; 6 = 0; 38 +0; 06 = 0; 44:
 8
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 b) Din teorema lui Bayes,P  (A
 jB) =   P (BjA)P (A)
 P (B)
   =   0;950;4
 0;44
   =   0;38
 0;44
  =   19
 22 = 0; 864:
 9
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 2 Variabile aleatoare. Variabile aleatoare dis-
 crete si variabile aleatoare continue, cu densi-tate de repartitie. Functie de repartitie. Mo-
 mentele unei variabile aleatoare
 2.1 Variabile aleatoare
 Consider¼am un experiment aleator ale c¼arui rezultate sunt elemente ale spatiuluiprobelor   din câmpul de probabilitate  (; K; P ) : Pentru a construi un modelpentru o variabil¼a aleatoare, presupunem c¼a e posibil s¼a asociem un num¼ar realX  (!) pentru …ecare rezultat  ! , urmând un anumit set de reguli.
 De…nitia 2.1.   Functia X  se numeste  variabil ¼ a aleatoare  dac¼a si numai dac¼aa)  X  : ! R, unde  (; K; P ) este câmp de probabilitate sib)
  8x
 2R;
 f! 2
 jX  (!)
 xg 2 K
 .Conditia b) din de…nitie e asa-numita "conditie de m¼asurabilitate". Ea ne
 asigur¼a c¼a are sens s¼a consider¼am probabilitatea evenimentului f! 2 jX  (!) xg,notat mai simplu  X    x  pentru orice  x 2  R, sau, mai general, probabilitateaoric¼arei combinatii …nite sau num¼arabile de astfel de evenimente.
 În continuare, dac¼a nu e speci…cat altfel, variabilele aleatoare sunt consider-ate pe un câmp de probabilitate (; K; P ) :
 2.2 Variabile aleatoare discrete si variabile aleatoare con-
 tinue, cu densitate de repartitie
 De…nitia 2.2.   O variabil¼a aleatoare se numeste   discret ¼ a   dac¼a si numai dac¼aia numai valori izolate. Multimea valorilor unei variabile aleatoare discrete este
 cel mult num¼arabil¼a.De…nitia 2.3. O variabil¼a aleatoare se numeste  continu ¼ a   dac¼a valorile eiumplu un interval.
 De…nitia 2.4. Fie  X , variabil¼a aleatoare continu¼a. O functie  f X   :  R !  R
 a. î.   f X (x)   0; 8x 2   R  si  P  (X   x) =
 Z   x
 1
 f X (u) du; 8x 2   R  se numeste
  functie densitate de repartitie   sau   functie densitate de probabilitate  sau simpludensitate  a lui  X:
 2.3 Functie de repartitie
 De…nitia 2.5.  Fie  X   variabil¼a aleatoare. Functia  F X   : R ! R;
 F X (x) =  P  (X   x) ;se numeste  functia de repartitie de probabilitate  sau simplu  functia de repar-
 titie  a lui  X .Indicele X  identi…c¼a variabila aleatoare. Acest indice e uneori omis când nu
 e pericol de confuzie.
 10
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 Propriet¼ati ale functiei de repartitie. 1) Exist¼a si are valori între  0  si1:
 2) E continu¼a la dreapta si cresc¼atoare. Mai mult, avem:F X (1) := lim
 x!1F X (x) = 0  si  F X (1) := lim
 x!1F X (x) = 1:
 3) Dac¼a a; b 2 R a. î.   a < b, atunciP  (a < X   b) :=  P  (f! 2 ja < X  (!) bg) =  F X (b) F X (a) :Aceast¼a relatie rezult¼a dinP  (X   b) =  P  (X   a) + P  (a < X   b) :Exemplul 2.1. Fie X  o variabil¼a aleatoare discret¼a cu valorile 1; 1; 2; 3 lu-
 ate cu probabilit¼atile   14 ;  18 ;  18 , respectiv   1
 2 . Pe scurt not¼am X   1 1 2 3
 14
 18
 18
 12
 .
 Avem
 F X (x) =8>>>><>>>>:
 0, pentru x < 1;1
 4, pentru
  1
 x < 1;
 38 , pentru 1 x <  2;12 , pentru 2 x <  3;1, pentru x 3:
 Gra…cul lui  F X  este dat mai sus.Este tipic pentru functia de repartitie a unei variabile aleatoare discrete s¼a
 11
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 creasc¼a de la  0  la  1  "în trepte".Exemplul 2.2. O functie de repartitie tipic¼a pentru o variabil¼a aleatoare
 continu¼a este reprezentat¼a gra…c mai sus.Ea nu are salturi sau discontinuit¼ati ca în cazul unei variabile aleatoare
 discrete. Probabilitatea ca   X   s¼a aib¼a o valoare într-un anumit interval estedat¼a de proprietatea 3) a functiei de repartitie. Din gra…c
 P  (1 < X   1) =  F X (1) F X (1) = 0; 8 0; 4 = 0; 4:
 Avem  P  (X  = a) = 0; 8a 2 R:Observatie.  Se poate de…ni functia de repartitie si ca F X   : R ! R; F X (x) =
 P  (X < x). În acest caz propriet¼atile 1) si 2) r¼amân valabile cu exceptia faptuluic¼a functia de repartitie este continu¼a la stânga si nu la dreapta, iar proprietatea3) devine
 3’) Dac¼a a; b 2 R a. î.   a < b, atunciP  (a X < b) =  F X (b) F X (a) :Propriet¼ati ale densit¼atii. 1) f X (x) =  F 0X (x) ; 8x în care  F X  este
 derivabil¼a.2)
 F X (x) =
 Z   x
 1
 f X (u) du; 8x 2 R:
 3)Z   1
 1f X (x) dx = 1:
 4) Dac¼a a; b 2 R a. î.   a < b, atunci
 P  (a < X   b) =  F X (b) F X (a) =
 Z   b
 a
 f X (x) dx:
 Exemplul 2.3. Un exemplu de densitate e reprezentat¼a gra…c mai jos.
 12
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 Dup¼a cum indic¼a propriet¼atile 3) si 4), aria total¼a de sub curb¼a este   1  sisuprafata hasurat¼a de la  a  la  b  e egal¼a cu  P  (a < X   b).
 Observatie.  Cunoasterea densit¼atii sau a functiei de repartitiecaracterizeaz¼a complet o variabil¼a aleatoare continu¼a.
 Exemplul 2.4. Fie  a > 0. O variabil¼a aleatoare X  a c¼arei densitate este
 f X (x) =
   aeax, pentru  x 0;0, altfel,
 se numeste repartizat ¼ a exponential  (de parametru a). Avem f X (x) 0; 8x 2R si
 Z   1
 1
 f X (x) dx = Z   0
 1
 0dx + Z   1
 0
 aeaxdx = 0 eaxj10   = 1;
 deci  f X   veri…c¼a proprietatea 3).Dac¼a x < 0, atunciZ   x
 1
 f X (u) du =
 Z   x
 1
 0du = 0:
 Dac¼a x 0, atunciZ   x
 1
 f X (u) du =
 Z   01
 0du +
 Z   x
 0
 aeaudu = 0 eaujx0  = 1 eax:
 Deci, din proprietatea 2) avem
 F X (x) =
   0, pentru  x < 0;1 eax, pentru  x 0:
 Gra…cul densit¼atii e dat în …gura (a), iar al functiei de repartitie în …gura(b) de mai jos.
 Calcul¼am unele probabilit¼ati folosind  f X .P  (0  < X   1) e egal¼a cu aria de sub gra…cul lui  f X  de la  x  = 0  la  x  = 1,
 dup¼a cum se arat¼a în …gura (a). Avem
 P  (0  < X   1) =
 Z   10
 f X (x) dx = eaxj10  = 1 ea:
 13
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 P  (X > 3)  e obtinut¼a calculând aria de sub gra…cul lui  f X   la dreapta luix = 3, deci
 P  (X > 3) =
 Z   1
 3
 f X (x) dx = eaxj13   = e3a:
 Aceleasi probabilit¼ati pot … obtinute din  F X  astfel:P  (0  < X   1) =  F X (1) F X (0) = 1 ea 0 = 1 ea;P  (X > 3) = F X (1) F X (3) = 1
 1 e3a
 = e3a:Mai observ¼am c¼a P  (0  < X   1) =  P  (0 X   1) pentru variabile aleatoare
 continue, deoarece  P  (X  = 0) = 0:De…nitia 2.6.   Fie   X   variabil¼a aleatoare discret¼a. Functia   pX   :   R  !
 R; pX (x) =  P  (X  =  x) :=  P  (f! 2 jX  (!) =  xg)  se numeste   functia mas ¼ a de 
 probabilitate  a lui  X .Din nou indicele X  e folosit pentru a identi…ca variabila aleatoare asociat¼a.Exemplul 2.5. Functia mas¼a de probabilitate a variabilei aleatoare  X   1 1 2 314
 18
 18
 12
 din exemplul 2.1 e reprezentat¼a mai sus.
 Observatii.  1) Dac¼a X  e variabil¼a aleatoare discret¼a cu multimea cel mult
 num¼arabil¼a de valori fx1; x2;:::g luate cu probabilit¼ati nenule, atunci:0 < pX (xi) 1; 8i;X
 i
  pX (xi) = 1;
  pX (x) = 0; 8x =2 fx1; x2;:::g :
 15
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 2) Ca si  F X , speci…carea lui  pX  caracterizeaz¼a complet variabila aleatoarediscret¼a X . Mai mult, presupunând x1  < x2  < :::, relatiile dintre F X  si pX   sunt
  pX (x1) =   F X (x1) ;
  pX (xi) =   F X (xi) F X (xi1) ; 8i >  1;
 F X (x) =X
 ijxix
  pX (xi) ; 8x 2 R:
 3) Speci…carea lui pX  se face de obicei dând numai valorile pozitive, în restulpunctelor subîntelegându-se c¼a e 0:
 2.4 Momentele unei variabile aleatoare
 Fie  X   variabil¼a aleatoare discret¼a cu valorile  x1; x2;:::  si functia mas¼a deprobabilitate pX  sau continu¼a cu densitatea  f X .
 De…nitia 2.7.  Num¼arul real
 E  (X ) :=
 8>><>>:
 Xi
 xi pX (xi) , pentru  X  discret¼a;Z   11
 xf X (x) dx, pentru  X  continu¼a,
 dac¼a exist¼a, se numeste  media   lui  X   si se mai noteaz¼a mX  sau simplu  m:De…nitia 2.8.  Fie  n 2 N
 . Num¼arul real
 n  :=  E  (X n) =
 8>><>>:
 Xi
 xni pX (xi) , pentru  X  discret¼a;
 Z   11
 xn
 f X (x) dx, pentru X   continu¼a,
 dac¼a exist¼a, se numeste  momentul de ordinul   n al lui  X:Observatie.  Media este momentul de ordinul 1.
 Exemplul 2.6. Fie  X   1 1 2 3
 14
 18
 18
 12
 din exemplul 2.1.
 E  (X ) = (1)   14  + 1   18  + 2   18  + 3   12  = 14  +   1
 8  +   14  +   3
 2  =   18  +   3
 2  =   138  :
 Exemplul 2.7. Timpul de asteptare   X  (în minute) al unui client la unautomat de bilete are densitatea
 f X (x) =
   2e2x, pentru  x 0;0, altfel.
 Determinati timpul mediu de asteptare.Integrând prin p¼arti avem
 E  (X ) = Z   11
 xf X (x) dx = Z   01
 0dx+Z   10
 x2e2xdx = 0Z   10
 x e2x0 dx =
 xe2xj10   +
 Z   10
 e2xdx = 0   12e2xj10   =   1
 2   minut.
 Propriet¼ati ale mediei.   Dac¼a   c 2   R   este o constant¼a si   X   si   Y   suntvariabile aleatoare pe acelasi câmp de probabilitate (; K; P ), atunci:
 16
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 E  (c) =  c;E  (cX ) =  cE  (X ) ;
 E  (X  + Y  ) = E  (X ) + E  (Y  ),E  (X ) E  (Y  ), dac¼a  X   Y   (i.e.   X  (!) Y   (!) ; 8! 2 ).De…nitia 2.9.   Fie  X   variabil¼a aleatoare. Se numeste   median ¼ a  a lui   X   o
 valoare  x0  a lui  X  a. î.   P  (X   x0) =   12  sau, dac¼a o astfel de valoare nu exist¼a,
 valoarea  x0  a lui  X  a. î.   P  (X < x0) <   12   si  P  (X   x0) >   1
 2 .Media lui  X  poate s¼a nu existe, dar exist¼a cel putin o median¼a.În comparatie cu media, mediana e uneori preferat¼a ca m¼asur¼a a tendintei
 centrale când repartitia e asimetric¼a, în particular când sunt un num¼ar mic devalori extreme în repartitie. De exemplu, vorbim de mediana veniturilor cao bun¼a m¼asur¼a a tendintei centrale a venitului personal pentru o populatie.Aceasta e o m¼asur¼a mai bun¼a decât media, deoarece mediana nu e asa sensibil¼ala un num¼ar mic de venituri extrem de mari sau venituri extrem de mici camedia.
 Exemplul 2.8. Fie   T   timpul dintre emisiile de particule la un atom ra-dioactiv. Este stabilit c¼a  T  e o variabil¼a aleatoare cu repartitie exponential¼a,adic¼a
 f T  (t) =
   et, pentru  t 0;0, altfel,
 unde   e o constant¼a pozitiv¼a. Variabila aleatoare  T   se numeste timpul deviat¼a al atomului si o m¼asur¼a medie a acestui timp de viat¼a este timpul deînjum¼at¼atire, de…nit ca mediana lui  T . Astfel, timpul de înjum¼at¼atire    e g¼asitdin
 P  (T    ) =   12   ()
 Z    
 1
 f T  (t) dt  =   12   ()   1 e  =   1
 2   ()   e  =
 12  ()     =   ln 2
   :
 Observ¼am c¼a viata medie  E  (T ) este
 E  (T ) =Z   1
 1
 tf T  (t) dt =   1
   (se calculeaz¼a analog ca la exemplul 2.7).
 De…nitia 2.10.   Fie  X   variabil¼a aleatoare. Se numeste  modul   sau   mod ¼ a   alui  X 
 a) o valoare  xi  luat¼a de X   a. î.   pX (xi) > pX (xi+1)  si  pX (xi) > pX (xi1),dac¼a  X  e discret¼a cu valorile  x1  < x2  < :::;
 b) un punct de maxim local al lui  f X , dac¼a  X  e continu¼a.Un modul este astfel o valoare a lui  X  corespunz¼atoare unui vârf în functia
 mas¼a de probabilitate sau în densitate.Termenul   distributie unimodal ¼ a   se refer¼a la o functie de repartitie a unei
 variabile aleatoare care are un modul unic.Media, mediana si modulul coincid atunci când o repartitie unimodal¼a este
 simetric¼a.De…nitia 2.11.  Fie n 2 N
 si X  variabil¼a aleatoare de medie  m.   Momentul 
 centrat de ordinul   n al lui  X  este
 17
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 n  =  E  ((X  m)n) =
 8>><>>:
 Xi
 (xi m)n
  pX (xi) , pentru X  discret¼a;Z   11
 (x m)n f X (x) dx, pentru  X  continu¼a.
 De…nitia 2.12.  Fie X  variabil¼a aleatoare.Varianta  sau  dispersia   lui X  estemomentul centrat de ordinul 2 al lui  X; 2. Se noteaz¼a cu  2
 X   sau simplu  2
 sau  var (X ).Valori mari ale lui   2
 X   implic¼a o întindere mare a valorilor lui   X   în jurulmediei. Reciproc, valori mici ale lui   2
 X   implic¼a o concentrare a valorilor luiX   în jurul mediei. În cazul extrem când 2
 X   = 0,  X   =  m  cu probabilitatea 1(întreaga mas¼a a distributiei e concentrat¼a în medie).
 Propozitie.   Relatia dintre dispersia si momentele lui  X  este2 = 2
 m2:
 Demonstratie.   2 =  E 
 (X  m)2
 =  E 
 X 2 2mX  + m2
 =  E 
 X 2
 2mE  (X ) + m2 = 2 2m2 + m2 = 2 m2:Alte propriet¼ati ale dispersiei.   var (X ) 0;var (X  + c) =  var (X ) ; 8c 2 R;var (cX ) =  c2var (X ) ; 8c 2 R:Fie X  variabil¼a aleatoare de medie m. Se numeste  deviatie standard  a lui X 
 X  =
 r E 
 (X  m)2
 :
 Un avantaj al folosirii lui   X   în locul lui  2X  este c¼a   X  are aceeasi unitate
 de m¼asur¼a ca media. De aceea poate … comparat¼a cu media pe aceeasi scal¼apentru a obtine o m¼asur¼a a gradului de împr¼astiere.
 Un num¼ar adimensional (f ¼ar¼a unitate de m¼asur¼a) care caracterizeaz¼a îm-
 pr¼astierea relativ la medie si care faciliteaz¼a compararea variabilelor aleatoarede unit¼ati diferite este   coe…cientul de variatie  de…nit de
 vX  =  X
 mX
 :
 Exemplul 2.9.   Fie  X   1 1 2 3
 14
 18
 18
 12
   din exemplul 2.1. S¼a deter-
 min¼am 2X .
 În exemplul 2.6 am v¼azut c¼a  mX  =   138  . Avem
 E 
 X 2
 = (1)2   14  + 12   18  + 22   18  + 32   12  =   14  +   1
 8  +   12  +   9
 2  =   38  + 5 =   43
 8 :
 2X  = E 
 X 2
 m2X  =   43
 8    16964   =   344169
 64   =   17564 :
 Exemplul 2.10.  Determin¼am dispersia lui X  cu f X (x) =   2e2x, pentru  x 0;
 0, altfel.
   :
 În exemplul 2.7 am v¼azut c¼a  mX  =   12 : Avem, integrând prin p¼arti
 E 
 X 2
 =
 Z   11
 x2f X (x) dx =
 Z   01
 0dx+
 Z   10
 x22e2xdx = 0Z   1
 0
 x2
 e2x0
 dx =
 x2e2xj10   +
 Z   10
 2xe2xdx = 0 +   12  =   1
 2 , ultima integral¼a …ind calculat¼a la
 18
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 exemplul 2.7.Deci2
 X  = E 
 X 2 m2
 X  =   12    1
 4  =   14 :
 Coe…cientul de asimetrie  de…nit de 1  =   3
 3
 d¼a o m¼asur¼a a simetriei unei distributii. Este pozitiv când o distributieunimodal¼a are o coad¼a dominant¼a la dreapta (adic¼a modulul este la stângamediei) si negativ în caz contrar. Este  0  când o distributie e simetric¼a în jurul
 mediei. De fapt, o distributie simetric¼a în jurul mediei are toate momentelecentrate de ordin impar 0. În …gurile (a), (b) si (c) sunt reprezentate densit¼aticu   1  >  0;  1  = 0; respectiv   1  <  0:
 Gradul de aplatizare a distributiei lâng¼a vârfuri poate … m¼asurat de   coe…-
 cientul de exces  de…nit de 2  =   4
 4  3:Un   2  > 0  implic¼a un vârf ascutit în vecin¼atatea modulului unei distributii
 unimodale, iar  2  <  0  implic¼a, de regul¼a, un vârf turtit.
 19

Page 20
                        

8/14/2019 Curs 1, Curs 2, Curs 3, Curs 4, Curs 5 Probabilitati.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/curs-1-curs-2-curs-3-curs-4-curs-5-probabilitatipdf 20/30
 20

Page 21
                        

8/14/2019 Curs 1, Curs 2, Curs 3, Curs 4, Curs 5 Probabilitati.pdf
 http://slidepdf.com/reader/full/curs-1-curs-2-curs-3-curs-4-curs-5-probabilitatipdf 21/30
 3 Independenta variabilelor aleatoare. Densi-
 tate de repartitie conditionat¼a si formula luiBayes pentru densit¼ati de repartitie. Covari-
 ant¼a si corelatie
 3.1 Independenta variabilelor aleatoare
 Toate variabilele aleatoare sunt considerate pe acelasi câmp de probabilitate(; K; P ), dac¼a nu se speci…c¼a altfel.
 De…nitia 3.1.   a)  Functia de repartitie comun ¼ a  a variabilelor aleatoare  X si  Y   este de…nit¼a de
 F XY  (x; y) =  P  (X   x \ Y   y) :
 b)  Functia de repartitie comun ¼ a  a variabilelor aleatoare  X 1; X 2;:::;X n  estede…nit¼a de
 F X1X2:::Xn (x1; x2;:::;xn) =  P  (X 1  x1 \ X 2  x2 \ ::: \ X n  xn) :
 Propriet¼ati 3.1.   a) F XY  (x; y) 0; 8x; y 2 R:b)  F XY    e cresc¼atoare în  x   si  y .c) F XY   e continu¼a la dreapta în raport cu  x   si  y .d)  F XY   (1; 1) =  F XY   (1; y) =  F XY   (x; 1) = 0; 8x; y 2 R:e) F XY  (1; 1) = 1:f) F XY   (x; 1) =  F X (x) ; 8x 2 R:g)  F XY   (1; y) =  F Y  (y) ; 8y 2 R:
 h) 8x1; x2; y1; y2 2 R a. î.   x1  < x2  si  y1  < y2;P  (x1  < X   x2 \ y1  < Y   y2) =  F XY   (x2; y2)F XY   (x1; y2)F XY   (x2; y1)+
 F XY   (x1; y1) :Demonstr¼am de exemplu f):F XY   (x; 1) =  P  (X   x \ Y   1) =  P  (X   x \ ) =  P  (X   x) =  F X (x) ; 8x 2
 R:Propriet¼ati similare se pot deduce pentru F X1X2:::Xn
 :Forma general¼a a lui F XY  poate … vizualizat¼a din propriet¼atile d)-g). În cazul
 când  X   si  Y   sunt discrete  F XY    seam¼an¼a cu un colt al unor trepte neregulate,ca în …gura de mai jos.
 Creste de la 0 la în¼altimea de 1 în directia dinspre cadranul 3 spre cadranul1. Când X   si Y   sunt continue F XY  este o suprafat¼a neted¼a cu aceleasi tr¼as¼aturi.
 Propriet¼atile f) si g) arat¼a c¼a functiile de repartitie ale variabilelor aleatoare
 individuale, numite   functii de repartitie marginale , pot … calculate din functiade repartitie comun¼a a lor. Reciproca nu este în general adev¼arat¼a. O situatieimportant¼a când reciproca este adev¼arat¼a este când  X   si  Y  sunt independente.
 De…nitia 3.2.   a) Variabilele aleatoare  X   si  Y   sunt   independente   dac¼a sinumai dac¼a P  (X   x \ Y   y) =  P  (X   x) P  (Y   y) ; 8x; y 2 R:
 21
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 b) Variabilele aleatoare X 1; X 2;:::;X n sunt independente  dac¼a si numai dac¼aP  (X 1
  x1
 \X 2
  x2
 \:::
 \X n
  xn) =  P  (X 1
  x1) P  (X 2
  x2) :::P  (X n
  xn) ;
 8x1; x2;:::;xn
  2R:Observatii.  a) X   si  Y   sunt independente  ()
 F XY   (x; y) =  F X (x) F Y   (y) ; 8x; y 2 R:b)  X 1; X 2;:::;X n  sunt independente  ()
 F X1X2:::Xn (x1; x2;:::;xn) =  F X1
  (x1) F X2 (x2) :::F Xn
  (xn) ; 8x1; x2;:::;xn 2 R:c) X   si  Y  sunt independente   =)
 P  (x1  < X   x2 \ y1  < Y   y2) =  P  (x1  < X   x2) P  (y1  < Y   y2) ; 8x1; x2; y1; y2 2R a. î.   x1  < x2  si  y1  < y2:
 Demonstratie.  a), b) Evident.c) P  (x1  < X   x2 \ y1  < Y   y2) =
 F XY   (x2; y2) F XY  (x1; y2) F XY  (x2; y1) + F XY   (x1; y1) =F X (x2) F Y   (y2) F X (x1) F Y   (y2) F X (x2) F Y  (y1) + F X (x1) F Y   (y1) =(F X (x2)
 F X (x1)) (F Y   (y2)
 F Y   (y1)) =  P  (x1  < X 
  x2) P  (y1  < Y 
  y2) :
 În general:
 X 1; X 2;:::;X n sunt independente ()   P 
   n\
 i=1
 X i 2 Ai
 !=
 nYi=1
 P  (X i 2 Ai) ; 8A1;:::;An
 intervale sau multimi cu un singur element din  R:Aici  X i 2 Ai  = f! 2 jX i (!) 2 Aig.De…nitia 3.3. a)   Functia mas ¼ a de probabilitate comun ¼ a   a variabilelor
 aleatoare discrete  X   si  Y   este de…nit¼a de
  pXY   (x; y) =  P  (X  = x \ Y   = y) ; 8x; y 2 R:
 b) Fie  n  variabile aleatoare discrete  X 1; X 2;:::;X n:  Functia mas ¼ a de proba-
 bilitate comun ¼ a  a lor este de…nit¼a de
  pX1X2:::Xn (x1; x2; :::xn) =  P  (X 1  =  x1 \ X 2  =  x2 \ ::: \ X n  =  xn) ; 8x1; x2;:::;xn 2 R:
 Propriet¼ati 3.2.   Fie X   si Y   variabile aleatoare discrete care iau o multimecel mult num¼arabil¼a de perechi de valori  (xi; yj ) ; i ; j  = 1; 2;:::  cu probabilit¼atinenule.
 a)  pXY  (x; y) = 0 peste tot, exceptând punctele  (xi; yj ) ; i ; j  = 1; 2;:::  undeia valori egale cu probabilitatea comun¼a  P  (X  = xi \ Y   = yj ) :
 b)  0  < pXY   (xi; yj) 1;
 c)X
 i
 Xj
  pXY   (xi; yj ) = 1;
 d) Xi
  pXY   (xi; y) =  pY  (y) ;
 e)X
 j
  pXY  (x; yj ) =  pX (x) ;
 f) F XY   (x; y) =X
 ijxix
 Xjjyjy
  pXY  (xi; yj ) ; 8x; y 2 R:
 Acum  pX (x)  si  pY   (y) sunt numite   functii mas ¼ a de probabilitate marginale.
 23
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 Propriet¼ati similare pot … scrise pentru  pX1X2:::Xn:
 De…nitia 3.4. a) Functia densitate de probabilitate comun ¼ a  a dou¼a variabile
 aleatoare continue X   si  Y   este de…nit¼a de derivata partial¼a
 f XY   (x; y) = @ 2F XY 
 @x@y  (x; y) ;
 dac¼a exist¼a.b) Fie vectorul aleator  X cu componente variabilele aleatoare continue X 1; X 2;:::;X n
 care au functia de repartitie comun¼aF X (x) =  P  (X 1  x1 \ X 2  x2 \ ::: \ X n  xn) ;unde  x este vectorul cu componentele x1; x2;:::;xn:Functia densitate comun ¼ a  corespunz¼atoare este
 f X (x) =  @ nF X
 @x1@x2:::@xn
 (x) ;
 dac¼a derivatele partiale indicate exist¼a.Propriet¼ati 3.3. a) f XY   (x; y) 0 deoarece F XY  este cresc¼atoare în x si y.b) Din de…nitie,
 F XY   (x; y) =  P  (X   x \ Y   y) =
 Z   y
 1
 Z   x
 1
 f XY   (u; v) dudv:
 c) Dac¼a  x1 < x2  si  y1 < y2, atunci
 P  (x1  < X   x2 \ y1  < Y   y2) =
 Z   y2
 y1
 Z   x2
 x1
 f XY  (x; y) dxdy:
 d)   f XY    de…neste o suprafat¼a deasupra planului   (x; y). Dup¼a cum indic¼aproprietatea 3.3 c), probabilitatea ca variabilele aleatoare  X   si Y   s¼a se a‡e într-
 o anumit¼a suprafat¼a R  este egal¼a cu volumul de sub suprafata f XY    m¼arginit deacea regiune, ca în …gura de mai jos.
 e)Z   1
 1
 Z   11
 f XY   (x; y) dxdy  = 1:
 Aceast¼a proprietate rezult¼a din proprietatea b) punând  x ! 1 si  y ! 1 siarat¼a c¼a volumul total de sub suprafata  f XY    este 1:
 f)Z   1
 1
 f XY  (x; y) dy =  f X (x) :
 Aceasta rezult¼a din
 F X (x) =  F XY   (x; 1) =
 Z   11
 Z   x
 1
 f XY   (u; y) dudy;
 derivând în raport cu  x:
 g) Z   1
 1
 f XY   (x; y) dx =  f Y   (y) :
 Densit¼atile f X   si  f Y   din propriet¼atile f) si g) se numesc  densit ¼ ati marginale 
 ale lui  X , respectiv  Y :
 24
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 3.2 Densitate de repartitie conditionat¼a si formula lui Bayes
 pentru densit¼ati de repartitie
 Functia de repartitie conditionat ¼ a   a variabilei aleatoare   X   dat …ind c¼a alt¼avariabil¼a aleatoare  Y   ia valoarea y  este de…nit¼a de
 F XY  (xjy) =  P  (X   xjY   = y) :
 Fie   X   si   Y   variabile aleatoare continue.   Functia densitate de repartitie 
 conditionat ¼ a   (pe scurt   densitate conditionat ¼ a ) a lui   X   dat …ind   Y   =   y, no-tat¼a f XY  (xjy) este derivata functiei de repartitie conditionat¼a corespunz¼atoareei, adic¼a
 f XY   (xjy) =   dF XY  (xjy)dx
   :Avem, pentru  x1  < x2  si  y1  < y2:
 P  (x1  < X   x2jy1  < Y   y2) =   P (x1<Xx2\y1<Y y2)P (y1<Y y2)   = Z 
   y2
 y1 Z   x2
 x1
 f XY  (u;v)dudvZ   y2
 y1
 f Y  (v)dv
 :
 Punând x1 ! 1; x2  =  x; y2 & y1  =  y, obtinem:
 F XY   (xjy) =
 Z   x
 1
 f XY  (u;y)du
 f Y  (y)  ;
 cu conditia ca  f Y  (y) 6= 0:Mai departe obtinem(3.1) f XY   (xjy) =   dF XY  (xjy)
 dx  =   f XY  (x;y)
 f Y  (y)   , dac¼a  f Y   (y) 6= 0:
 Pentru functia de repartitie conditionat¼a nu e valabil¼a o formul¼a asem¼an¼a-toare, adic¼a  F XY   (xjy) 6=   F XY  (x;y)
 F Y  (y)  :
 Când X   si Y   sunt independente avem F XY   (x
 jy) =  F X (x) si din relatia (3.1)
 obtinemf XY   (xjy) =  f X (x)sif XY   (x; y) =  f X (x) f Y   (y) ;adic¼a densitatea comun¼a e egal¼a cu produsul densit¼atilor marginale când  X 
 si  Y  sunt independente.Mai avem si
 F XY   (xjy) =
 Z   x
 1
 f XY   (ujy) du:
 Extinderile pentru mai multe variabile aleatoare sunt imediate. Plecând dela
 P  (A \ B \ C ) =  P  (AjB \ C ) P  (BjC ) P  (C )pentru trei evenimente   A; B   si   C , avem în cazul a trei variabile aleatoare
 continue  X; Y   si  Z;f XY Z  (x; y; z) =  f XY Z  (xjy; z) f Y Z  (yjz) f Z  (z) :Pentru cazul a n variabile aleatoare continue X 1; X 2;:::;X n, componente ale
 vectorului aleator  X, putem scrief X (x) =  f X1X2:::Xn
  (x1jx2;:::;xn) f X2:::Xn (x2jx3;:::;xn) :::f Xn1Xn
  (xn1jxn) f Xn (xn) :
 26
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 Dac¼a X 1; X 2;:::;X n  sunt independente, obtinemf X (x) =  f X1
  (x1) f X2 (x2) :::f Xn
  (xn) :
 Formula lui Bayes pentru densit¼ati de repartitie.   Dac¼a  X   si  Y   suntvariabile aleatoare continue, atunci
 f XY   (xjy) =   f YX (yjx)f X(x)f Y  (y)   =   f YX(yjx)f X(x)Z 
   1
 1
 f YX(yj)f X()d
 ;
 dac¼a f Y   (y) 6= 0:
 3.3 Covariant¼a si corelatie
 Fie  X   si  Y   variabile aleatoare discrete care iau o multime cel mult num¼arabil¼ade perechi de valori   (xi; yj ) ; i ; j  = 1; 2;:::   cu probabilit¼ati nenule sau variabilealeatoare continue.
 De…nitia 3.5. Fie n; m 2 N:a)   Momentele comune   nm  ale variabilelor aleatoare  X   si  Y   sunt date de,dac¼a exist¼a,
 nm =  E  (X nY  m ) =
 8>><>>:
 Xi
 Xj
 xmi   yn
 j pXY  (xi; yj ) , dac¼a X   si  Y   sunt discrete,Z   11
 Z   11
 xnymf XY  (x; y) dxdy, dac¼a  X   si  Y  sunt continue.
 b) Similar, momentele centrate comune  ale lui X   si Y  , când exist¼a, sunt datede
 nm =  E  ((X  mX )n (Y   mY  )m) :
 Observatii.  Cu notatiile folosite aici, mediile lui  X   si Y   sunt 10, respectiv,01. De exemplu, folosind de…nitia 3.5 a) pentru X   si  Y   continue, obtinem
 10 =  E  (X ) = Z   1
 1 Z   1
 1 xf XY   (x; y) dxdy  = Z   1
 1 xZ   1
 1 f XY   (x; y) dydx =Z   11
 xf X (x) dx;
 unde  f X   este densitatea marginal¼a a lui  X . Astfel vedem c¼a acest rezultate identic cu cel din cazul unei singure variabile aleatoare.
 Aceast¼a observatie este adev¼arat¼a si pentru dispersiiile individuale. Ele sunt20, respectiv 02; si pot … g¼asite din de…nitia 3.5 b) cu înlocuiri corespunz¼atoarepentru n   si  m. Ca si în cazul unei singure variabile aleatoare avem
 20 =  20 210 sau 2
 X  = 20 m2X ;
 respectiv02 =  02 2
 01 sau 2Y   = 02 m2
 Y  :De…nitia 3.6. Se numeste  covariant ¼ a  a lui  X   si  Y 11 =  cov (X; Y  ) =  E  ((X 
 mX ) (Y 
  mY  )) :
 Covarianta e o m¼arime a interdependentei lui  X   si  Y :Proprietatea 3.4.  Covarianta e legat¼a de nm prin11 =  11 1001 =  11 mX mY  :
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 Demonstratie.   11 =  E  ((X  mX ) (Y   mY  )) =  E  (XY   mY  X  mX Y   + mX mY  ) =E  (XY  )
 mY  E  (X )
 mX E  (Y  ) + mX mY   = 11
 1001
 1001 + 1001  =
 11 1001:De…nitia 3.7.   Coe…cientul de corelatie  al lui  X   si  Y   este
  =   (X; Y  ) =  11p 
 2002
 =  11
 X Y 
 :
 Proprietatea 3.5. jj 1:
 Demonstratie.   [t (X  mX ) + Y   mY  ]2 0; 8t 2 R   =)   E 
 [t (X  mX ) + Y   mY  ]
 2
 =
 20t2 + 211t +  02   0; 8t 2   R   =)   = 4211  42002   0 =)   2
 11 2002   =) jj 1:
 Coe…cientul de corelatie este f ¼ar¼a dimensiune. El este si independent deorigine, adic¼a 8a1; a2; b1; b2 2 R cu  a1; a2  >  0  se poate demonstra c¼a
 (a1X  +  b1; a2Y   + b2) =   (X; Y  ) :
 Proprietatea 3.6.  Dac¼a X   si  Y  sunt independente, atunci11 = 0  si    = 0:Demonstratie.  Fie  X   si  Y   continue.
 11 =  E  (XY  ) =
 Z   11
 Z   11
 xyf XY  (x; y) dxdy  indep.
 =
 Z   11
 Z   11
 xyf X (x) f Y  (y) dxdy  =Z   11
 xf X (x) dx
 Z   11
 yf Y   (y) dy  =  mX mY    =)   11 =  11 mX mY   = 0 =) = 0:
 Similar se poate demonstra dac¼a X   si  Y   sunt discrete.Dac¼a X   si  Y  sunt independente, atunci(3.2) E  (g (X ) h (Y  )) =  E  (g (X )) E  (h (Y  )) ;dac¼a mediile exist¼a.Când coe…cientul de corelatie al dou¼a variabile aleatoare se anuleaz¼a, spunem
 c¼a ele sunt  necorelate.Observatii.   1)   X   si   Y   sunt necorelate   ()   E  (XY  ) =   E  (X ) E  (Y  ).
 (Rezult¼a din de…nitii si proprietatea 3.4.)2)   X ,   Y   independente   =)   X ,   Y   necorelate. (Rezult¼a din de…nitie si
 proprietatea 3.6.)3) Reciproca nu e adev¼arat¼a.
 Exemplul 3.1.  Fie  X   2   1 1 2
 14
 14
 14
 14
 si  Y   = X 2:
 Avem  Y  
   1 412
 12
 ,
  pXY   (x; y) =
 8>><>>:
 14 , pentru   (x; y) = (2; 4) ;14 , pentru   (x; y) = (1; 1) ;1
 4 , pentru   (x; y) = (1; 1) ;14 , pentru   (x; y) = (2; 4) ;
 mX  = (2)   14  + (1)   14  + 1   14  + 4   14  = 0;mY   = 1   12  + 4   12  =   5
 2 ;11 = (2) 4   14  + (1) 1   14  + 1 1   14  + 2 4   14  = 0:Deci
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 11 =  11 mX mY   = 0 =)    =   11
 XY = 0 =)   X   si  Y  sunt necorelate.
 Pe de alt¼a parte,P  (X   2 \ Y   1) =  F XY  (2; 1) = 0;iarP  (X   2) P  (Y   1) =  F X (2) F Y  (1) =   1
 4    12  =   18 ;
 deciP  (X   2 \ Y   1) 6=  P  (X   2) P  (Y   1) =)   X   si  Y  nu sunt inde-
 pendente.Coe…cientul de corelatie m¼asoar¼a interdependenta liniar¼a a variabilelor aleatoare,
 adic¼a acuratetea cu care o variabil¼a aleatoare poate … aproximat¼a printr-ofunctie liniar¼a de cealalt¼a. Pentru a vedea asta, consider¼am problema aprox-im¼arii unei variabile aleatoare  X  printr-o functie liniar¼a de o a doua variabil¼aaleatoare   Y  ,   aY   + b, unde   a   si   b   sunt alese a. î. eroarea medie p¼atratic¼a   ede…nit¼a de
 (3.3) e  =  E [X 
 (aY   + b)]2este minim¼a. Aveme   =   E 
 X 2 + a2Y  2 + b2 2aXY   2bX  + 2abY 
   =   E 
 X 2
 + a2E 
 Y  2
 +b2 2aE  (XY  ) 2bmX + 2abmY  ;
 @e@a
  = 2aE 
 Y  2 2E  (XY  ) + 2bmY  ;
 @e@b
   = 2b 2mX  + 2amY  :Rezolvând sistemul
   @e@a
  = 0;@e@b
   = 0;obtinem c¼a minimul e atins cânda =   X
 Y sib =  mX  amY  :
 Înlocuind aceste valori în relatia (3.3) obtinem eroarea medie p¼atratic¼a min-im¼a 2X
 1 2
 . Vedem c¼a o potrivire exact¼a în sensul mediei p¼atratice e atins¼a
 când jj = 1  si aproximarea liniar¼a este cea mai rea când   = 0: Când   = 1, X si  Y   se numesc  pozitiv perfect corelate , în sensul c¼a valorile pe care le iau suntpe o dreapt¼a cu pant¼a pozitiv¼a; ele sunt  negativ perfect corelate  când   = 1  sivalorile lor se a‡¼a pe o dreapt¼a cu pant¼a negativ¼a. Aceste dou¼a cazuri extremesunt ilustrate în …gura de mai jos.
 Valoarea lui jj descreste când împr¼astierea valorilor în jurul dreptelor creste.În demonstratia faptului c¼a jj 1; am obtinut211  2002:
 Folosind un procedeu similar, putem ar¼ata de asemenea c¼a
 E 2 (XY  )
 E X 2E Y  2 :
 Ultimele dou¼a relatii sunt   inegalit ¼ atile lui Schwarz .De…nitia 3.8.   FieX un vector coloan¼a aleator cu componentele X 1; X 2;:::;X n
 si  mX  vectorul coloan¼a având componente mediile lui  X 1; X 2;:::;X n:  Matricea 
 de covariant ¼ a  este
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 = E 
 (XmX) (XmX)T 
 =
 0BBB@
 var (X 1)   cov (X 1; X 2)   : :: cov (X 1; X n)cov (X 2; X 1)   var (X 2)   ::: cov (X 2; X n)
 ...  ...
   . . .  ...
 cov (X n; X 1)   cov (X n; X 2)   ::: var (X n)
 1CCCA :
 este o matrice n n cu având pe diagonal¼a variante si în afara diagonalei
 covariante. Deoarece  cov (X i; X j) =   cov (X j ; X i), matricea de covariant¼a estesimetric¼a.Urm¼atorul rezultat este o generalizare a relatiei (3.2).Teorem¼a.   Dac¼a  X 1; X 2;:::;X n  sunt independente, atunciE  (g1 (X 1) g2 (X 2) :::gn (X n)) =  E  (g1 (X 1)) E  (g2 (X 2)) :::E  (gn (X n)) ;unde  gj (X j )  este o functie arbitrar¼a de  X j . Se presupune c¼a toate mediile
 care sunt scrise exist¼a.
 30



						
LOAD MORE                    

                                    


                
                    
                    
                                        
                

                

                        


                    

                                                    
                                CF Curs 4 5 6 Contabilitatea Imobilizarilor

                            

                                                    
                                Amenajari (curs 5 + curs 6)

                            

                                                    
                                Histologie Curs 5

                            

                                                    
                                Curs 4-5users.utcluj.ro/~dtl/TF/Cursuri/Curs_4-5.pdf · Curs 4-5 Tehnici de semnalizare utilizate în reţele telefonice clasice. Sistemul de semnalizare 7 (SS7). Zsolt Polgar Communications

                            

                                                    
                                KM C284e-20180509112629phys.ubbcluj.ro/invatamant/planinv/2018/fr.pdf · Curs optional 4 Curs optional 5 Fizica semiconductorilor Curs optional 6 Curs optional 7 Curs optional 8 Curs

                            

                                                    
                                Curs Oferta Osoasa Curs 4

                            

                                                    
                                STATcom - Curs 4-5

                            

                                                    
                                Ortezare curs 4-5.doc

                            

                                                    
                                Cabaline Curs 4-5

                            

                                                    
                                Clasificarea oţelurilorusers.utcluj.ro/~cteodor/AN1MI/Curs 4 Curs 5.pdfdeosebite (oţeluri inoxidabile, refractare, magnetice,electrotehnice, pentru magneţi permanenţi etc.). Clasificarea

                            

                                                    
                                Curs 4 5 Si 6 7 Aplicatii Riscul Economic Financiar Falim

                            

                                                    
                                Curs 4 5 Baze de Date

                            

                                                    
                                Hemato Curs 5

                            

                                                    
                                Curs 5 TGS

                            

                                                    
                                Curs 5 - Drojdii

                            

                                                    
                                Curs 4 Notite de Curs

                            

                                                    
                                Introducere in studiul dreptului-Curs 4 si 5 Izvoarele Dreptului

                            

                                                    
                                CURS FIZICA 4-5 Mecanica Statistica

                            

                                                    
                                Curs 4-5 Conjunctiv

                            

                                                    
                                curs-5 curs-7 endocrine elias

                            

                                                    
                                Imunologie Curs 5

                            

                                                    
                                Curs Micologie 5

                            

                                                    
                                Curs 5: Clasificarea datelor (II)staff.fmi.uvt.ro/~daniela.zaharie/dm2017/RO/curs/dm2017...Curs 5: Clasificarea datelor (II) Data Mining - Curs 5 (2017) 1 Data Mining - Curs 5 (2017)

                            

                                                    
                                utgjiu.ro · 2021. 5. 10. · Drept notarial: 2 ore curs; Dreptul transporturilor: 2 ore curs; Dreptul muncii securitätii sociale 1+2: 4 ore curs; Dreptul mediului: 2 ore curs ILL:

                            

                                                    
                                Curs 4-5 RC

                            

                                                    
                                Curs.5.Conceptia Si Productia Unui Medicament-curs

                            

                                                    
                                Curs OMF, Anul 5, Curs 2

                            

                                                    
                                2012 Obiectivele Programului de Recuperare Curs 4 Si 5

                            

                                                    
                                curs 4-5 OVA

                            

                                                    
                                CURS STRUCTURI 5

                            

                                                    
                                Notite Curs 5

                            

                                                    
                                Curs 4 5 Patologia Snp

                            

                                                    
                                curs 5 poduri

                            

                                                    
                                curs diabet 4-5

                            

                                                    
                                curs 4-5 AMG biofiz (1).ppt

                            

                        
                    

                                    

            

        

    

















    
        
            
                	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy



                	English
	Français
	Español
	Deutsch


            

        

        
            
                Copyright © 2022 VDOCUMENTS

            

                    

    








    


