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Geome t r i e Trigonometrie
 Die Trigonometrie (von griechisch trígonon - Dreieck und métron - Mass) befasst sich mit der Berechnung von Winkeln und Seitenlängen in Dreiecken. Sie wird in der Landesvermessung, der Navigation und der Astronomie eingesetzt.
 Der Begriffe wurde erstmals vom deutschen Mathematiker und Theologe Bartholomäus Pitiscus [*1561, †1613 (Renaissance)] in seiner Schrift „Trigonometria: sive de solutione triangulorum tractatus brevis et perspicuus“ verwendet.
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 1. Trigonometrie im …………………………………. Dreieck
 Löse diese Aufgaben zusammen mit deiner Pultnachbarin, deinem Pultnachbarn.
 Aufgabe 1: Auf den nächsten Seiten findest du viele verschiedene Dreiecke. Was ist diesen Dreiecken gemeinsam? Du kannst nun das fehlende Wort in der Überschrift ergänzen.
 Aufgabe 2: Ordne die Dreiecke in Gruppen. Welche bilden zusammen eine Gruppe? Schneide die Dreiecke aus und lege die zusammengehörigen nebeneinander. Wie viele Gruppen gibt es?
 ....................................................................................................................................... Schreibe auf, nach welchem Kriterium du die Dreiecke geordnet hast.
 ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................
 Welche Eigenschaften sind bei den Dreiecken in einer Gruppe gleich?
 ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................
 Aufgabe 3: In der nebenstehenden Figur sind die Seiten in einem rechtwinkligen Dreieck und ein Winkel bezeichnet. Wähle eines der Dreiecke aus und überlege dir welche Seite die Ankathete, die Gegenkathete und welche die Hypotenuse ist. Notiere in Worten, an was du die An- und die Gegenkathete und die Hypotenuse erkennst.
 ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................
 Hypotenuse c
 Geg enkathe te
 a
 Ankathete bα
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 a. b. c.
 d. e. f.
 g. h. i.
 j. k. l.
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 m. n. o.
 p. q. r.
 s. t. u.
 v. w. x.
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 Aufgabe 4: Wähle eine Gruppe von Dreiecken und berechne bei jedem Dreieck aus dieser Gruppe das Verhältnis von Gegenkathete zu Hypotenuse. Was stellst du fest? Vergleiche dein Ergebnis auch mit jemandem, der eine andere Gruppe von Dreiecken gewählt hat.
 ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................
 Satz: Das Verhältnis von ……………………………………… zu ………………………………… in
 einem …………………………………… Dreieck
 hängt nur vom ………………………… ab und ist
 ………………………………… von der Grösse
 des Dreiecks.
 Aufgabe 5: Versuche in möglichst kurzen Worten, mathematisch präzise zu sagen, weshalb dieser Satz gilt.
 ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................
 Aufgabe 6: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 250 m lang und der Winkel α = 20°. Wie lang ist die Gegenkathete?
 .......................................................................................................................................
 Hypotenuse c
 Geg enkathe te
 a
 Ankathete bα
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 Um rechtwinklige Dreiecke berechnen zu können, wäre es sehr nützlich, wenn das Verhältnis von Gegenkathete zu Hypotenuse für bestimmte Winkel bekannt wäre. Wir wollen uns eine Tabelle mit diesen Werten erstellen. Dieses Problem teilen wir unter uns auf.
 Aufgabe 7: Wähle einen Winkelwert aus der Tabelle und bestimme das Verhältnis von Gegen-kathete zu Hypotenuse möglichst genau. Zeichne dazu das entsprechende Dreieck. Schreibe den gefundenen Wert an die Wandtafel.
 Tabelle: Verhältnis von Gegenkathete zu Hypotenuse als Funktion des Winkels α:
 Winkel GegenkatheteHypotenuse
 α
 5°
 10°
 15°
 20°
 25°
 30°
 35°
 40°
 45°
 50°
 55°
 60°
 65°
 70°
 75°
 80°
 85°
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 Aufgabe 8: Zwei wichtige spezielle Winkel fehlen in der Tabelle. Welche? Welche Werte nimmt das Verhältnis von Gegenkathete zu Hypotenuse für diese Winkel an? Bereite dich darauf vor deinen Überlegungen deinen Mitschülerinnen und Mitschülern zu präsentieren.
 Die folgenden Aufgaben solltest du allein lösen. Natürlich darfst du deine Mitschülerinnen und Mitschüler um Hilfe fragen.
 Aufgabe 9: Hier brauchst du nun die Tabelle auf der vorhergehenden Seite.
 a. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 14 cm lang. Wie lang ist die Kathete, die dem Winkel 35° gegenüberliegt?
 b. Wie lang ist die Gegenkathete, wenn der Winkel 15° beträgt und die Hypotenuse 12 km lang ist?
 c. Wie lang ist die Kathete in einem rechtwinkligen Dreieck mit dem Winkel 45° und der Hypotenuse c = 18 m?
 d. Hypotenuse c = 35 m, Winkel α = 70°, a = ?
 e. Winkel β = 5°, Hypotenuse c = 13 cm, b = ?
 f. Winkel α = 12.5°, Hypotenuse c = 27 mm, a = ?
 Aufgabe 10: Berechne die gefragten Grössen in diesen rechtwinkligen Dreiecken (c ist jeweils die Hypotenuse). Auch hier brauchst du die Tabelle.
 a. Ein Winkel im Dreieck beträgt 40° und die gegenüberliegende Kathete ist 35 cm lang. Wie lang ist die Hypotenuse in diesem rechtwinkligen Dreieck?
 b. α = 70°, a = 35.5 cm, c = ?
 c. β = 7.5°, b = 77 mm, c = ?
 d. Die Gegenkathete ist 38.4 cm und die Hypotenuse 112.3 cm lang. Wie gross ist der Winkel, der der Gegenkathete gegenüberliegt?
 e. a = 191.8 mm, c = 250.4 mm, α = ?
 f. c = 189.3 m, b = 16.5 m, β = ?
 Aufgabe 11: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse c = 25 cm lang. Der Winkel beträgt α = 25°. Berechne die Länge der Ankathete b! Es gibt mehrere Lösungswege! Bereite dich so vor, dass du deinen Lösungsweg der Klasse präsentieren kannst. Wenn du allein nicht weiter kommst, so arbeite in einer Gruppe von zwei oder drei Schülerinnen bzw. Schülern.
 c a
 bα
 β
 γ
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 Lösung zur Aufgabe 11: Variante 1
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 Satz: .....................................................................................................................................
 .......................................................................................................................................
 Lösung zur Aufgabe 11: Variante 2
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 .............................................................................................................................................
 Satz: .....................................................................................................................................
 .......................................................................................................................................
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 Aufgabe 12: Berechne alle fehlenden Grössen in diesen rechtwinkligen Dreiecken (c ist die Hypotenuse). Versuche beide Sätze auf Seite 8 einzusetzen.
 a. α = 35°, c = 265 cm
 b. α = 70°, b = 17 mm
 c. α = 10°, b = 9.2 m
 d. a = 11.9 cm, b = 25.5 cm
 Wir können nun also in sehr vielen Fällen alle Grössen in einem rechtwinkligen Dreieck berechnen. Wir könnten die Resultate jedoch deutlich schneller finden, wenn wir nicht nur das Verhältnis von Gegenkathete zu Hypotenuse kennen würden. Wir ergänzen die Tabelle auf Seite 6 durch eine Spalte mit dem Verhältnis Ankathete zu Hypotenuse und einer weiteren Spalte mit dem Verhältnis Gegenkathete zu Ankathete.
 Aufgabe 13: Wähle zwei Winkelwerte aus der Tabelle auf Seite 6 und berechne diese beiden Verhältnisse und schreibe die Werte an die Wandtafel. Versuche die Werte auf unterschiedliche Arten zu berechnen.
 Aufgabe 14: Berechne die fehlenden Verhältnisse für die Winkel 0° und 90°.
 Aufgabe 15: Berechne alle fehlenden Grössen in diesen rechtwinkligen Dreiecken (c ist die Hypotenuse). Setze dabei die Tabelle schlau ein, sodass du möglichst wenig rechnen musst.
 a. α = 25°, c = 377 cm
 b. β = 50°, b = 66 mm
 c. α = 30°, b = 4.3 m
 d. a = 42.0 cm, b = 60.0 cm
 Aufgabe 16: Wie viele Grössen müssen in einem rechtwinkligen Dreieck bekannt sein, damit alle anderen berechnet werden können? Welche Angaben müssen es sein? Gibt es einen mathematischen Grund, weshalb das so ist. Überlege dir, wie du deine Überlegungen dem Rest der Klasse erklären kannst.
 Damit wir besser davon sprechen können und auch Formeln einfacher aufschreiben können, geben wir nun den berechneten Verhältnissen im rechtwinkligen Dreieck eindeutige Namen.
 Definition der trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck:
 Sinus: ................................................................
 Cosinus: ............................................................
 Tangens: ........................................................... Hypotenuse c
 Geg enkathe te a
 Ankathete bα
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 Hier sollst du lernen die trigonometrischen Funktionen in einem Dreieck zu erkennen - auch wenn das Dreieck gedreht ist und unterschiedlich angeschrieben.
 Aufgabe 17: Drücke in jedem dieser Dreiecke
 a) sin(α) und sin(β),
 b) cos(α) und cos(β)
 c) tan(α) und tan(β)
 durch das Verhältnis der
 Seitenlängen aus.
 Dein Taschenrechner kennt die trigonometrischen Funktionen. Hier hast du ein paar Übungs-aufgaben um dies auszuprobieren. Löse jeweils nur ein paar Beispiele, bis du mit dem Rechner umgehen kannst.
 Aufgabe 18: Bestimme mithilfe des Taschenrechners den Sinus, den Cosinus und den Tangens für folgende Winkel (vier Kommastellen):
 a) 10° b) 25° c) 30° d) 55° e) 80°
 Aufgabe 19: Bestimme mithilfe des Taschenrechners:
 a) sin(5°25’) d) sin(78°29’20’’)
 b) cos(3°20’) e) cos(78°15’45’’)
 c) tan(25°50’) f) tan(84°12’05’’)
 Aufgabe 20: Bestimme mithilfe des Taschenrechners die Winkel α:
 a) sin(α) = 0.9976 b) sin(α) = 0.3776 c) sin(α) = 0.0506
 d) cos(α) = 0.3843 e) cos(α) = 0.9945 f) cos(α) = 0.6713
 g) tan(α) = 0.0612 h) tan(α) = 5.558 i) tan(α) = 22.024
 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen: Ist ein Verhältnis von Seitenlängen in einem
 rechtwinkligen Dreieck bekannt, so sind die Winkel festgelegt und wir können diese auch
 finden. Die Umkehrfunktion des Sinus heisst Arcussinus, die Umkehrfunktion des Cosinus
 heisst Arcus………………… und des Tangens ………………………… .
 Der Taschenrechner liefert mit der Taste ……… die Umkehrung des Sinus.
 Bsp: 1a aarcsin sin
 c c
 ...... ......arccos ..........
 ...... ......
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 Nun ist es möglich, alle Grössen in einem rechtwinkligen Dreieck zu berechnen. Hier einige Aufgaben zur Dreiecksberechnung:
 Aufgabe 21: Bestimme die Winkel α und β eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn gegeben sind:
 a) a = 5.3 cm b) b = 26.7 dm c) a = 17.3 m c = 7.5 cm c = 3.7 m b = 24.4 m
 Aufgabe 22: Berechne die fehlenden Stücke folgender rechtwinkliger Dreiecke (c = Hypotenuse):
 a) a = 12.7 cm b) b = 15.9 dm c) c = 112.3 m d) c = 58.3 dm
 α = 24° β = 65° β = 48°20’ α = 74°35’
 b = ? a = ? a = ? a = ?
 c = ? c = ? b = ? b = ?
 Aufgabe 23: Von einem rechtwinkligen Dreieck ist bekannt:
 a) a : c = 3 : 4 b) b : c = 3 : 7 c) a = b = 7.3 cm
 Wie gross sind die Winkel α und β?
 Aufgabe 24: In einem rechtwinkligen Dreieck sind bekannt (c ist die Hypotenuse):
 a) a = 47 cm, hc = 38 cm b) α = 64°20’, A = 353 cm2
 Berechne die fehlenden Seiten und Winkel.
 Aufgabe 25: In einem gleichschenkligen Dreieck (c: Basis = Grundseite) sind bekannt:
 a) c = 43.4 cm, a = 28.7 cm
 b) c = 33 m, α = 74°55’
 c) ha = 11.0 cm, c = 23.2 cm
 Berechne die fehlenden Seiten und Winkel.
 Der Space Shuttle verfügt über einen langen Roboterarm, der dank vieler Gelenke sehr beweglich ist. Um die Position des Astronauten am Ende des Arms zu steuern, braucht es trigonometrische Berechnungen an jedem dieser Gelenke.
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 Funktionswerte für spezielle Winkel
 Für einige spezielle Winkel können wir die genauen Funktionswerte berechnen:
 α 0° 30° 45° 60° 90°
 sin(α) 0 12
 22
 32
 1
 cos(α) 1 32
 22
 12
 0
 tan(α) 0 33
 1 3 –
 Beweis für α = 45°
 Beweis für α = 30°
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 2. Anwendungen im rechtwinkligen Dreieck
 Aufgabe 26: Berechne den Winkel α und die Spann-weite a der Brücke, wobei e = 8.75 m und h = 1.85 m.
 Aufgabe 27: Wie gross ist der Steigungswinkel α der Sparren und welche Länge hat die Höhe des Daches, wenn die Sparren an der Dachtraufe 0.4 m überstehen?
 Aufgabe 28: Ein gerader Kegel hat einen Durchmesser von 14 cm und einen Winkel γ = 32° an der Spitze. Wie gross ist der Rauminhalt des Kegels?
 Neigungswinkel
 Aufgabe 29: Eine Strasse ist nach 1550 m (gemäss Kilometerzähler) um 11.2 m gestiegen. Wie gross ist der Steigungswinkel der Strasse?
 Aufgabe 30: Eine Strasse hat 8% Steigung. Wie gross ist ihr Steigungswinkel?
 Aufgabe 31: Mit welcher Steigung (Winkel und Prozent) muss eine Bergstrasse angelegt werden, um auf einer Länge von 14 km (entlang der Strasse) eine Höhe von 750 m zu überwinden?
 Aufgabe 32: Eine Bahnstrecke hat auf der Karte (1 : 30'000) eine Länge von 7.6 cm. Wie lang ist die Strecke in der Natur, wenn die Steigung 4½% ist?
 Aufgabe 33: Zwei Höhenlinien sind auf einer Karte (1 : 30'000) 4 mm voneinander entfernt. Das Gelände hat an dieser Stelle einen Neigungswinkel von 22.6°. Wie gross ist der Höhenunterschied zwischen beiden Linien?
 Aufgabe 34: Eine Gerade hat die Funktionsgleichung f(x) = 0.5x + 2. Welchen Steigungswinkel hat sie?
 Vermessungstechnik & Navigation
 Aufgabe 35: Eine Wetterwarte lässt einen Messballon aufsteigen. Ein Beobachter, der 1200 m von der Wetterwarte entfernt ist, sieht den Ballon unter einem Winkel von 24° zur Horizontalen. Wie hoch ist der Ballon über der Wetterwarte, wenn er senkrecht aufgestiegen ist?
 Aufgabe 36: Wie hoch ist ein Baum, wenn sein Schatten 58 m lang ist und die Sonnenstrahlen mit dem Erdboden einen Winkel von 23° (Sonnenhöhe) bilden?
 Aufgabe 37: Eine 15.4 m hohe Tanne wirft einen 33.6 m langen Schatten. Welche Höhe (Höhenwinkel) hat die Sonne?
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 Aufgabe 38: Wie weit ist eine 2.8 m lange Messlatte vom Beobachter entfernt, wenn der Erhebungswinkel 1°40’ beträgt? Die Augen befinden sich 1.5 m über dem Boden.
 Aufgabe 39: Es soll die Breite eines Flusses gemessen werden. Zu diesem Zweck wird am Ufer eine Standlinie AB = 30 m abgesteckt. Punkt A genau gegenüber (also senkrecht zur Standlinie) steht ein Baum C, der von B unter dem Winkel ABC von 34°20‘ gesehen wird.
 Aufgabe 40: Von einem Ballon, der in 3400 m Höhe schwebt, erscheint ein Haus unter einem Tiefenwinkel von 29°. Wie weit ist es vom Beobachter entfernt?
 Aufgabe 41: Von einem Kirchturm (h = 68 m) erblickt man ein Auto unter dem Tiefenwinkel α von 6.25°. Wie weit ist das Auto vom Beobachter entfernt?
 Aufgabe 42: Vom Fenster eines Hochhauses erscheinen beide Ufer unter den Tiefenwinkeln α von 17.3° und β von 42.15°. Das Fenster ist 25 m über dem Boden. Wie breit ist der Fluss?
 Aufgabe 43: Du segelst an dem berühmten Eddystone Leuchtturm vorbei. Mit einem Sextanten misst du den Höhenwinkel des Leuchtturms. Er beträgt 1.9°. Aus dem „Nautical Almanach“ wisst du, dass der Leuchtturm 49 m hoch ist. Wie weit vom Leuchtturm entfernt bist du?
 Aufgabe 44: Du segelst an der Insel Amrum vorbei. Vor dir, 32° steuerbord (d.h. rechts von der Fahrtrichtung) siehst du den Kirchturm der Ortschaft Nebel. Nach 3.8 km Fahrt liegt der Kirchturm steuerbord quer ab (d.h. 90° rechts von der Fahrtrichtung). Wie weit bist du jetzt von Nebel entfernt?
 Geodäsie
 Aufgabe 45: Wie weit ist Bern von der Erdachse entfernt? (Breite ϕ = 46°57‘, r = 6370 km)
 Aufgabe 46: Welchen Umfang hat der Breitenkreis von Bern?
 Aufgabe 47: Mit welcher Geschwindigkeit dreht sich Bern um die Erdachse?
 Aufgabe 48: Welcher Breitenkreis hat den Umfang 23‘000 km?
 Aufgabe 49: Ein Dampfer fährt schon 32 Stunden auf dem 42. Breitengrad. Wie hoch war seine Durchschnittsgeschwindigkeit, wenn sich seine Position gegenüber der geographischen Länge um 17°40‘ geändert hat?
 Kräfte
 Aufgabe 50: Zwei Kräfte F1 = 280 N und F2 = 140 N greifen rechtwinklig zueinander an einem Punkt an. Wie gross ist die resultierende Kraft, und welchen Winkel bildet sie mit F1?
 Aufgabe 51: Auf einer schiefen Ebene (α = 18°) steht ein Wagen (FG = 34’500 N). Wie gross sind die Kräfte F|| und F⊥, in die FG parallel und senkrecht zur schiefen Ebene zerlegt werden kann?
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 3. Erweiterung auf beliebige Winkel
 Der Einheitskreis
 Definition: Als Koordinatenursprung O wird der Punkt mit den Koordinaten (0|0) bezeichnet.
 Definition: Ein Einheitskreis ist ein Kreis um den Koordinatenursprung O mit dem Radius 1.
 Aufgabe 52: Liegen diese Punkte auf dem Einheitskreis? Wie kannst du dies überprüfen?
 Auf vier Kommastellen genau:
 a) P(2.2542 3.1880) b) P(0.1457|–0.5124) c) P(0.0000|0.0000)
 d) P(0.2145|0.9767) e) P(0.5000|0.8660) f) P(–0.5000|0.8660)
 g) P(–0.5000|–0.8660) h) P(0.5000|–0.8660) i) P(0.7868|0.6145)
 Algebraisch genau (ohne Rechner):
 j) P( 2 | 2 ) k) P( 12
 | 12
 ) l) P( 14
 | 15
 )
 m) P( 32
 , 12
 ) n) P( 23
 | 13
 ) o) P( 16
 | 55
 )
 p) P( 35
 | 45
 ) q) P(–1|2) r) P(1|0)
 s) P(0|–1) t) P(0|1) u) P(–1|–1)
 Aufgabe 53: Alle diese Punkte liegen auf dem Einheitskreis. Ergänze die fehlenden Werte.
 a) P(0.1789|...............) b) P(...............| 0.4536)
 c) P(0.2454|...............) d) P(...............| 16
 )
 Aufgabe 54: Erfinde selber einen Punkt auf dem Einheitskreis: P(....................|....................)
 Aufgabe 55: In der Tabelle auf Seite 6 sind die Sinus- und Cosinuswerte für einige Winkel zusammengestellt. Wir können jeweils das Wertepaar (Sinus- und Cosinuswert) für einen Winkel als Koordinaten eines Punktes auffassen. Liegen diese Punkte auf dem Einheitskreis?
 Sinus und Cosinus für beliebige Winkel
 Definition: Die positive x-Achse und die Strecke OP vom Ursprung zu einem Punkte P bilden im
 Gegenuhrzeigersinn den Winkel α, wobei P ≠ O.
 Aufgabe 56: Auf der nächsten Seite findest du sechs Einheitskreise. Zeichne die folgenden Winkel α in diese Einheitskreise ein. Für jeden Winkel hat es einen Einheitskreis. a) α = 20° b) α = 120° c) α = 210° d) α = 315° e) α = 270° f) α = 360°
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 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
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 Aufgabe 57: Dies ist die Figur aus der Aufgabe 56a (Winkel 20°). Zusätzlich ist eine Senkrechte auf die x-Achse eingezeichnet. Du kannst nun ein Dreieck erkennen. Wo erkennst du in diesem Dreieck den Sinus und den Cosinus vom Winkel 20°? Um welche Koordinaten (x oder y) des Punktes auf dem Einheitskreis handelt es sich dabei?
 Wir legen nun den Sinus und den Cosinus neu fest. Der Vorteil dabei ist, dass wir uns nicht mehr auf Winkel zwischen 0° und 90° beschränken müssen.
 Definition: Liegt ein Punkt P(x|y) auf dem Einheitskreis und
 bildet die Strecke OP mit der positiven Richtung der
 x-Achse im Gegenuhrzeigersinn einen Winkel α, so gilt:
 .........................................................................
 .........................................................................
 Aufgabe 58: Zeichne jeweils den Sinus und den Cosinus in den Figuren auf Seite 16 ein. Bestimme die Werte des Sinus und des Cosinus für diese sechs Winkel. Kontrolliere deine Messungen mit dem Taschenrechner. Haben sin(20°) und cos(20°) im Einheitskreis denselben Wert wie am rechtwinkligen Dreieck?
 Einige Reduktionsformeln
 Aufgabe 59: Fällt die bei den Sinus- und Cosinuswerten von 120° und 210° etwas auf?
 Aufgabe 60: Zeichne im linken Einheitskreis einen beliebigen Winkel α und den dazugehörigen Punkt P auf dem Einheitskreis ein. Zeichne nun im rechten Koordinatensystem den Winkel 180° + α ein. Zeichne nun in beiden Figuren den Sinus und den Cosinus ein.
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 sin(α + 180°) = ……………sin(α) cos(α + 180°) = ………………………
 1
 1
 y
 x
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 Aufgabe 61: Kannst du ähnliche Formeln für die Winkel α und (180° – α) finden?
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 sin(180° – α) = ……………………… cos(180° – α) = ………………………
 Aufgabe 62: Es gibt noch viel mehr solche Reduktionsformeln. Findest du sie?
 sin(α – 180°) = ……………………… cos(α – 180°) = ………………………
 sin(– α) = ……………………… cos( – α) = ………………………
 sin(α + 90°) = ……………………… cos(α + 90°) = ………………………
 Hier hast du ein paar Einheitskreise zum skizzieren:
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
 1
 1
 y
 x
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 4. Sinus- und Cosinussatz
 Der Sinussatz
 Aufgabe 63: In einem allgemeinen Dreieck sind die Seiten a und c und der Winkel γ bekannt. Kann man das Dreieck konstruieren? Skizziere, wie du das Dreieck konstruieren würdest.
 Aufgabe 64: Wenn die Seiten a und c und der Winkel γ in einem allgemeinen Dreieck bekannt sind, so lässt sich das Dreieck konstruieren. Es müsste also auch möglich sein, das Dreieck zu berechnen. Ist dies auf einfache Weise möglich?
 Aufgabe 65: Wir betrachten ein Dreieck ABC.
 a) Bekannt ist der Winkel γ = 19.9° und die Seite a = 10 cm. Berechne die Höhe hb.
 b) Nun ist vom selben Dreieck die Seite c = 5 cm und der Winkel α = 42.9° bekannt. Welche Höhe hb findest du nun?
 c) Fällt dir was auf?
 Aufgabe 66: Nun kennen wir in einem Dreieck die Winkel α = 116° und γ = 25° und die Seite a = 17 cm. Kannst du nun die Seite c berechnen? Bestimme dazu zuerst die Höhe hb.
 b
 c
 ahb
 C
 B
 Aφγ
 α
 β
 Diese Verfahren ermöglicht die Berechnung von beliebigen Dreiecken. Leider ist es recht aufwendig. Der Sinussatz vereinfacht die Sache wesentlich:
 Satz: In jedem Dreieck ist das Verhältnis einer Seitenlänge zum Sinus des dazugehörigen Winkels
 für alle Seiten gleich (Sinussatz): ( ) ( ) ( )a b c
 sin sin sin= =
 α β γ
 Aufgabe 67: Berechne mit dem Sinussatz die Seite c im Dreieck aus der vorhergehenden Aufgabe.
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 Nun müssen wir beweisen, dass der Sinussatz immer gilt. Folge dieser Anleitung und fülle die Lücken aus! Betrachte ein stumpfwinkliges Dreieck mit den Bezeichnungen gemäss dieser Figur.
 b
 c
 ahb
 C
 B
 Aφγ
 α
 β
 Wir drücken die Höhe hb mithilfe des Sinus durch die Seite a und den Winkel γ aus: hb = ....... · sin(........) (1) Die Höhe hb kann auch durch den Winkel φ und die Seite c ausgedrückt werden hb = ............................. (2) Der Winkel φ kann mit α geschrieben werden als: φ = ................................ (3) Durch Einsetzen von (3) in (2) finden wir: hb = ..................................................... (4)
 Mit ( ) ( )sin 180 sin° − α = α wird (4) vereinfacht:
 hb = ..................................................... (5) Nun können wir die beiden Ausdrücke (1) und (5) für die Höhe hb gleichsetzen ........................................... = ........................................... (6) Durch Umformung finden wir:
 a c
 .................. ..................=
 (7)
 Wir haben nun den Sinussatz bewiesen. q.e.d
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 Der Cosinussatz
 Aufgabe 68: In einem Dreieck sind alle drei Seiten a, b und c bekannt. Kann man das Dreieck konstruieren? Skizziere, wie du das Dreieck konstruieren würdest.
 Aufgabe 69: Wenn die Seiten a, b und c in einem allgemeinen Dreieck bekannt sind, so lässt sich das Dreieck konstruieren. Es müsste also auch möglich sein, das Dreieck zu berechnen. Ist dies auf einfache Weise möglich?
 Der Cosinussatz hilft uns beim Berechnen von allgemeinen Dreiecken:
 Satz: In jedem Dreieck gilt (Cosinussatz): ( )2 2 2a b c 2 b c cos= + − ⋅ ⋅ ⋅ α
 ( )2 2 2b a c 2 a c cos= + − ⋅ ⋅ ⋅ β
 ( )2 2 2c a b 2 a b cos= + − ⋅ ⋅ ⋅ γ
 Aufgabe 70: In einem Dreieck sind die Seiten gegeben: a = 5 cm, b = 7 cm und c = 9 cm Berechne den Winkel α mithilfe des Cosinussatzes.
 Nun beweisen wir diesen Satz:
 Wir betrachten das Dreieck ΔBMA. Mit dem Satz von Pythagoras können wir c durch h und x ausdrücken: c2 = ................................................ (1) Analog schreiben wir a mit h und y: a2 = ................................................ (2) Die Strecke y können wir mit b und x schreiben y = ................................................ (3) Wir ersetzen nun y in Gleichung (2) durch Gleichung (3) a2 = ................................................ (4) und multiplizieren die Terme in (4) aus: a2 = ................................................ (5) Gleichung (5) können wir in der folgenden Form schreiben: a2 = b2 + h2 + x2 + ................................................ (6)
 h
 xyb
 ca
 C A
 B
 Mα
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 Der Term h2 + x2 in (6) kann durch Gleichung (1) ersetzt werden: a2 = ................................................ (7) Die Strecke x kann mit dem Winkel α und der Seite c geschrieben werden als: x = ..... · cos(.............) (8) Setzen wir nun (8) in (7) ein finden wir: a2 = ............................................. (9) Nun haben wir auch den Cosinussatz bewiesen. q.e.d
 Zusammenfassung
 Satz: In einem Dreieck sind die Verhältnisse von Seite zu Sinuswert des Gegenwinkel gleich (Sinussatz):
 ……………………………………………………………………………………
 Merke: Der Sinussatz erlaubt es die fehlenden Grössen in einem Dreieck zu berechnen, wenn
 ….….….….….….….….….….….……………………..….….….….….….….….…. oder
 ….….….….….….….….….….….……………………..….….….….….….…. gegeben sind.
 Satz: In jedem Dreieck gilt (Cosinussatz): ……………………………………………… ……………………………………………… ………………………………………………
 Merke: Der Cosinussatz erlaubt es die fehlenden Grössen in einem Dreieck zu berechnen, wenn
 ….….….….….….….….….….….……………………..….….….….….….….….…. oder
 ….….….….….….….….….….….……………………..….….….….….….…. gegeben sind.
 Spezialfälle
 Aufgabe 71: Wir betrachten den Cosinussatz in einem rechtwinkligen Dreieck mit der Seite c der Hypotenuse und den Winkel γ dem rechten Winkel. Zu welcher Formel vereinfacht sich der
 Cosinussatz ( )2 2 2c a b 2 a b cos= + − ⋅ ⋅ ⋅ γ
 Aufgabe 72: Nun betrachten wir auch noch den Sinussatz am rechtwinkligen Dreieck
 mit c der Hypotenuse und γ = 90°. Zu was vereinfacht sich der Ausdruck ( ) ( )a c
 sin sinα γ= ?

Page 23
                        

Geometrie: Trigonometrie Seite 23 www.mathema.ch (November 11)
 5. Anwendungen in beliebigen Dreiecken
 Dreiecksberechnung
 Aufgabe 73: Berechne die fehlenden Grössen (Seiten und Winkel) der folgender Dreiecke:
 a) a = 10 cm b) c = 32.4 cm c) b = 58 cm d) a = 34 m α = 20° α = 40° c = 98 cm c = 41 m β = 65° β = 20° α = 81° β = 44°
 e) a = 49 m f) a = 17.4 cm g) a = 450 mm h) a = 29.2 mm b = 23.5 m b = 15.8 cm b = 380 mm b = 11.4 mm α = 74° γ = 112° c = 500 mm β = 12°
 Aufgabe 74: Berechne die fehlenden Grössen (Seiten, Winkel, Fläche) folgender Dreiecke:
 a) a = 24 cm b) b + c = 9 m c) b = 48 cm d) a = 11 m
 α = 10°30’ ha = 3.8 m wα = 65.1 cm hb = 2.4 m
 β = 72°50’ γ = 56° γ = 124°10’ α = 153°
 Vermessungsprobleme
 Triangulation ist in der Vermessungstechnik, wenn man von Punkten bekannter Position aus andere Punkte anpeilt (Winkelmessung) und daraus trigonometrisch die Positionen der neuen Punkte bestimmt. In der Astronomie lassen sich auf entsprechende Weise die Entfernungen von Planeten, Monden und nahe gelegenen Fixsternen ermitteln. Ähnlich gross ist die Bedeutung der Trigonometrie für die Navigation von Flugzeugen und Schiffen.
 Aufgabe 75: Zwei Punkte A und B am Ufer eines Flusses sind 45 m voneinander entfernt. Am
 andern Ufer steht Baum C. Es werden folgende Winkel gemessen: CAB = 72°20’ und
 CBA = 83°50’. Wie breit ist der Fluss?
 Aufgabe 76: Auf der Spitze eines Turmes ist eine 7m lange Stabantenne angebracht. Das obere Ende der Stabantenne erscheint unter dem Erhebungswinkel α = 55.2°, das untere Ende unter dem Erhebungswinkel β = 51.2°. Die Augenhöhe eines Beobachters befindet sich bei beiden Messungen 1.5 m höher als der Fusspunkt des Turmes. Wie hoch ist der Turm? Wie weit ist der Beobachter vom Turm entfernt?
 Aufgabe 77: Zwei Orte A und B liegen auf verschiedenen Seiten eines Sees. Zwei Strassen, die von den Orten A und B geradlinig ausgehen, treffen sich in C unter einem Winkel von 57.5°. Wie weit ist der Ort A vom Ort B entfernt (Luftlinie), wenn die Entfernung von B bis C 5.4 km und die Entfernung von A bis C 8.4 km beträgt?
 Aufgabe 78: Zwei geradlinige Arme eines Flussdeltas, die einen Winkel von 39°40’ bilden, schneiden ein dreieckiges Stück Land ab. Wie gross ist der Flächeninhalt des Landstückes, wenn die Arme 17.4 km und 34.3 km lang sind?
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 a
 c
 bd
 β
 δ γ
 α
 e
 f
 Geometrische Probleme
 Aufgabe 79: Welchen Flächeninhalt hat der Sektor in einem Kreis, der einen Radius r = 16 cm hat, wenn die zugehörige Sehne s = 23.5 cm lang ist?
 Aufgabe 80: Berechne die fehlenden Grössen (Seiten, Winkel, Fläche) folgender Dreiecke:
 a) b = 58 cm b) a = 450 mm c) a = 30.2 cm c = 98 cm b = 380 mm sb = 15.8 cm α= 81°10’ c = 632 mm sc = 40.2 cm
 Wir haben mit der Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck begonnen. Jedes beliebige Dreieck lässt sich aus zwei rechtwinkligen Dreiecken zusammensetzen und so haben wir den Sinus- und den Cosinussatz für beliebige Dreiecke gefunden. Nun lässt sich jedes Vieleck aus Dreiecken zusammensetzen. So können wir nun grundsätzlich alle Grössen in Vielecken berechnen!
 Aufgabe 81: Ein Parallelogramm (Seiten, Winkel, Diagonalen, Flächeninhalt) ist zu berechnen:
 a) b = 16.1 cm b) a = 93 m c = 44.2 cm e = 151 m δ= 99°48’ f = 61 m
 Aufgabe 82: Ein Trapez (Seiten, Winkel, Diagonalen, Fläche) ist zu berechnen:
 a) a = 41 cm b) a = 61.3 m b = 23 cm b = 58.2 m c = 9.6 cm c = 19.8 m γ = 81°30’ e = 45.2 m
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